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Abstract

We　consider　computing　a　prescribed　number　of　le　ast　positive　zeros　of　Bessel

，functions　and　of　their　derivatives　of　a　prescribed　order　wit　hin　a　prescribed

relative　error．　We　also　consider　an　inverse　problem　of　computing　the　order

of　the　Bessel　function　that　has　a　zero　of　a　prescribed　order　at　a　prescribed

positive　value．　The　case　of　Bessel　functions　of　real　non－integer　order　less　than

一一
P　is　also　discussed．　Our　emphasis　in　this　paper　is　on　algorithm　construction

and　convergence　analysis　that　will　be　needed　for　the　construction　of　software

for　solving　the　stated　problems．
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Sl　lntroduction．

In　this　paper　we　are　concerned　with　the　construction　of　software　that　wi11　solve　the　following

proble　ms：

Pr。blem　I．　Gf肥。　m＞一1，・＞0・・d　an　f・t・g・・N＞0，・・mp・t・th・N1磁p・・ftゴve・e・…価・B・・sel

血ncti・丑」肌（のwf曲the　relative　err・r　e・

Problem　II．　Given　P　〉　O，　E＞　O　and　an　integer　k　〉　O，　compute　m　〉　一1　such　that　P　equals　thekth　positive

zero　of　J．（x）　within　the　relative　error　e．

Problem　lll．　Given　m　〉　O，　e　〉　O　and　an　integer　N　〉　O，　compute　the　N　least　positive　zeros　of　the　fi　rst

derivative　of　」．（x）　within　the　relative　error　c．

Problem　rv．　Given　P　〉　O，　c＞　’ n　and　an　integer　k　〉　O，　compute　m　〉　O　such　that　6　equais　the　kth　positive

ze…f鵡（の湖．曲亡h・・e1・亡惚er・・…

Problem　V．　Given　m　〈　一1　（m：integer），　e　〉　O　and　an　integer　N　〉　O，　compute　all　complex　zeros　and　the

N1。a、古P。，itiv・・ue・…fJm（x）而曲亡h・・e1・亡fve　err。…（Th・・e　exf・t　p・ecf・ely　2［圃1・・mp1・x　ze…，wh・・e

［lml］　denotes　the　largest　integer　not　exceeding　lml．）

　　　It　appears　that　software　for　t　he　stated　purposes　is　not　known．　lt　is　not　available　from

the　IMSL　library　［15］．　Our　emphasis　in　this　paper　is　to　lay　theoretical　foundation，　including

algorithm　construction　and　convergence　analysis，　that　is　needed　for　solving　Problems　1　一　V．

A　paper　by　Grad　and　Zakr　ajgek　［5］　is　our　starting　point．

　　　In　S2　we　consider　Problem　1．　The　basis　of　our　work，　as　in　［5］，　is　the　fact　that　the

problem　of　computing　the　zeros　of　Bessel　functions　c　an　be　reformulated　as　that　of　computing

the　eigenvalues　of　an　infinite　real　tridiagonal　matrix　that　is　obtained　from　a　well－known

reccurrence　relation　among　Bessel　functions　and　that　may　be　regarded　as　a　compact　operator

in　the　Hilbert　spas　e　of　infinite　column　vectors　with　square－summable　components．　For　m　〉　一一1

the　infinite　matrix　is　symmetric　as　we11．　See　Theorem　2．1．　In　Theorem　2．2，0ne　of　the　main

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
theorems　of　this　paper，　we　give　convergence　analysis．

　　　In§3　we　consider　Problem　II，　an　inverse　problem　to　Problem　1．　We　derive　an　eMcient
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formula　for　cemputing　d2’．，k／dm，　the　derivative　of　the　k‘h　positive　zero　of　J．　（x）　with　respect　to

m，　in　Theorem　3．1．　Theorem　3．2　is　a　theorem　on　positive　definiteness　，which，　in　paxticular，

is　interesting　in　the　sense　that　it　gives　a　matrix－theoretic　proof　of　the　fact　that　2’．，k　is　an

increasing　function　of　m．　Theorems　3．1　and　3．2　enable　us　to　solve　Problem　II　with　Newton’s

　　　In　s4　Problems　III－V　are　briefly　discussed．　ln　particular，　we　will　show　that　Problems

III　and　IV　may　be　solved　in　the　s　ame　manner　as　for　Problems　1　and　II．　For　Problem　V　we

simply　indicate　a　method　of　solution　that　is　’≠№≠奄氏@similar　to　the　preceeding　ones．

　　　All　computations　were　performed　in　double一　or　quadruple－precision　floating－point　arith－

metic　（14r　or　28－digits　in　hexadecimal）　on　the　FACOM　M－780／20　system　at　University　of

Tsukuba．

S2　Problem　1．

The’solution　method　of　choice　is　the　matrix　method　used　in　［5］．　We　will　review　their

technique　briefly　before　we　present　our　results．　Take　the　well－known　three－term　reccurrence

relation　among　Bessel　functions

（2・1）　（％＋矧＋2）＋（課内3）＋（識乳3）＝多刷

which　holds　good　for　any　x　and　n，　real　or　complex，　excluding　x　＝o　and　n　＝　一1，　一一一2　or　一3．

　　　If　we　let　n　take　the　values　n　＝　m，　m＋2，．．．，　wher’e　m　〉　一一一1，　and　write　these　relations　in

matrix　form，　we　obtain

（2．2）　Mu＝　Sit7u＋uo

（2．3）

　　　　　　　　　　　　　　　2

Mh，k＝ 翌?煤{2k－1　m＋2k＋1，　k＝1，2，・一，

　　　　　　　　　　　　　　1

Mk，k－1＝ 狽翌煤{2k　ta　1（m＋2k，　k＝2，3，…，

　　　　　　　　　　　　　　1

隔1＝ im＋2k）（叫2k＋1），鳳2，…，

錫＝隔＋・（の，Jm＋4（x）”．．］T，

　　　　　　　　Jm（x）
　　　　　　　　　　　　　　　　　o，　o，　．．JTu・＝卜
　　　　　（m　十　1）（m　十　2）’
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Here　M　represents　an　infinite　real　tridiagonal　matrix　whose　main　diagonal　and　super一　and

sub一　diagonals　converge　to　O　for　any　fixed　m　〉　一1．

　　　If　we　multiply　v／iT　into　（2．1）　and　regard　it　as　a　three－term　reccurrence　relation　in　vtiTJ．（x）

for　n　＝　m＋　2，　m＋4，．．．，　we　can　reformulate　these　relations　as　a　matrix　equation　（2．4）　below

where　A　is　an　infinite　real　symmetric　tridiagonal　matrix　whose　main　diagonal　and　super一　and

subdiagonals　again　converge　to　O：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

（2．4）　Av＝St　v＋vo

（2．5）

Example．

（2．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　α・，ド（α、一1）（叫＋1）≡dkk＝1，2，…・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　α胴＝α・一・，「α、一1）（α、一2）α、≡∫ゐ一＝2・3””，

　　　　　　　　αん＝m十2孟㍉　　　k：＝1，2，＿，

　　　　　　　　　v＝【v禰隔、（x），〉痛隔、（の，＿】T，

　　　　　　　　　・・＋（講（器，・，・，…］T

For糀＝Oand　m＝1　the　matrix且is　given　respectively　by

　　　　　　　　　　　　　　　　畜　血　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　誠　　需　　礪

　　　　　　　　　　孟＝　　痛畜○’・　（m＝o）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　や　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　◆，　　　’。

and

（2．7） A＝

　　　　　　　　　

π　　罵
　　　　　　　　

礪　　廊
　　　　　　　1

　　　　　6vgF7

　1
6＞箭

2　6・8

　一　　一

　　．

o

o

（m　＝　1）

　　　Let　the　symbol　H　denote　the　Hilbert　space　of　infinite　column　vectors　e＝　［ei，e2，．．．］T　such

that　£1　ek　i2〈　oo　with　the　inner　product　（e，”）　＝　C””　＝　£e－k　opk．　Then　from　［2，　p‘93］　M　and

A　both　represent　compact　operators　in　H．　The　following　theorem　is㎞own　in［5］a皿d　forms

the　computational　basis　for　solving　Problem　1．
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Theorem　2．1．　Let　m＞一1．　Then：

（a）　A　positive　n　u　mber　cr　is　a　zero　of　J．（x）　if　and　only　if　4／cr2　is　an　eigenval　u　e　of　A．

（b）　A　is　pasitivedefinite　and　every　elgenvalue　ofA　is　simple，

（c）　Let　Ai　〉　A2　〉　．．．　〉　O　be　an　enumeration　of　the　eigenvalues　of　A．　Then　Ak　．　O（k　．　oo）．

（d）　ltet　A．　denote　the　n　×　n　principal　submatrix　ofA．　The　eigenvalues　of　A．　are　simple　and　positive．　Let

　　　亡h・mb・d…亡・d　by　Aln）〉．．．〉λ£n）〉・』・曲孟・・1・ce曲励・eigen舳由醐。＋、・λ1・＋1）〉

　　　λln）〉λ身＋1）〉λ穿）〉＿〉λ£晴1）．

（e）　Let　or£”）　＝　2／v／5　F51（k　＝　i，　．．．，n）．　we　have　the　monotonic　convergence　or£”）　1　2’m，k　as　n　一　oo　for　each

五X・dk，　wh・・eゴ伽，ゐf・亡h・・sta・da血・励・n・fo・th・ktんP・・f伽ze…璃。（の．

　　　The　next　theorem　estimates　the　rate　of　convergence　and　is　one　of　the　main　theorems　of

this　paper．

The・rem　2・2・　Le亡αbe　a　p・sf古fve　zer・・f　Jm（x）＠〉一1），　s切蘭and　leオα。　be　the　apPr・xゴmatf・n

to　cr　computed　from　A．，　th．e　n　×　n　principal　submatrix　of　A．　We　have　then

（2・8）1αc ﾜα1≦1絶筆紹）語＋籍）1＋2JA＋、（α）（癖癖鴇、圃釜≡脇

where　E＞／Ei　＝　O（（m　十　2　n）一4）　and　Ei　is　asymptotically　d　omin　an　t　as　n　．　oo　witk　or　fi　xed．

Proo£　Let　vn　denote　the　column　vector　consisting　of　the　first　n　components　of　v，　Then　from（2．4）

（2・9）．　孟・v・＝v・＋［・・…・・，下＋篶2撫】T

He皿ce

（2・iQ）　gc）　EE　1iiTi：il13iiliL’．A．nfi／1，”　＝　zil，÷　一　ri　．．　tl，　12’ti　ZfgSi？IligtsL2S2］1’2”（Ce）ll　＋2ni＋2（or）．

Let　A　＝　4／or2　apd　A£”）　＝　4／0r2．　Take　the　ineqality

（2．11）　．　IA－A£”）ls；I　A－gp　l＋lgp一一A£”）1．

For　the　first　term　1　A　一一　ip　1　we　h　ave　the　following　estimate　by　（2．10）：

（2・i2）　1A　一一　gls｛；　de／　．．　ll，　L：tZirtt2fl　Si？一S；geiutgi2一1・M’2”（cr）ll｛；i　lt2”i＋2（cr）　1．
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　　　For　the　second　term　l　q　一Al”）i　we　have　by　［14，　g55，　p．173］

（2・・3）　　　iq一λln）1≦ll孟守謂許112

where　a　denotes　the　distemce　from　q　to　the　ne　axest　eigenvalue　of　A．，　lt　is　well－known　（see，　for

example，　［1，　9．5．2，　p．3．71］　or　［6，　Theorem，　p．251］）　that　the　distance　between　two　consecutive

zeros　of　J．（x）　is　approximately　T．　This　approximately　translates　to

（2．14）
　　　8r

α＝ y○

　　　Now　by　［13，　p．152］

（2．ls）　（m＋2）Jk．2（x）＋（m＋4）Jk．4（x）＋…＝iZ2iL｛Jk．，（x）一」．（x）」．＋2（x）｝

which　holds　for　any　complex　m．　Hence

（2．16）　llv112＝（m＋2）Jk．2（or）＋（m＋4）Jk．，（cr）＋…＝EIIIi2：一Jk．，（or）

since　J冊（α）＝o．　For　n　large，　Il　”n　ll　may　be　appro）dmated　by　ll　v　II　since　Il　v。11→ll　v　ll・Usin9

（2．14），　（2．16）　and　the　approximation　l　l　v．　l　l　f　s　l　l　v　l　l　in　（2．11），　（2．12）　and　（2．13）　we　finaily　obt　ain

the　inequality　stated　in　the　theorem．　1

Remark．　The　corresponding　bound　for　l（or，一cr）／0r　l　given　in［5］is　essentially　E2．　In　view

of　Theorem　2．2，　this　is　clearly　not　rigorous．

　　　Using　the　fa£t　that

（2．i7）　Jm（x）＝v／lill｛cos（x－c）＋o（x）｝　（x．oo），　c＝（21；＋i）T，

we　have　for　large　x

（2．・8）’　　扁α）＝一端（α）・r土ゾ幕・

Then　the　above　proof　really　shows　that

（2・・9）　　　αデ窪㌃÷、」肌＋・・（α）隔・・＋・（α）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



for　l　arge　or　and’large　n　such　that　or　〈　m　＋　2n，　where　E2　may　be　ignored　against　Ei．

　　　The　last　estimate　for　the　relative　error，　（2．19），　shows　that　the　smalleT　zeros　conveTge

faster　as　n　．　oo．　See　Fig．2．1．

　　　Let　n　be　so　large．that　E2　maY　be　ignored　relative　to　Ei．　Consider　counting　the　number

of　those　computed　zeros　crS”），．．．，orft”）　that　have　a　relative　error　〈　c，　a　given　positive　number．

The　bound　Ei　would　be　sma11　while　J．＋2．（x）　（hence　J．＋2．＋2（x））　is　sma11　in　modulus，　which

is　the　case　until　x　gr，ows　from　o　to　about　m＋2n，　See　Fig．2．4．　’］？he　first　positive　zero　of

J．（x），　」’．，i，　is　located　near　m．　Hence　N　would　egual　approximately　to　（m　＋　2n　一一　m）／r　＝　o．64・n，

independently　of　m　and　e，　since　the　zeros　of　J．（x）　are　approximately　T　apart　as　stated　in　the

last　proof．　Our　numerical　computations　fairly　well　cQnfirm　this　prediction，　as　can　be　seen

from　Figs．2．2　and　2．3．

　　　The　eigenvalue　problem　for　A．，　a　real　symmetric　tridiagonal　matrix　of　order　n，may　be

solved　either　by　thg　QR　algorithm　or　by　the　recent　homotopy　algorithm　of　Li　and　Rhee［8］．

For　our　purpose　the　implicit　QR　algorithm　rou七ine　IMTQ：Lユin　the　ElsPAcK　p㏄kage［12］

suits　well．　The　homotopy　algorithm，　though　apparently　faster　than　the　QR　algorithm，

reqUires　careful　ma皿agemen七〇f　its　parameters　in　order　to　keep　the　eigenvalue　curves　well

separated．　This　is　especially　cエitical　in　our　work　since　the　eigenvalues　of．An　get　increasingly

poorly　separated　as　n　grows　large．　For　stability’s　sake　we　thus　prefer　the　QR　algorithm　in

our　work．
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S3　Problem　II．

In　Fig　3．1，あ，四dゴ㍍，k　ar・pl・tted　as　a・functi・n・f曲r　sev・・al　values・f　k・Ea・h　cu・ve

represents　an　increasing　function　that　is　slightly　convex　upward．　For　theorical　results　on　the

monotonici七y　and　conc　avity　ofゴ悌and翫ゐsee［4］，［9］，［10］and　references　given　there．　Thus

either　one　of　the　equations

（3．1）　2’．，k＝P　（B＞O，　k：apositive　integer）

O工

（3．2）　2’．’，k＝X3　（P＞O，　k：apositive　integeT）

may　be　solved　for　m　by　Newton’s　method．　For　definiteness　take　（3．1）．　The　algorithm　is

given　by

（3・3）

@｛m二：∵1蒲）β，’＝　○○’

where　cr（m）　denotes　2’．，k．

　　　　The　computation　therefore　requires　the　evaluation　of　the　k‘h　positive　zero　of　J．（x）　and

of　dor／dm　for　m　＝　m（O），m（’），．．．．　The　first　may　be　computed　by　the　method　of　S　2．　For　the

evaluation　of　the　derivative　da／dm　at　a　given　m，　we　have　the　following　theorem．

Theorem　3．1．　Let　or　denote　2’ D，k　where　k　is　a　fixed　pasitive　integer．　Then　for　m　〉　一1

（3・4）　藷＝一号1箒ll　2嘱1、（α）｛婦毒（婦2四一…）｝

伽d・亡‘・’repre・e・亡・diffe・e血亡f・副th　re・pect・t・吻wh・ere

　　　　　　　　　v　＝　［vi，v2，．．．］T　＝　［V’　E一　reJm＋2（or），　v／E7一　F－ZVJ．＋4（or），．．．］T

　　　　　　　　dk＝一lis．i；一：一ril，一i）20r（k．，＋i）2　，k＝i，2，＋・・

（a5）ム＝一α・（k－2）｛争・≡・）2＋α・（α1－2）｝＝一（α・茎・）3（1＋σ・）（　隅…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，k　＝　2，　3，．．．
　　　　　　　　σん＝：
　　　　　　　　　　　　（ak　一1）αゐ（αゐ一2）＋αゐ（αん一2）

　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　’k＝3E6．li；（Eil］M　1’”liicv　ik－2）’k”2’3’’”

　　　　　　　　ork＝m十2k　，　k＝1，2，．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



Pro　o£：From（2．4）and（2。5）

（3・6）　　　　　　．　　　Av・＝・Av

where

（a7）　　　、　　λ＝虚　　　’

Mfferentiating（3．6）with　respect　to　m　a皿d　multiplying　vT　from　left　we伽d

（3．8）　　　　　　　　vTλv＋vTAV　＝　ivTv＋λvTv．

By　symmetry　of　A，　vT孟＝（Av）T＝（λv）T＝λvT．　Substitution　into　the　last　equation　enables

us　to　cangel　the　sec・nd　term　fr・m．ei七her　side，9iving

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

（3・9）　．　　　λ＝薯

Substitution　of（3・6），（3・7），（3・8）and（2．16）into（3．9）yields（3．4）．■

Remark・　　In［3，　P・108］the　folloWing　expression　is　known　for　dα／dm：

（3…）　　　£＝α煮（α）∬琴）dx・

On　the　other　hand，　using

（3…1　・f。．．脇＋・伽＝1（R・（n）〉一1）

（［11，p．100］）and　other　well－known　reccurrence　relations，　one　may　derive

（3・・2）2m∬」弩の）dx・＝1－Jk（α）一2J盆＋・（α）一2Jk＋、（α）一・・＠〉一1，α〉・）．

Combining　t　his頭もh（3・10）we　find

（a・3） @　蓋＝αaz・il、（α）｛Jk＋・（α）＋Jk＋・（α）＋…恥

which　is　valid　only　fo「m≧o・The　se・ies・n、th・・ight・・nv・・g・・t而ce　as　sl・wly・・mpa・ed

with　the　series　in（3．4）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆTheorem　3．2．　For　m＞一1，一4　f8　p（msitivedefi　nゴte．

proof．　We　will　prove　theもheorem　by　showing　the　eigenvalues　of一4　a■e　all　positive．　Tb

do　this，　we　wil　show　the　similarity　transf（）rm　1）一1（一A）．D　is　strongly（五agonally　dominant

（namely，　the　property　that　the．sum　of　the　moduli　of　the　off－di　agonals　is　s　trictly　less　than

the　modulus　of　the　diagonal　element　holds　for　each　row）　where

（3．14）　D＝diag｛（m＋1）L5，（m＋3）L5，（m＋s）”5，．．．｝．

We　note　that　一一A　itself　is’　not　strongly　diagonally　dominant，　since　it　fails　to　be　so　for　the

second　row　when　m　＝　o．　D－i（一A）D　has　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

（3．15）

where

（3．16）

　　　　　　　　　　　一d1　物

　　　　　　　　　　　q2　－d2
　　　　　や1戸（一A）D＝
　　　　　　　　　　　　　　　　93

　　　　　　　　　　　　0

Pk＝

ｼ檬≡ls）　il；1（　　．一　fk）

　　　（7η・十2k－3）1・5
　　　　　　　　　　　　　（　　．一ノk）

9ゐ＝ 浴{2k　一一1）…

o

P3
　　　　　　　　　　　　

一d3　　0・

◆　　　　　　　　　　　　■

　■　　　　　　　　　　　　■

　○　　　　　　　　　　　　●

，k　＝　2，　3，．．，

，k　＝　2，　3，．．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Note　that　the（五agonal　elements　and　the　super－and　sub一（五agonal　elements　of　1）圏1←．4）1）are

positive．　Therefbre　we　must　verify　for　m＞＿1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら（3．17）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿d1＞1ρ2

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
（3．18）　　　　　　　一毒＞9ゐ＋Pk＋・　，k＝2β，一

The　verification　of（3．17）is　straightforward　by　notingσ2＜（2v徳＋3）騨1、＝o．154＿and　T2〈

1／6＝o。166…　fbr　any　m＞一1・

　　　Tb　prove（3．18）we　let％＝2／（m＋　2k－1）・Then　o＜％＜1sinとe　k≧2　and　m＞一1・We　note

thatσゐくu2／6，アゐく％2／6，σゐ＋1＜u2／8　andη1＋1＜％2／8．　Afしer　some　computation　one　can　show

that　to　prove（3．18）it　is　enough　to　show

（3．・9）　Ψ（％）≡｛（・一％・）・占＋・｝（・＋％）…（・＋誓）・／（2＋％）≦・∫…≦％≦1・・

One　can　show　that　as％increases　from　o　to　1Ψ（u）decreases　steadily　from　l　to　a　unique

positive　mi㎡mum　value　and　increases　until　i七reaches　o．64…at％＝1．　See　Fig。3．2．■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10



1

Cerollary．　2’ D，k，　k＝1，2，．．．，　is　an　increasing　function　of　m　for　m＞一一1．

Example．　Let　P＝10．1734681350627＝h，3，　i．e．，　the　third　positive　zero　of　Ji（x）．　We　consider

solving　th，3　一一　P　＝o　by　Newton’s　method　（3．3），where　we　denote　」’．，3　by　cr（m）．　The　answer　is

clearly　m　＝　i．　We　take　m（O）　＝　o．　The　result　is　summarized　ih　Table　3．1　below．

i　　　m（の1　　ゴ鵬、。，3R・1・輔rr・・
　o　o．oeooooooooooooo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8．6537279129110　o．iooxioi
　1　O．96908“oo　32750020　1011277295540507　61569　ik’ioV－i
　　　　　O．999976638332601　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10．1734336031533　o．234Xlo－4・

　3　O．999999999986751　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10．1734681350431　o．132Xlo一一iO

Table　3．1．　Newton’s　method　（3．3）　as　applied　to　the　l　ast　example．

　　　The　last　table　shows　that　the　3’d　iterate　m（3）　＝　o．gg・・＋　is　accurate　to　10　digits．　The　next

iterate　wi11　have　an　eu　curacy　of　20　digits　or　more．

11



S4　Problems　lll，　IV　and　V．　’

We　wi11　be　brief　in　this　section，　giving　only　the　main　results　with　occasional　explanatory

comment　s．

　　　We　consider　Problem　III　fust．　By　combining　the　three－term　reccurrence　relations　（2．1）

for　n　＝　m　一一　1，m＋　1，．．．，　where　m　〉　一1　and　m　＃　o，　wi　th　t　he　well－known　r　el　ation

（4．1）　2Jh（x）＝J，n一一i（x）一Jm＋i（x）

we　obtain　the　matrix　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

（4．2）　Bw＝　zlstW＋　Wo
where

（4．3）

B＝

91　ん2　　　　0
ん2　92　ん3

N

　　　　ん3　93　’・・

O　’・．　5．
　　　4十3m

gi　＝　m．m　一5（　E一　F－IE5＋　1）（m　＋　2）

2

hk　＝

W＝

gk　＝　tw．　＋　2k　．．　2）（m＋　2k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

，k　＝　2，　3，．．．

　　　　（m　十　2k　一　2）v’（m十　2k　一　3）（m　十2k　一一　1）

　　　　［vt　5］i一　fi　Jfn＋i（x），　vt　7’FsJ．＋3（x），．．，］T

w・＋藤西J㍍＠）…司丁

，k　＝　2，　3，．．．

Writing　B（m）　for　B　emd　A（m）　for　A　（for　the　definition　of　A　see　S2），　to　emphasize　their

dependency　on　m，　we　note　that

（4・4）　　昨孟（・）＋［・＋・浄＋・Bレー一・

Theorem　4．1．　A　positive　number　or　is　a　zero　of　Jth（x）　if　and　only　if　4／cr2　is　an　eigenvalue　of　B．

Approximate　zeros　of　Jth（x）　may　t　h　us　be　comp　u　ted　from　an　n　×　n　princip　al　s　u　bmatrix　of　B，　B．，　as　in　S2．

Theorem　4．2．　Let　m＞Oand　let　or　denote」h’，k，　the　kth　pasitive　zero　of　J“（x），　and　let　or，　be　the

approximation　to　cr　computed　from　B．．　We　have　then

（4・5）1α・ ﾜα1≦2騰1農ill二二）＋2｛、一（壼／織酷1二二2％一1）釜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12



　　　Proof　is　similar　to　that　of　Theorem　2．2．

Remark・　　The　zerosσf　J6＠）are　the　same　as　those　of　J1（の，　since　J乙（の＝一」1（の．：For

＿1＜椛＜o，Bhas　a　simple　negative　eigenvalue　with　all　other　eigenvalues　positive．　The

positive　zeros　of　Jあ、（x）fbr　this　case　cor1：espond　to　the　positive　eigenvalues．

Theorem　4．3．　Le亡αdeno亡e　a　pcβf亡fve　2ero　of端（x）．　Then　f（）r　m＞一1＠≠0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の（4・6）　　　器＝一2｛、：2tntiiB；琴Jk（α）

w＝here・the・dot‘・’repreSents　di丑brentiatゴ。血柵．t丑respect　to　m　and　where　Wゴs・evaluated　at　x＝α．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Theorem　4．4．　For　m＞0，一B　is　posftive－de価te．

　　　Proof　fb皿ows　from（4。4）a皿d　the　fact　that一4（T）is．p（msitive－definite　for　r＞＿1（see

Theorem　3．2）．　Problem　IV　may　thus　be　solved　using　Newton，s　method　as　in§3。

　　　Consider　the　last　problem，づ．θ，，　Problem　V．：Let　m＜一1．　Since　J．．冊（x）　＝　（一1）冊Jm（x）　if　m

is　a尊　integer’，　we　maiy　assume　that　m　is　no七an　integer．

The・rem　4・5・A・・mplex　number　・r　is　a　zer・・f　Jm（x）　where　m＜一1　and・m≠integeT，　f伽d・吻ff

蜘2f・㎝轍曲e・fA・・vh・・ef伽く一2　　　　、　　　　　‘
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d1／2　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f2　‘・　’・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝’・・d・一・ろ　，￥1＜P＜￥1＋・

（4・7）　　　　　　　一ろdガ・．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　9．　’．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　、1
　　　　　　　　　　　　、ん＝＠＋2P一・）…（m＋2P－2）（m＋2P）＝固，

曲f・M伽加m舳§2・丑同日亡h・ptん・ff－di・g・n・al・P・f・（漏），・副f－2＜甑一1，　A＝肋・t・With

dl＜0．

　　　By［13，§15．27］Jm（のhas　precisely　2［1刎1　complex　zeros，　of　which　two　ale　purely　imagi．

nary　if［1η司】is　odd，　and　the　rest　of　the　zeros　being　real．　Our　numerical　experiments　in（五cate

that　al　c・mplex　zercs　and　a　9iven　number・f　p・si七ive　zer・s・f・Jm（のm帥e　apPr曲ately，

computed　from　an％x物principal　submatrix　of　A　Within　a　given　relative　error　by　taking％

large　enough．　Fuエther　inve＄tigation　is　needed　here．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13



S5　Conclusion．

We　have　outlined　in　the　last　three　sections　computational　methods　for　solving　Problems　1一・V

with　convergence　analysis　where　appropri　at　e．　We　are　experimenting　with　a　pilot　version　of

software　that　is　intended　to　solve　these　problems．　Results　wi11　be　reported　elsewhere．
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