
IS　E－T　R－9　0－8　0

AN　ANALYTICAL　EQUIV`LENCE　THEORY　OF　COMPUTER　PROGRAMS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　Tetsuya　Mizutani

　　　　　　　　　　　　　　　　　Shigeru　lgarashi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tal〈ashi　Tsuji

　　　　　　　　　　　　　　　　February　20，　1990



　　　　An　analytical　equiv　alence　theory　of　computer　pro　grams

　　　　　　　　　by　Tetsuya　MIZUTAM＊，　S　higeru　IGARASHI““　and　Takashi　TSUJI＊＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊　Department　of　lnformation　Processing，　S　aitama　College

　　　　　　　　　　　　＊＊　lnstitute　of　lnformation　Sciences　and　Electronics，　University　of　Tsukuba

　　　　Abstract．　A　v－definable　act　is　a　program，　both　logical　and　procedural，　and　is　almost　a

specifTication．　lts　semantics，　called　analytic　semantic　s，　are　given　in　a　completely　logic　al　man－

ner．　Two　concepts　of　homomorphism　between　acts，　called　10comorphism　and　contralocomor－

phism，　which　are　generalizations　of　tfie　conCept　of　equivalence，　are　introduced．　Application　s

of　locomorphism　to　program　verif7ication　are　discussed．

　　　　　g　1．　lntroduction

　　　　　In　recent　decades，　venfication　of　programs　has　become　more　and　more　tmportant．

Various　verification　systems　for　sequential　programs　have　been　proposed，　for　example，　Hoare

［3］，　［4］，　de　B　akker　［1］，　lgarashi　［5］　［6］，　lgarashi，　London　and　Luckhum　［7］，　so　that，　in　princi－

ple，　any　property　of　sequential　programs　can　be　formally　verified　now．　On　the　other　hand，　the

various　verification　systems　for　parallel　programs，　for　example，　Lamport　［13］，　［14］，　Elrad　and

Francez　［2］，　S　oundararaj　an　［18］，　depend　on　the　languages　of　parallel　programs　being　verified，

or　tend　to　lose　rigorous　formalism．　Perhap　s　Kr6ger’s　book　［12］　is　one　of　the　few　sati　sfac　torily

formal　presentations　of　temporal　logic　applicable　to　concrete　problems．　However，　his　system

goes　naturally　beyond　formal　number　theory　as　Soon　as　integers　are　included　in　the　data，　so

that　his　system　is　not　so　simple　as　it　appears，　while　it　will　be　obvious　that　his　temporal　formu－

las　are　j　ust　certain　abbreviations　of　our　formulas．　Moreover，　his　system　deals　with　only　‘inter－

leaving’　concurrent　processes　rather　than　multi－CPU　cases．　These　are　the　reason　s　why　we　do

not　use　them　for　the　uniform　verification　method　of　parallel　programs　and　why　we　use　the　an－

alytic　semantics　of　the　v－ciginable　acts　（simply　called　v－acts，　ac　ts，　etc．）　［8］，　［9］，　［10］，　［17］．　An

act　is　obtained　from　a　logical　fQl　mula．　lt　is　a　program　which　is　both　logical　and　procedural，
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and　is　simultaneously　a　specification．　lts　semantics　are　given　both　simply　and　precisely　on　the

basis　of　logic．

　　　　We　c。nsider・that・the・veri丘cati・h・fpr・grams　is　r（）duced　t・血e　equivalence・fpr・gr㎜；．

A　program　is　‘equivalent’　to　another　if　the　respective　output　values　of　their　corresponding　vari－

ables　are　the　sa血e　whenever　their　input　values　are．　Equivalence　ascertains　that　a　program　has

the　same　properties　as　those　another　that　has　already　been　verified．　lt　will　be，　however，　more

convenient　if　we　will　fmd　some　generalizations　of　the　concept　of　equivalence，　especially　for

Parallel　programs．　This　makes　us　consider　loci　of　programs．　A　locus　is　a　function，　in　a　theo－

retical　sense，　from　rational　numbers　as　time　values　to　program　states，　where　a　state　is　a　func－

tion　from　the　set　of　variables　to　values．　In　this　paper，　we　will　consider　two　concepts　of　mor－

phism　called　locomorphism　and　contralocomorphism　from　a　set　of　the　loci　of　a　program　to　one

of　another　program．　B　y　these　concepts　we　obtain　propenies　of　the　former　from　those　of　the

latter　whenever　verl血ed．

　　　　　In　sec　tion　2，　the　definition　of　acts　and　their　interpretation　will　be　given．　ln　section　3，　we

will　introduce　sets　of　10ci，　and　define　locomorphi　sm，　contraiocomorphism　and　equivalence　be－

tween　them．　These　definitions　are　independent　from　acts，　and　they　are　usefu1　themselves　in　the

theoretical　treatment．　ln　section　4，　we　will　introduce　the　relationship　s　between　acts．　ln　section

5，　we　will　discuss　applications　of　locomorphism　and　contralocomorphism　to　programs　and

pro脚ing．　h卿icular，　we　will　discuss　the　preservations　of　speci丘ca丘ons，血e　input－ouト

put　relationship　and　the　termination　of　programs．・in　secti．on　6，　we　will　derive　locomorphism

between　acts　in　examples．　Further　discussion　will　be　found　in　section　7．

g2．　The　v－conversion

We　u　se　a　higher　type　language　both　to　define　various　data　types　and　to　analyze　parallel
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programs．　Bec　ause　of　transp　arency　and　capability　of　developing　contemporary　real　analysis，

the　formal　real　analysis　FA　［19］　is　chosen　as　the　fundamental　mathematical　theory．　lt　is　a　con－

servative　extension　of　aritimetic　developed　on　the　logical　system　that　can　be　regarded　as　a

‘typed　LK’．　S　pecifically，　obj　ects　of　FA　are　typed　abstracts　（sets　intuitively）　staning　from　ratio－

nal　numbers．　（We　wi11　use　non－arithmetical　abstracts，　as　well　as　the　arithmetical　ones　pemitted

in　the　original　FA．）　We　think　that　we　must　deal　with　rational　numbers，　at　least，　both　as　time

values　and　as　data．　They　are　necessary　for　the　former　in　analysis　of　p　arallel　programs　and　for

the　latter．in　numerical　programs．　We　prefer　totally　ordered　time　to　partially　ordered　time，　espe－

cially　ii曲e血eoretica1　foundation，　since　the　latter　always　has　to　be　mapped　onto　the　former

both　practically　and　theoretically，血at　is　pecuhar　to　computer　programs．　The　formal　semantics

wM　be　called　analytic　semantz’cs．

　　　2．　1．　Definition．　Let　x，　y，　z，．．．　be　metavariables　denoting　free　variables．　A　word　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／

血efbrm　vx　is　c凪ed　a卿1伽vε．　For　a　formula　A，　an　expression　ob面n（Xi　from　A　by　substi－

tuting　at　least　one　qualitative　in　place　of　free　variables　is　called　a　v－definable　act．　O

　　　There　are　many　interpretations　of　acts．　Here，　we　adopt　an　interpretation　called　a　cosmos

using　the　predicate　ofactiorn　Hereafter，　we　suppose　that　t　is　the　‘time’　variable　and　for　a　free

・variable　x，　Ax　i　s　the　corresponding　higher　type　variable　and　“x（t）　represents　the　value　of　x　at　time

t．　A　sequence　of　variables　〈xi，　．．．，　x．〉　is　denoted　by　x　and　fi（t）　will　be　written　as　x（t）　when

there　is　no　confusion．

　　　2．　2．　Definition．　Foran　actA［x，　vx，t］，thepredicate　ofaction　Pa（A，“x）is　the　follow－

ing　formula：

　　　　　　　　　　　　　　∀酊凶（（ヨyAllx（t），　y，　t］⊃ヨδ＞0（δ＜ε〈A倹（t），会（t＋δ），　t玉））

　　　　　　　　　　　　　　　　〈（∀δ≧0（δ＜ε⊃「ヨy醸（t＋δ），y，t＋δ］）⊃£（t）一袋（t＋ε））），

which　determines　x，called　a　locus　of　A．’
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　　　　g　3．　Relationship　between　sets　of　loci

　　　　3．　1．　Definition．　Let　Q＋be　the　set　of　all　nonnegative　rational　numbers，　D　i，．．．，　D．

be　the　sets　of　a11　data　of　types　Ti，　．．．，　’ii，，　respectively，　and　D＝Dix　．．．　xD．．　Then，　a　function

x：Q＋→D・is・call（Xi・a　l・cus・n　D．正there　is　n・c・nfusi・n，　ft　is　simply　called　a　l・cLts．□

　　　　3．　2．　Definition．　A　locus“x　is　said　to　teiminateifand　only　ifit　holds　that

ヨt∀u＞tex（t）一会（u））．　　　　　　　　　　　　　□

　　　　3．　3．　Definition．　Let　L　and　L’be　sets　of　loci　on　D　and　D’，　respectively．　Then，　a

function　tp：L－L’　is　called　a　locomorphism　from　L　to　L’　if　and　only　if　there　exist　functions

yf：D一＞D’　and　n：　Q’一　Q’　and　it　holds　that

　　　　　　　∀t（Ψ（2（t））一Φ（2）（π（t）））〈∀t∀u（t＜u⊃π（t）≦π（u））〈π（0）一〇〈∀tヨu（π（u）＞t）

for　any　locusk　belonging　tO　L．　A　locus　L　is　said　to　be　locomorphic　to　L’　with　respect　to　（w．　r．

t．　for　simplicity）　〈v，　n＞　（See　figure　1）．　’@O
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　　　　　　　　　　　　　Fig．　1．　A　commutative　diagrani　of　locomorphism．

　　　3．4．Definition．　Let　L　and　L’be　sets　of　loci　on　D　and　D雪，　respectively．　Then，　a

負mction（p：L→L’　is　callOd　a　contralocomony：）in’sm　from　L　to　L’　if　and　only　if　there　exist　func－

tionsΨ：D’→D　andπ：Q＋→Q＋and　it　holds　that

　　　　　　∀t（灸（π（t））＝Ψ（（P（会）（t）））〈∀ぜ∀u（t＜u⊃π（t）≦π（u））〈π（0）＝0〈∀tヨu（π（u）＞t）

　　　　　　　　　バ
f・r・any　1・cus　x　bel・nging　t・L・　L　is　said　t・be　c・ntral・c・m・rphic・t・L’w・r・t・畔・π〉（See

figure　2）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□
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　　　　　　　　　　　　　Fig．　2．　A　commutative　diagram　of　contralocomorphism．

　　　By　theorems　3．　5　to　3．　8　below，　we　obtain　a　category　when　obj　ec　ts　are　sets　of　loci　and

morphisms　are　locomorphisms．　ln　a　smilar　manner，　the　contralocomorphi　sms　also　constitute

a　category．　（Proofs　that　are　evident　will　be　omitted　hereafter．）

　　　　3．　5．　Theorem．　An　identity　function　IL：L一一＞L　is　a　locomorphism　from　L　to　L．　D

　　　　3．　6．　Theorem．　lf　tp　is　a　locomorphism　from　L　to　L’and　if　tp’is　a　locomorphism

from　L’　to　L”，　then　rp’otp　is　a　locomorphism　from　L　to　L”．　a

　　　　3．　7．　Theorem．　lf　rpi，　tp2　and　（p3　be　locomorphisms　from　L　to　L’，　from　L’　to　L”　and

from　L”　to　L”’，　respectively，　then　it　holds　that　tp30　（tp20　tpi）（fi）　＝　（tp30　tp2）o　rpi（ft）　for　any　“x　E　L．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　3．　8．　Theorem．　Let　IL，　be　an　identity　function　from　L’　to　L’．　lf　tp　and　tp’　are　10co－

morphisms　from　L　to　L’　’≠獅п@from　L’　to　L”，　respectively，　then　it　holds　thatluo　tp（“x）＝rp（Ax）．for

any食∈L・and・tha即’・ILI（Ay）一（pt（9）f・r　any　9∈L1．　　　　　　　　□
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　　　　Next，　we　introduce　the　concept　of　equivalence　between　sets　of　loci．

　　　　3．　9．　Definition．　Let　L　and　L’be　sets　of　loci　on　D　and　D’，　respectively．　Let　1）ti　be

Di　x　．．．　xD．　and　Do　be　Dix　．．．　xD．，，　respectively，　for　some　m　and　m’　such　that　1一くmsn，

lsrrL〈n’，　I　Sm’Sn　and　I　Sm’Sn’．　if　there　exist　four　proj　ections　p　i：D一一＞Di，　p’i：D’一1＞i，

po：D一一＞Do　and　p’o：D’一一＞Do，　then　L　is　said　to　be　equivalent　to　L’　in　〈Di，　Do＞　if　and　only　if

　　　　　　　　　　翰∈Lヨ9∈L・（ρ1（会（0））一ρ・1（9（0））〈ヨu∀bu（ρ。（£（t））一ρ・諭t））））

　　　　　　　　　〈∀9∈L・ヨ2∈Uρ、（£（0））一ρ・1（全（0））〈ヨu∀t＞u（ρ。（2（t））一ρ・。（9（t））））．

　　　　If　L　is　equivalent　to　L’　in　〈D，　D＞　in　particular，　L　is　simply　said　to　be　equtvalent　to　L’．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D

　　　　IntUitively，　L　is　equivalentt・L・血〈PI，　D（）〉　if　and・nly　if　f・r　any　1・cus全∈Lthereexists

al㏄us全∈L・such　thatρ1（x“（O））＝ρ・、G（・））and　P。G（・・））一ρt。（9（・・））（i．e．，ヨu∀t＞u（ρ。（2（t））一

p’o（S＞　（t）））），　and　vice　versa．　Specifically，　the　input　and　the　output　values　of　a　certain　subse－

quence。f2　c。incidewi血血。se。f9．

　　　　g　4．　Relationships　between　v－definable　acts

　　　　In　this　section，　we　defme　the　concepts　of　10comorphism，　contralocomorphism　and　equiv－

alence　between　acts　using　those　between　sets　of　10ci　introduced　in　section　3．　We　recall　that　any

Ax　satisfying　pa（A，k）　is　a　locus，　so　that　｛llpa（A，　2）｝　is　a　set　of　loci．　Hereafter，　type（x）　shall

denote　the　type　of　x．

　　　　4．1．Definiti・n．　An・actA・is・said　t・彪励ut彪ifand・nly　ifany　l・cus食・fA・te，mi．

　　　　4．　2．　Definition．　For　any　pair　of　acts　A　and　B，　a　function　tp　is　called　a　locomorphism

from　A　to　B　on．the　precondition　p　of　A　（or　‘on　p’　for　simplicity）　if　and　only　if　tp　is　a　locomor－

phism　from　｛21pa（A，1）Ap（2（o））｝　to　｛y“lpa（B，　Ay）｝．　An　act　A　is　said　to　be　locomorphic　to　an
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act　B　w．　r．・t．〈Ψ，π〉・n　p　if　and・nly　if｛会IPa（A，会）〈P（会（0））｝is1・c・m・rPhic　t・｛金IPa（B，歪）｝

w．r．　t．〈Ψ，π〉．　If　p（x）is　true　fbr　any　x，　tp　is　called　a　10comorphism　from　A　to　B　and　A　i　s

said　to　be　locomorphic　to　B　w．　r．　t．〈Ψ，π〉．

　　　　Sirnilarly，　a　function（p　is　called　a　co　nrralocomoηphism　from　A　to　B　on　p　if　and　only　if（p

is　ac。ntral。c。m。rPhism　fr・m｛会IPa（A，9）〈P徐（0））｝t・｛9　IPa（B，9）｝．　An　act　A　is　said　t。　be

c。ntr・1。c。m。rPhic　t・an　act　B　w．　r．　t．〈Ψ，π〉・n　p　ifand・nly　if｛会IPa（A，1）〈P（会（0））｝is

c。ntral。c。m・rPhic　t・｛全IPa（B，9）｝w．　r．・t．《eq，π〉．　if　P（x）is面e飴r　ahy　x，　tp　is　called　a　c・n－

tralocomorphism　from　A　to　B　and　A　is　said　to　be　contralocomorphic　to　B　w．　r．　t．〈Ψ，π〉，　re－

sepectively．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　　Next　we　introduce　the　concept　of　equivalence　between　acts．　Corresponding　to　the　pr（）jec－

tions　used　in　definition　3．9，　we　intrOduce　imput　variables　and　omput　variables　of　an　acts．　We

are　interested　in　the　values　of　the　fbrmer　at　time　O　and　those　of　the　latter　on　the　state　when　the

act　terminates．　It　must　be　noted　that　they　may　not　be（lisj　oint．

　　　　　4．3．Notation．　Whenever　we　are　interested　in　a　sequence　z　of　variables　occurring　in

　　　　　　　　　　　　　　X，We　may　reWnte　X　aS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X＝＊〈Z，X’〉，

where＝＊means　the　equality　of　the　sequences　of　variables　except　fbr　the　order　of　the　variables，

i．e．，　the　order　of　the　variables　of　the　sequence　x　may　be　different　from　that　of〈z，　x’〉．　If　we

are　interested　in　two　or　more　sequences　of　variables　z，　z璽，＿belonging　to　x，　we　shall　write

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X＝＊〈Z，X’〉＝＊〈Z蟹，X”〉＝＊＿．

　　　　　It　niust　be　noted　that　the　same　va：riables　may　occur　in　bOth　z，　z’and　so　on．　　　□

　　　　　4．4．Definition．　Let　xI　and　yI　be＜x1，＿，・xm＞and＜y1，＿，　ym＞，　respectively，

where　type（xi）＝type（yi）fbr　each　i．　Let　x　o　and　yo　be＜x’1，＿，　x曾k＞and＜y’1，＿，　y’k＞re－

spectively，　where　type（x’i）＝type（y’i）for　each　i．　Let　x＝＊＜xI，　zI＞＝＊＜xo，　zo＞and　y＝＊＜yI，
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wi＞＝＊〈yo，　w　o＞．　Then　A　is　said　to　be　equivalent　to　B　on　the　input　variables　〈xi，　yi＞　and　the

omput　variables　〈x　o，　y　b＞　if　and　only　if

　　　　　　　　　　∀気Pa（A，象）⊃ヨ金（Pa（B，㌻）〈£1（0）＝G，（0）〈ヨu∀bu（£。（t）一G。（t）））

　　　　　　　　　〈∀9（Pa（B，9）⊃ヨ£（Pa（A，会）〈会1（0）一今1（0）〈ヨu∀t＞u（2。（t）一f。（t）））．

　　　　If　A　is　equivalent　to　B　on　the　input　variables　〈x，　y＞　and　the　output　variables　〈x，　y＞．in

particular，　we　say　that　A　is　equivalent　to　an　act　B　for　simplicity．　［1

　　　　g　5．　Applications

　　　　In　this　section，　we　introduce　applications　of　10comorphism，　contralocomorphism　and

equivalence　to　veri　fication　of　propenies　of　acts．・Throughout　this　section，　for　simplicity，　We

suppose　that　the　preconditions　of　10comorphisins　and　contralocomorphisms　are．true．　If　an　act

A　is　equivalent　to　an　act　B　on　the　input　variables　〈xl，　yi＞　and　the　output　variables　〈xo，　yo＞，

then　it　holds　that

∀G（Pa（A，a）⊃P（塗、（・））⊃ヨu∀bu（q（詮。（t））））≡∀0（Pa（B，9）⊃P＆、（・））⊃ヨu∀t＞u（q6。（t））））

for　any　formulas　p　and　q．

　　　　Similarly，　if　A　is　10comorphic　to　B，　then　actions　pf　B　simulate　those　of　A　with　appropri－

ate　variables　of　B．　We　recall　that　if　a　function　tp　is　a　10comorphism　from　A　to　B，　then　it　holds

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vx“（pa（A，　“x））pa（B，　tp（2）））．

　　　　Conversely，　if　A　is　10comorphic　to　B　w．　r．　t．　〈yf，　x＞　and　S　is　a　specification　of　B，　then　A

also　satisfies　the　specification　obtained　from　S　after　transforming　by　tp，　v　and　z．　S　pecifically，

it　holds　that

　　　　　　　　　　　　　　vyA（pa（B，“y））s［9］））Vx“（pa（A，　x（1＞）¢［s，　tp，　yi，　n］R］），

where　¢　is　a　transformation　of　the　specification　S　by　tp，　w　and　n．
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　　　　If　S　is　the　input－output　relationship　or　the　temination　in　particular，　we　can　define　¢　con－

cretely．　First，　we　discuss　the　preservation　of　the　specifications　and　the　input－output　relation－

ship　s．

　　　　5．　1．　Theo　rem．　lf　an　act　A　is　locomorphic　to　an　act　B　w．　r．　t．　〈yt，　z＞，　then　it　holds

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀全（Pa（B，9）⊃P（f（0））⊃ヨtVu＞t（qθ（u））））⊃

　　　　　　　　　　　　　　　　　∀気Pa（A，会）⊃P（Ψ（R（0）））⊃ヨt∀u＞t（q（Ψ（〈（u）））））

for　any　pair　of　formulas　p　and　q．　O
　　　　It　mu　st　be　noted　that　we　do　not　use　the　functiOn　z　in　theorem　5．　1　because　we　are　only　in－

terested　in　the　values　of　the　input　variables　at　time　O　and　those　of　the　output　variables　at　time　oo

when　we　consider　the　input－output　relationship．　By　this　theorem　we　c　an　show　that　if　A　is　lo－

comorphic　to　B　w．　r．　t．　〈yf，　rc＞　and　B　satisfies　the　input　condition　p　and　the　output　condition

q，　then　A　also　satisfies　thgm　after　mapping　the　input　and　the　output　values　of　the　variables　by

the　function　v．　However，　from　this　fact　only，　we　do　not　obtain　the　same　input－outpu！　relation－

ship　satisfied　by　both　A　and　B．　Thus，　we　introduce　the　condition　that　we　can　derive　that　two

acts　satisfy　the　s　ame　input－output　relationship．

　　　　　5．　2．　Theorem．　if　an　act　A　is　10comorphic　to　an　act　B　w．　r．　t．　〈yt，　z＞　and　it　holds

that

　　　　　　∀G（Pa（A，9）⊃ρ・1（ΨG（0）））＝ρ、（R（0））〈ヨt∀u＞t（ρt。（Ψ（R（u）））一ρ。（2（u）））），（1）

then　it　holds　that

　　　　　　　　　　　　　　　　∀9（Pa（B，9）⊃P（ρ・、（9（0）））⊃ヨtVu＞t（q（ρ・。＆（u）））））⊃

　　　　　　　　　　　　　　　　　∀全IPa（A，2）⊃P（P、（£（0）））⊃ヨt∀u＞t（q（ρ。（会（u）））））

for　any　pair　of　formulas　p　and　q．　O
　　　　　The　formula　（1）　is　a　condition　to　derive　the　fact　that　two　acts　satisfy　the　same　input－output
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relationship．　if　A　is　10comorphic　to　B　w．　r．　t．　〈Av，　x＞，　if　B　is　locomorphic　to　A　w．　r．　t．　〈yr，

z’〉，　if　x；f　satisfies　the　condition　（1）　and　if　Mr　satisfies　one　similar　to　（1），　then　A　is　equivalent　to

B．　Precisely，　theorem　5．　3　shows　this　fact．

　　　　5．　3．　Theorem．　lf　an　act　A　is　10comorphic　to　an　act　B　w．　r．　t．　〈Nf，　z＞，　if　B　is　10co－

morphic　to　A　w．　r．　t．　〈v’，　n’〉，　if　it　holds　that

　　　　　　　　∀A（Pa（A，2）⊃ρ・、（Ψ（2（0）））一ρ、（£（0））〈ヨt∀u＞t（ρ・。（Ψ（2（u）））一ρ。（2（u））））

’and　if

　　　　　　　∀9（Pa（B，9）⊃ρ、（V（9（0）））＝ρ・1（9（0））〈ヨt∀u＞t（ρ。（Ψ1（9（u）））一ρ・。ey（u）））），

then　A　is　equivalent　to　B　on　the　input　variables　〈x　i，　y　i＞　and　the　output　variables　〈x　o，　y　o＞．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　Next，　we　discuss　the　termination　of　acts．　Again，　we　do　not　use　z　in　the　discussion　on

the　temination　because　we　are　interested　in　the　values　of　the　variables　at　time　oo．

　　　　5．　4．　Theorem．　if　an　act　A　is　10comorphic　to　to　an　act　B　w．　r．　t．　〈yJ，　n＞，　then　it

holds　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀ρ（Pa（B，全）⊃ヨt∀u＞t（f（u）一今（t）））⊃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀£（Pa（A，k）⊃ヨt∀u＞t（Ψ（2（u））一ΨG（t））））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　Specifically，　if　A　is　locomorphic　to　B　w．　r．　t．　〈yf，　sc＞　and　B　terminates，　then　for　any

locus　x　of　A，　the　value　of　w（x（t））　does　not　change　after　a　certain　time．

　　　　　5．　5．　Definition．　Foran　actA，　apredicate　termA（2，t）satisfying　the　following　for－

mula　is　called　a　termi’nation　predi’cate　of　A：

　　　　　　　　　　　　　　　　　Vx“（pa（A，4k））Vt（termA（Sx｝，t）　）Vu＞tCx（u）＝2（t））））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　Atem血ation　predicate　is　a　sufficient　condition　of　the　termination　of　the　corresponding
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act．　Using　this　predicate　as‘intelpolation’，we　can　derive　the　te面nation　of　an　act　by　the　fb1－

lowing　theorem．

　　　　5．　6．　Theorem．d　Letx＝“〈z，　x’〉　such　thatAx（t）E　D　andAz（t）EDo　for　all　t．　Let　p：

D→D。be　a　pr・j　ecti・n．　Let　termACx，t）be　ate曲ati・npredicate・fA．　Ifan　actAis　l・c・m・r－

phic　to　an　act　B　w．　r．　t．　〈v，　z＞，　if　it　holds　that　V“x　（pa（A，　“x））Vt（Vu＞t（2（u）　＝G（t）））termA（“x，

t）））　and　if　it　holds　that　V　X　i　E　DV　x　2　G　D（yf（x　i）＝Nf（x2））p（x　i）＝p（x2）），　then　it　holds　that

　　　　　　　∀S（Pa（諭⊃ヨt∀u＞ttyA（u）一9（t）））⊃∀2（Pa（A，9）⊃ヨt∀u＞tG（u）一k（t）））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z

　　　　Theorem　5．　6　says　that　if

　　　　・A　is　locomorphic　to　B　w．　r．　t．　〈yr，　n＞，

　　　　・　B　terminates，

　　　　・　Mf　i　s　identity　with　respect　to　the　values　of　z　and

　　　　・　the　fact　that　values　of　z　do　not　change　after　a　certain　time　implies　A　terminates，

then　A　terminates．　where　z　denotes　the　control　variables　of　A．
　　　　　　　　　　　　　’

　　　　In　a　similar　manner　to　theorems　5．　1　through　5．　6，　we　can　derive　theorems　5．　7　thorough

5．　10　on　the　contraloc　omorphism．

　　　　5．　7．　Theorem．　lf　an　act　A　is　contralocomorphic　to　an　act　B　w．　r．　t．　〈yf，　n＞，　then　it

holds　that

　　　　　　　　　　　　　　　　∀0（Pa（B，9）⊃P（Ψ0（0）））⊃ヨtVu＞t（q（iv（yA（u）））））⊃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀£（Pa（A，〉）⊃Pρ（0））⊃ヨtVu＞t（q（2（u））））

for　any　p　air　of　formulas　p，　q．　0
　　　　　5．　8．　Theorem．　lf　an　act　A　is　contralocomorphic　to　an　act　B　w．　r．　t．〈yf，　z＞　and　it

holds　that

　　　　　　　　∀㌻（Pa（B，0）⊃ρ1（Ψ（夕（0）））＝ρ’1（9（0））〈ヨt∀u＞t（ρ。（Ψθ（u））〉一P曹。（金（u）））），
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then　it　holds　that

　　　　　　　　　　　　　　∀9（Pa（B訪⊃P（ρ・1（9（0）））⊃ヨt∀u＞t（q（P・。（yA（u）））））⊃

　　　　　　　　　　　　　　　　∀2（Pa（A，『会）⊃P（ρ1（ft（0）））⊃ヨt∀u＞t（q（ρ。（2（u）））））

for　any　pair　of　formul　as　p　and　q．　Z
　　　　5．　9．　．Theorem．　lf　an　act　A　is　contralocomorphic　to　an　act　B　w．　r．　t．　〈yf，　sc＞，　B　is

contralocomorphic　to　A　w．　r．　t．　〈yr，　sc’〉，　it　holds　that

　　　　　　　∀全（Pa（B，5y⊃ρ1（Ψ0（0）））一P・1（9（0））〈ヨt∀u＞t（ρ。（Ψ（f（u）））一ρ・。θ（u））））

and　that

　　　　　　　∀2（Pa（A，2）⊃ρ・1（Vぐ金（0）））一ρ、（9（0））〈ヨt∀u＞t（ρt。（Ψ・（会u）））＝ρ。（2（u））））

then　A　is　equivalent　to　B　on　the　input　variables　〈xl，　yl＞　and　the　output　variables　〈xo，　y6＞．

0
　　　　5．　10．　Theorem．　lf　ah　act　A　is　contralocomorphic　to　an　act　B　w．　r．　t．　〈v，　sc＞，　then　it

holds　that

　　　　　　　∀全（Pa（B，9）⊃ヨtVu＞t（yA（u）一Ay（t）））⊃∀気Pa（A，1）⊃ヨt∀u＞t（2（u）一ft（t）））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　Theorem　5．　10　says　that　if　A　is　contralocomorphic　to　B　and　B　terminates，　then　A　temi－

nates　without　any　additional　condition．

　　　　Finally，　we　show　a　theorem　to　derive　equivalence　between　acts　from　both　of　the　locomor－

phism　and　the　contralocomorphism．

　　　　5．　11．　Theorem．　lf　an　act　A　is　locomorphic　to　an　act　B　w．　r．　t．　〈yf，　x＞，　B　is　contralo－

comorphic　to　A　w．　r．　t．　〈v’，　z’〉，　it　holds　that

　　　　　　　　∀9（Pa（A，会）⊃pt、（Ψ（2（0）））一ρ1（2（0））〈ヨt∀u＞t（pl。（Ψ（気u）））一ρ。G（u））））

and　that

　　　　　　　∀2（Pa（A，k）⊃ρ・1（Ψ，（ll（0）））一ρ1（12（0））〈ヨt∀u＞t（ρ，。（W，（2（u）））一ρ。（2（u））））
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then　A　is　equivalent　to　B　on　the　input　variables　〈xl，　yi＞　and　the　output　variables　〈xo，　yo＞．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z

　　　　g6．　Examples

　　　　Example　1．　Let　c　i，　c2，　c3　and　n　be　constants　of　natural　numbers　and　c2　be　positive．　We

consider　the　following　3　acts：

A：：　a（t）Ac2　SrAvr＝r－c2Avq＝q＋1．

B：：　a（t）AsSc3　Avu＝u＋IAvs＝s＋2vu＋1．

C：：　a（t）Al〈nAvl＝1＋1．

　　　　The　formula　a（t）　is　a　spur　expressing　a　scheduler　of　each　process．　The　set　｛tIa（t）｝　is

discrete．　Each　of　its　elements　is　denoted　by　tk　（k＞1）．　We　as　sume　that　QSk〈tk．i　for　every　k．

The　act　A　computes　a　quotient　q　and　a　remainder　r　of　c　i　by　c2，　where　c　i　is　an　initial　value　of　r．

The　act　B　computes　the　integral　part　of　the　square　root　of　c3．　Specifically，　ci＝q・c2＋r　and

u＝［Vc3］．　The　act　C　is　a　100p　that　simply　counts　1．　The　functions　Nfi：〈q，　r＞1一一＞1　and　NJ2：1

1一一〉〈s，　u＞　are　given　by　1＝（c　i－r）lc2　and　〈s，　u＞　＝　〈（1＋1）2，　1＞，　respectively，　and　the　function　v　is

by　Nt20xyi．　The　function　1，　is　identity　from　Q＋　to　Q＋．　The　formulas　pi，　p2　are　given　by　pi（r，

q）　E　N（（ci－r）lc2）　and　p2（b　＝’　N（b，　respectively，　where　N（x）　denote　s　that　x　is　a　natural　num－

ber．　For　a’　formula　F，　F［t＋0］means　that∀ε＞0ヨδ（0＜δ＜ε〈F［t＋δ］）and　F［。。］　does　that

ヨt∀u＞t（F［u］）．

　　　　　6．　1．　Assertion．　For　any　10cus　〈r，　q＞　of　A，　if　pi（r（O），　q（O）），　then　it　holdS　that

pi（r（t），　q（t））　for　a11　t．

　　　　　Proof．　We　show　this　by　induction　on　k　such　that　a（k）．　It　holds　that　p　i（r（ti），　q（ti））　since

r（O）　r（ti）　and　q（O）＝q（ti）　from　the　predicate　of　action．

　　　　　Assume　that　p　i（r（tk），　q（tk））．　We　consider　2　cases　where　q2　Sr（tk）　and　c2＞r（tk）．
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　　　　If　c2　Sr（tlc），　then　r（tk－iO）＝＝r（tk）一　c2，　which　implies　（c　l－r（tk＋O））／c2＝　（c　i－r（tk））／c2＋1．　Hence，

N（（ci－r（tk＋O））／c2），　i．e．，　p　i（r（tk．i），　q（tk．i））　holds．

　　　　If　c2＞r（tk），　then　r（tk－K　））＝r（tk），　which　implies　p　i（r（tk．i），　q（tk．i））　．

　　　　Therefore，　it　holds　that　p　i（r（t），　q（t））　for　all　t．　［］

　　　　6．　2．　Assertion．　lf　［ci／c2］＝n　then　A　is　locomorphic　to　C　w．　r．　t．　〈yii，　1，〉　on　p　i．

　　　　Proof．　We　show　that　l　given　by　1（t）＝　（ci－r（t））／c2　is　a　locus　of　C　by　induction　on　k　such

that　a（tk）・

　　　　Assume　that　1（tk）＝（c　i－r（tk））／c2．　First，．we　show　that　c2Sr（tk）　iii　1（tk）〈n．　From　the　as－

sumption，1（tic）｛c　1／c2］is　c　I／c2一［c　1／c2｝r（tk）／c2・It　is　trivial　that　O≦c1／c2一［c　1ノ’c2】＜1・If　c2≦r（tk）

then　1（tk）一［c　i／c2］〈O，　i．e．，　1（tk）〈［c　i／c2］＝n．　Conversely，　if　l（tk）〈n　then　1（tk）一［cilc2］〈O．　B　ec　ause

N（1（tk））　holds　by　assenion　6．　1，　1（k）一［c　i／c2］　is　less　that　or　equal　to　一1．　Hence，　it　holds　that

c1／b2｛c　1／c2］＋1≦r（tk）！b2，　which　implies　1≦r（tk）lc2，　i・e・，　c　2≦r（tk）・Therefbre，　c2≦r（tk）≡

1（tk）〈n．

　　　　If　c2　Sr（tic）　then　r（tk＋O）　i　s　r（tk）一　c2，　which　implies　（c　i－r（tk＋O））／c2＝　（c　i－r（tk））！c2＋1．　On　the

other　hand，　1（tlc）〈n　implies　1（k＋O）＝1（tk）＋1．　Hence，　it　holds　that　1（tk＋O）＝（c　i－r（tk－O））／c2，　i．e．，

1（tk．i）＝（ci－r（tk．i））lc2．　0
　　　　　6．　3．　Assertion．　lf　n＝［Vcb］　then　C　is　locomorphic　to　B　w．　r．　t．　〈yt2，　lt＞　on　p2．

　　　　Proof．　We　show　that　〈s，　u＞　given　by　〈s（t），　u（t）〉＝〈（1（t）＋1）2，　1（t）〉　is　a　10cus　of　B　by　in－

duction　on　t　satisfying　a（t）．

　　　　Assume　that　〈s（tk），　u（tk）〉＝〈（1（tk）＋1）2，　1（tk）〉．　First，　we　show　that　s（tk）Sc3　＝’　1（tk）〈n．

Itis　eviden曲atN（1（tk））h・lds．正s（tk）≦（｝3　then　l（tic）＋1≦Vc3．　It　h・lds・that・1（tk）＋1≦［V％］be－

cause　N（1（tk））　holds．　Hence，　1（tk）〈［Vc3］＝n．　Conversely，　1（tk）〈n　implies　1（tk）Sn－1＝［V％］一1．

Hence，　it　holds　that　1（tk）＋IS［Vq3］SVc3，　i．e．，　s（tk）＝　（i（tk）＋1）2Sc3．　Therefore，　s（tk）Sc3　E

l（tk）〈n．
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　　　　If1（tk）＜［＞c3】then　1（tk＋0）is　1（tk）＋1　and＜s（tk＋O），　u（tkゆ＞are〈s（tk）＋2u（tk）＋3，

u（tk）＋1＞，　which　imply　s（tk＋O）　＝　1（tk）2＋41（tk）＋4　＝　（1（tk）＋2）2　＝　（1（tk＋O）＋1）2．　Hence，　it　holds

that　〈s（tk．i），　u（tk．i）〉　＝〈（1（tk．i）＋1）2，　1（tk．i）〉．　a

　　　　6．　4．　Assertion．　lf　［ci／c2］＝［Ve3］　then　A　is　locomorphic　to　B　w．　r．　t．　〈yf，　1，〉　on　pi．

　　　　Proof．　lt　is　nivial　that　p　i（r，　q）　is　equivalent　to　p2（Mfi（r，　q））．　Hence，　it　holds　that　｛r，　q　l

Pa（A，　〈r，　q＞）Api（r（O），　q（O））｝　is　locomorphic　to　｛li　Pa（C，　b　A　p2（1（O））｝　w．　r．　t．　〈yfi，　1，＞

from　assertion　6．　2．　Therefore，　A　is　locdmorphic　to　B　w．　r．　ti　〈yf，　1，〉　on　pi　by　theorem　3．　6．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　6．　5．　Assertion．　Let［cilc2］＝［V％］．　if　s（O）＝IAu（O）＝O　implies　u（oe）＝［V％］then

r（O）　：ci　implies　（c　i－r（oo））lc2＝　［c　ilc2］．

　　　　Proof．　By　theorem　5．　1．　’D

　　　　Example　2．　Let　ct　be　an　array　of　type　［O，　O］．　The　value　of　each　element　ct（1），　．．．，　ct（n）　i　s

either　O　or　！　and　both　ct（O）　and　ct（n＋1）　are　equal　to　1．　The　acts　Pi　and　P2　are　the　following，

each　of　which　ehecks　whether　V　iE　｛1，　．．．，　n｝．ct（i）＝1　or　not：

　　　　　　　　　　　　　　P1：：（（a1（t）〈ヨzヨwR1［x，　y；z，　w】⊃R1［x，　y；vx，　vy】）

　　　　　　　　　　　　　　〈（a2（t）〈ヨzヨwR2［x，　y；z，　w］⊃R2［x，　y；vx，　vy］））＃

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P2：　：b（t）AT［v，　D；　w，　vD］，

where

　　　　　　　　　　　　　　　　Ri［x，　y；　x’，　y’］：：　ct（x）・ct（y）＝IAx’〈yAx’＝x＋1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　R2［x，　y；　x’，　y’］：：　ct（x）・ct（y）＝1　Ax〈y’Ay’＝y－1

and

　　　　　　　　T［v，D；v’，　D’］：：v＝1〈ヨz（z∈｛0，＿，　n＋1｝一D〈D』D＋｛z｝〈v』α（z））
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respectively．　The　symbo1　＃　is　the　sharping　operator　given　in　［9］．　For　an　act　A，　actions　of　A＃

keep　values　of　the　variables　as　long　as　possible　in　accordance　with　a　certain　optimization　strate－

gy　called　the　principle　of　the　least　action．

　　　The　function　xv：　〈x，　y＞1一〉〈v，　D＞　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v＝ct（x）・ct（y），

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（｛O，　．．．，　x｝U　｛y，　．．．，　n＋1｝，　if　ct（x）tO　or　ct（y）¢O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　D＝イ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し｛0，＿，x－1｝U｛y，＿，　n＋1｝，ifα（x）＝α（y）＝0．

　　　U［x，　y］　is　the　formula

　　　　　　　　　　　　　　N（x）AN（y）AOsxsysn＋IAct（x）E　｛O，　1｝Act（y）E　｛O，　1｝．

　　　Although　Pi　would　be　executed　with　the　initial　value　〈x（O），　y（O）〉’＝〈O，　n＋1＞　in　prac　tic　e，

we　assume　only　U［x（O），　y（O）］　for　the　purpose　of　explanation．

　　　6．　6．　Assertion．　P　i　is　10comorphic　to　P2　w．　r．　t．　〈yf，　rc＞　on　U　for　some　x　and　for　any

combination　of　spurs　ai，　a2　and　b．

　　　　Proof．　The　proof　is　given　in　［10］．　［］

　　　　g7．　Discussion

　　　　We　have　introduced　the　concepts　of　10comorphi　sm，　contralocomorphism　and　equivalence

between　acts　and　have　given　some　applications．　The　10comorphism　and　the　contralocomor－

phism　are　eXtensi・ns・f‘ J・m・m・rPhism’ofp「o騨s　and　of　theガsimula丘。曲scussed　by

Mc　Carthy，　Milner，　etc．，　in　the　late　1960’s　［15］，　［16］．　We　verify　specifications　of　a　parallel　pr｝

gram　by　investigating　images　of　the　10comorphism．
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