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A　NOTE　ON CONSTRUCTION　OF　THE　M工］NIMAL　SUPER賊ARTINGALE　工N　CQNτ工NUOUS

　PARAIM［ETER　OPTIMAL　STOPPTNG　PROBLEMS

M．　YOSHIDA

Abstract

　　　　　A　cons七ruc七ion　scheme　of　七he　minimal　supermar七ingale　lying　above

continuous　parameter　reward　processes　in　optimal　stopping　problems

is　in七roduced．　　工七　is　shown　that　for　some　probユems　the　optimal　stopp－

ing　rule　　can　be　derived　by　making　use　’o：f　七he　cons七ruc七ion　scheme。

1．　IntroductiOn

　　　　　Le七（Ω・f一，P；1（七））be　a　c・mplete　pr・bability　space　wi七h　righ七

c・n七inu・us　increasing　family（1（七），七∈T）・f・⑳σ一fields・f　7

each　con七aining　P－null　se七s，　where　T＝［0，co）．　　On　七he　probabili七y

space　suppose　七ha七we　are　given　an　R＝RU｛一・◎，　・p｝　valued　stochas七ic

pr・cess　X＝（X（七），1（七），七∈T），which　i・adap七ed　t・七he　family（1（t），t∈T）．

Le七　忽＝｛τ｝　be　a　c］．ass　Of　stopping　times　τ＝τ（ω）　rela七ive　to　もhe　sys一

七em　（7（七），七∈T）　such　七hat　p（τ〈co）＝1．

　　　　　The　oP七imal　s七〇pPing　prob］．em　is　described　as　f’OlユOws：

（i）Exhibit七he　cptimal　s七。PPing七imeτ今m，uch七hat
　　　　　　　　　　　　　　　　　　うキ
　　　　　　　　　　　　　E［X（τ　）］　＝　sup｛E［X（τ）］：　τ∈κ｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　（1。1）

（ii）Exhibitもhe　maximal　expected　reward　E［X（τ　”1“ j］．

The・ptima・s七・pPing　ru・e　and　the　maxima・expected　reward　can　be

This：Pesearch　was　pa：rtiaユ1：y　supPo：rted　by　G：rant－Aユd　：for　Resea：r℃h　（NO．6：L740123），

Ministry　of　Educ　at　ion，　Japan．
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characterized　by　means　Of　a　p：Pocess　ca：Lled　the　rnユn：1ma］．　supermart：ingaエe

iying　ab。ve七he　reward　pr・cess（MS），。f　which　defini七i・n　will　be

given　in　sec七ion　2．　　The　fol：Lowing　impor七an七　七heorem　is　in七roduc6d

by　工r：Le　［2］：

Pr・p・siti・n　1．　［2，G・r・11ary　in　Sec七i。n　2］　Supρ・se　that　f・r　a’

rゴgh亡C・n亡inU．・　USρr・CeSS　X　there　exis亡S　the　MS　Y＝（Y（t）・7（の・亡∈T♪エy－

ing　ab・ve－X．層 Ef亡he－st・ρρゴng亡加eτdefined　by　T＝inf∠t　T・X（t♪≧Y（t）．｝

sa　tゴs　fi　es

　　　　　　　　　　　　　　　Elx（suρση刀≧1加sup　E∫x（σn）］　　　　　（1・2）

f・r∂ny　sequence・f　st・Pρing亡imesぐσn♪・n＝エ・2・…・such亡h∂亡

0ぐσ　ぐτ．　AndゴfτE　ft．　Then　i亡hoエds　that
　　　ロ　　ね　　コ

　　　　　　　E（X叫≧Supど珊σ刀・σS一ゴη9一・h…f∫老σガロωdP＝

・ノ≧s叩tE　［X（σ刀・σ蜘ded　5亡・ρ卿9亡加4・　　　　（1・3）

エf　in　additi・n　y　is　reguエar，　then　E［x（V］・suρ　Z（E［X（σ”・σ翻．

In　工rle　［2］　i七　is　also　shown．七hat　for　七he　problems　called　weakly

mono七〇ne　s七〇pping　prob：Lems，　the　op七imal　s七〇pping　rules　a：re　expressed

wi七hou七　using　七he　explici七　：eorm　of　MS．

　　　　　工n　sec七ion　2　we　shall　in七roduce．　a　cons七ruction　scheme　of　MS．

We　shall　also　pOse　七wo　corollaries　with　which　we　can　derユve　op七imal

s七〇pPing　rules　fOr　some　special　op七imal　s七〇pPing　Problems，　and

deal　wi七h七he　rela七i・nships　be七ween　lrle’ 秩@weakly　m・n。七・ne　s七・pPing

problems　and　七he　prob：Lems　for　which　our　corol：Laries　can　be　applied．

In　sec七ion　3　we　shall　consider　七wo　simple　examp：Les．
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2．　Construction　scheme　of

　　　　　Firs七〇f　ali　we　make

　　　　　　　g

［5］，Mer七ens［3］）：

the　Minimal　Supermartingale

七he　f・ll・wing　defini七i・ns（c．f．　Th・mps・n

Definition．　　　　　　　　　　（i）　　A　stochas七ic　process　Y＝（Y（七），1（七），t∈T）　is

ca・・ed　simp・y　as　a　supermar七inga・e　when　i七is　an　Li　一supermar七iga・e

（see　Meyer　［4］），　and　especially　if　Y　is　a　well－ineasurable　process，

七hen　i七　is　cal：Led　as　a　we］一1－measurab：Le　supermar七ingale．

（ii）　　A　well－measurable　supermar七ingale　Y　：i．s　called　：pegu］．a：p，　if　fOr

any　s七〇pping　七ilnes　σ　and　τ　wi七h　P（σ〈τ〈o。）＝1　七he　re］一a七ion　　　　　　　　　　－

Y（u）　）　E［Y（T）11（o）］　a．s．　holds．

（iii）F・r七w・．・七gcha・tic　pr・cesses　S＝（S（t），1（も），t∈T）and

R一（R（七），・（七），七∈T）we　define・S倒R　by　the　requユrement－that

P（（∀七∈T）S（七）｛三｝R（七））＝／・

（iv）　　The　minimal　supermar七ingale　（MS）　Y＝（Y（t），7（t），七∈T）　lying　abOve

X　is　七he　well・一measurable　supermar七inga：！e　such　’しha七　　Y〈Y　　for　any

wel］一一measurable　supermar七ingaユe　Y　wi七h　　Y≧X，　if　especially　Y　is　regu－

lar　七hen　i’し　is　ca］一led　as　the　minima］一　regular　supermar七ingale　（MRS）

lying　above　X．．

Theorem　1・　　　　　　　　　Supρose　亡ねa亡　亡he　ρrocess

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ

ρ「oceSS　Sロch亡ha亡X亡∈L　f・r　anyむ∈T・

乙e亡

　　　　　　　C（t；O）　＝　ess　sup　EIX（t＋s）Il（t）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　siO

　　　　　　　g（t；n）　＝　ess　sup　EtC（t＋s；n－1）ll（t）］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　siO

X　ls　a　weエエーπ7e∂S口raわエe

　　a．nd

n＝1，2，．．．， 亡∈T，

（2　．1　）
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and　set

　　　　　　　ξぐ亡）　＝　エゴm　ξ（’亡；n♪，　　　ξ　＝　（tξ（〆t＝♪，f「（亡），亡∈…T），　　　　　　　　　　　　（2．2）

　　　　　　　　　　　　　　n“oo

　　　　　　　ξ＋（t）＝エ加ξ（亡≠ω，ξ＋＝ぐξ＋（のノω，亡∈・T♪　and　　（2．3）

　　　　　　　　　　　　　　　h十〇

　　　　　　　n（t）　一一　max（q＋（t），X（t）），　n　一一　（n（t），1（t），tCT）・　（2．4）

ωIfξ（の♂f。r∂nyt∈・T，　thennis　theMSエyingaわ・veX．

（ii♪エf　in　additi・ηnis　reg・エar・亡hen　i亡1s亡he　MRSエying　aわ・ve　X・

Reraark．　　　　　　　　　　　　　　　　　If七here　exis七s　a　rand。m　variable　U♂such七ha七

n（七）＞E［U11（七）］，∀七∈T，　七hen　n　is　regu＝Lar．

Proof．
　　　　　　　　　　　　　　　　From　（2．1）　we　have

　　　　　　　ξ（七；n）　＞　E［ξ（七＋s；n－1）11（七）］　a．s．，　　∀s，七∈T・　　　　　　　　　　（2・5）

Sinceξ（七；n）〉ξ（七；n－1）＞X（七）∈Ll　a．s．　f・r　each　tET，　and・ince（2．5）

h・1ds，　by七he　m・n・七・ne　c・nvergence七he・rem（see　f・r　example［1］）we

have七he　f。11。wings：∀七∈T，ヨξ（七），　limξ（t；］・1）＝ξ（七）a．s．　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＋co

　　　　　　　ξ（七）　＞　E［ξ（七＋s）11（七）］　　a．s。　　∀s，七＞0．　　　　　　　　　　　　　　（2？6）

Thus，　if　七he　assump七ion　of　（i）　is　satisfied，　七hen　ξ　becoms　a　super－

mar七ingale．　　Since　戸（七），　七（…T，　is　righ七　con七inuous　i七　follows，　p．95

Meyer［4］，七hat七he　pr・cessξ＋defined　by（2．3）is　a　righ七c・nti－

nu。us，　and。f　c6urse　we・・一measurab・e，　supermartinga・e・uch七ha七

ξ＋〈ξ．N。w，　i七is　a　straユghtf・rward　ma七七er　t・verify七ha七七he　pr・一

cess　n　is　a＝Lso　a　we］．l　measurable　supermar七inga：Le　sa’しisfying

　　　　　　　　　　　　X〈n〈　C，　・　（2．7）
in』B七her’@w。rds　i七i，　a　well－measurable・upermartingale　lying　ab・ve　X．

　　　　　On七he。七her　hand，　i七i・kn・wn（T4・f　Meltens［3］）that七h6re

exis七s　七he　MS　Y＝（Y（七），戸（七），’し∈T）　lying　above．X，　and　it　mus七　hold　七ha七

’一一@4　一



　　　　　　　　　　　　Y　〈　n，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．8）

if　七he　assump七ions　of　this　七heorem　are　sa七isfied・

　　　　　From　Y＞X　and’（2。1）　by　induc七ion　we　have　ξ（七；n）＜・Y（七）　a．s．，　　for

each　’し∈T，　n＝0，1，．．．，　and　hence　we　can　conclude　七ha七　ξ（七）〈Y（七）　a．s。，

for　each　七∈T．　　Thus　from　（2．7）　i七　holds　七ha七

　　　　　　　　　　　　η（t）　〈　Y（七）　　　a．s。，　　for　each　七∈T．　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）

Consequen七ly　from　（2．8）　and　（2．9）　i’し　mus七　hold　七ha七

P（（∀七∈T）n（七）＝Y（七））一1．In　addi七i・n　if　n　is　regular，七hen　it　is・b－

vious　七ha七　n　is　七he　MRS　lying　above　X．　　The　proof　is　comple七e．

　　　　　C・r・llary　l　bel・w　f・1ユ・ws　obviously　f「om七he　Pギ・of・f　The・rem　1・

Corollary　1．　　　　　　　　　Let　ξn＝ぐξぐ亡；n♪，1（亡♪，t∈T、），　n＝O，1，．．．　　Supρose

亡：、h∂t　X　s∂亡is　fies　the　assumρ亡ions　of　：Theorem　1一（i♪　and　that　ξn，　n＝0，．Z，．

．．，　aηd　ξ　are　weエエーme∂SUrabエe　ρrOCeSSeS．　　Then

（i　）　　　　ξ＝n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　うき

（ii♪　If加additiOn亡here　eXiStS　a　nOn一ηega亡i・Ve　integer　nぐ・。　SUCh
亡hat　Bn“’‘’＝@Bm，　m≧n，　wゴth　’@Bk．ど（ω，亡）、x（t♪≧ξ（t；k　）｝，　k＝・，・，＿，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を

亡hen
@ど（ω・亡川ω≧nぐ亡ジ・Bη・

　　　　　In　七he　fol］．owing　Corollary　2　we　see　the　relationships　between

七he　theorem　for　weak］．y　mono七〇ne　s七〇pping　prOblems　（Theorem　in　Section

：3　0f　［2］）　and　Corol］一ary　1．

COrOl：Lary　2．　　　　　　　　　Sし1ρρose　tha亡　X，　ξn，　nニ0，1，．．．，　and　ξ　sa亡is　fies

亡he∂ssu叩tions　of　Ooroユエary　1一ぐゴ♪．　Assume　tha亡

一一@5　一



Th　en　O亡（C亡チ陣O剣R＝B。∴隻：／　幽む8ρゾ・亡∈∵：：19：

Pr。。f．　　　G6nerally　i七h・lds七ha七

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BMCBO，　m＞1．　．　（2．12）’

　　　　　エf（2．1。）is　sa七isfied，七hen。n七he　se七BO七he　f。・・。wi’ngs　h。・d、

ξ（七；1）　＝　ess　suP　E［ξ（七＋h；0）11（七）］　≦　ess　sup　E［X（七＋h）17＝（七）］　＝・ξ（七；0）

　　　　　　　　　　　　h＞O　h＞O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈X（七）．

Thus　we　have　Bl　）　BO，　and　hence　from　（2．12），　Bl　＝　BO　holds．　By　in－

duc七ion　we　see　七ha七　（2．11）　holds．　　The　proof　is　compユ．e七e．　　　　　　幽

3．・　Examples

Example　1・　　　SupP・se　tha七cn　a　comple七e　p「obgbili七y　space

（Ω，7「，P）　we　are　given　七wo　independent　POisson　processes　Z＝（Z（七）），　七∈T，

Z（0）＝0，　and　Y＝（Y（七）），　七（≡T，　Y（0）＝0，　wi七h　ra七e　l　and　λ＞O　respec七ively．

Le七　1（七），　’し＞0，　be　七he　smalles七　σ一’algeb：ra　con七aining　σ（Z（s），Y（s）；s≦七），

ll∵ll）∵∵二；∵●∴）1＝f’le七he　reward　process　X＝（X（t）’

　　　　　we　have　E［x（七＋h）17（七）］一一λh2＋（1一λ一2Y（七））h＋（z（t）一（（Y（七））2），h≧・，

Especially，　if　we　suppose　that　1／3　S　A　〈　1，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　X（七）　　　　　　　　　　　　　if　 Y（七）　＞　1，

　　　　　　g（t；o）　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　X（七）　＋　（1一λ）／4λ　　　　　if　 Y（七）　＝・○．

F・ll・wing　lrle［2］・ifwe　se七C七＝｛ω・X（七）≧ξ（七；0）｝・七hen　G七（C七＋h　f・r

any七，h≧・and　uC七＝Ω，，and　hence　we　see　that　the　pr・cess　X　f・rms　a
　　　　　　　　　　　　　　teT

一　6　一



weakly　mono七〇ne　p：rocess・　　Acco：rding　七〇　Theorem　in　Sec七ion　3　0：f　I：rle

［2］，　七he　s七〇pping七ime　τ＝・inf｛七：X（七）〉ξ（七；0）｝＝inf｛七：Y（七）＞1｝　has　七he

。P七imali七y　pr・pe　r’ ｵy　as　is　described　in　Pf・p・si七i・n　1．　Indeed　since

七he　s七〇pping一七ilne　τ　is　七〇七ally　inaccesible　wi七h　respec七　七〇　七he　family

（1（七））・七∈T・［4・P・139］・it　mus七h。ld七hat　lim　X（σn・ω）一X（supσn・ω）f・r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n→・◎O

a・a・ω∈A・where（σn）・n＝1・2・…・is　any　sequence・f　s七・PPing七imes

such　tha七〇≦σn≦τandσn（ω）＝τ（ω）h・lds’f・r　a・a・ω∈A　and　large

en・ugh　n　wi七h　A＝｛ω：supσn一τ｝・・n七he・七her　hand　f・r　a・a・ωεAc，・ince

X（σn・ω）increasis　as　n　increases・i七h・lds七hat

sup　X（σn・ω）一X（・upσn・ω），　a…ω∈Ac・C・n・equen七・y　we　have

E［X（supσn）］＝E［lim　sup　X（σn）］≧1im　sup　E［X（σn）］・Thus　the　st・PP－

ing七imeτsa七isfies（1．2），　and　i七is・bvi・u・七ha七τ∈鷹hence七he

rela七iOn　（／．3）　ho］一ds．

　　　　　Now，　le七us　apply．Theorem　1　七〇　七his　　example　and　derユve　もhe　MS．

Le七K1　＝（1一λ）2／4λand七he　nullber』hn≧・be七he　unique…u七i・n・

・fwhich　exis七ence　is・bvi・u・，・f七he－f・…wing　equati・n・tr（Kn，hn）一・，

n；1・2・…・where　Kn＋1　＝R（Kn・hn）・n＝1・2・…・wi七h

R（k，h）＝Ke願λh＋h（1　一一・X（h＋1））and　U（k，h）一監R（K，h）一一Kλe一λh＋1　一一・X（1＋2h）．

By　induc七i。n　i七is　ea，y七。　see七ha七E［ξ（七＋h；n－1）IX（七）〉・，　Y（t）一。］

一X（七）＋R（Kn・h）・ξ（七；n）一
ol18↓Kn謙1三1：n－／，2，…，and　Kn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　うき
increases　as　n　increases　and　lim　Kn一（1一λ）／λ一K・C・n・equently・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n→’◎o

fr－The・rem－1－we－have七hat　the　MS　n一ξandξ（t）＝
o1［8＋K・4；lll；三1：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　うを
No七e　七ha七　七he　assump’しion　o：f　Corol二Lary　1一（：ii）　is　sa七：1sfied　wi七h　n　＝O．

Example　2・　　　　　　　　　SupPose　that　on　a　comple七e　prObability　space

一一@7　一一



（Ω，1，P）　we　are　given　七wo　independen七　Poisson　processes　Z＝（Z（七）），七∈T，

Z（0）＝0，　and　Y＝（Y（七）），七∈T，　Y（0）＝O，　wi七h　common　ra七e　1，　and　an　exponen一

七ially　dis七ribu七ed　random　variable　θ　（with　ra七e　1．t＞0）　which　is　in－

dependen七〇f　Z　and　Y．　We　define　a　p：rocess　工＝（1（七）），t∈T・，．by

・（七）＝
o8if　t二：：Let　・（t）be七he　sma・・es七σ一a・gebra　c・n七aining

σ（Z（s），Y（s），1（s）；s≦七）　and　all　P－null　se七s　of　1，　七∈T．　　工、e七　us　define

七he　reward　pr。cess　X＝（X（七），・（七），七∈T）by　X（七）＝・（七）｛（Z（七））2一（Y（七））2｝．

We　den。七e　N一｛0，1，＿｝and　define　K（z，y）＝z2－y2，　z，y∈N．　Let

R・（・・y）〒
o1（z・y）1忽：：：lll：and　Rn（z・y醐Φn（・・y・；・h）脚

Φn（z・y；h）＝e・pt（U＋2）h｛ P＝。1＝。Rn－1（z＋j・y＋i）羅｝・n＝1・2・…・・，y∈N・・

』Thgn　it　h・・ds　thatξ（七；n）一工（七＞Rn（Z（七），Y（七）），七∈T・

　　　　　Suppose　especially　七hat　μ≧4，　七hen　we　have　七he　fo1］．owings：

（i）・≦Rn（z・y＋1）≦Rn（z・y）≦Rn（・＋1・y）・∀・・y∈N，　n＝・・1・…・

（ii）Rn（・・y）＝K（z・y），∀・・y∈N・z＞y・n＝0・1・…・

（iii）ξ（七）＝
o翻∵1潟Y（1））謙：1；：1：：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n÷oo

（iv）　　n　＝　ξ　＝（ξ（七），1（七），七∈T）　is　七he　MRS　lying　above　X．
　　　　　　　　うる
（v）　　　τ　1＝inf｛七：ξ（七）〈X（七）｝＝inf｛七：Z（t）＞Y（七）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

is　optima工：

　　　　　　　　　　　　うキ
　　　　　　　E［X（τ　）］　＝　sup｛E［X（τ）］：七∈／η｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）「

　　　　　エndeed，　by　inducti・n　it　ils　easy七・see七ha七（i）h・ld・．　In・rder

七〇　see　七ha七　（ii）　holds　for　any　n，　firs七ly　we　no七e　七ha七　（ii）　holds　for

n・＝O．　　Suppose　tha七　（ii）　holds　fo：r　nニm≧O；　七ha七　is

L． W　一一



　　　　　　　　　㌦（z，y）一K（z，y），∀z，y∈N・z＞y・　　　　　　（3．3）

Under　七his　assump七ion　from　七he　rela七ion　（i）　i七　also　holds　七hat

　　　　　　　　　・≦Rm（z’・y）≦K（y＋1，y），∀z，y∈N・：z≦Y・　　　　（3．4）

：For　some　k＝1，2，・・．，　le七　z＞k　and　y＝z－k，　since　（i），　（3．3）　and　（3．4）

hold，　we　have　七he　followings：

　　　　　　　　監Φm（z，z－k；h）一一（1－i＋2）Φm（・，z－k；h）＋Φm（・＋1，・一k；h）＋Φm（z，・一k；h）

≦一（・＋1）Φm（z・z－k；h）＋Φm（z＋1・z－k；h）≦e一（U＋2）h［1＝。1ニ（i＋1一達li6」・k；U・z）］

where　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3。5）

　　　Ψ（i，j，k；μ，z）＝一（ロ＋1）K（乞＋」，z－k＋i）＋K（z＋j＋1，z－k＋i）＋K（z－k＋j＋1，z－k＋」）．

ButW（i，j，k；U，・）≦O　f・rl－t≧4，　k・＝1，2，…，　j≧i＋1・一k．　Hence，七helef七

hand　side　of　（3・5）　is　non－posi七ive　fOr　any　h＞0，　z∈N，　k＝1，2，．．．，　and

we　have　Rm＋1（・・z－k）■Φ　m（z・z－k；0）一K（…一k）・・∈N・k－1・2・…・Thus，

by　induc七ion　we　see　七ha七　（ii）　holds．

　　　　　（iii）　is　a　direc七　consequence　of　（i）　and　（ii）．　　Now，　we　see　七he

validities　of　（iv）　and　（v）．　　Since　ξ＞O　and　（3．3）　and　（3。4）　hold　and

ξ　is　a　righ七　con七inuous　process　（see　（iii）），　froln　Corollary　1一（i）　i七

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　うを
fo：Llows　tha七　ξ　is　七he　MRS　二Lying　above　X・　　If　we　define　τ　　by　（3．1），

then　af七er　similar　discussion　as　was　done　for　七he　s七〇pping　七ime

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　今←
τ　in　Examp：1．e　1　（see　a：Lso　Example　（1）　of　Irle　［2］）　we　see　七ha七　τ

sa七isfies　（1．2）．　　And　hence，　froln　Proposi七ion　1，　we　see　’しha七　（3．2）

holds．

　　　　　We　no七e　七ha七　in　this　example　the　assumption　of　Corol：Lary　1一（ii）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　うを
is　sa七isfied　wi七h　n　＝O　if　1」＞4，　bu七　the　reward　process　X　does　no’し　form

a　weakユy　monotOne　process　（see　Corollary　2），　and　hence　Theorem　in

Sec七ion　3　0f　Irle　［2］　can　no七　be　applied　七〇　this　example．
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