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This　paper　proposes　a　new　method　of　hierarchicai　ciuster　i　ng　as

follows．　Assume　a　set　of　objects　（v（1），．．，v（n）），　a　proximity

measure　S｛i，j）　between　v（i）　and　v（j），　and　a　fuzzy　set

c（1）／v（1）　＋．．．＋　c（n）／v（n）．　The　transitive　closure　of　a　relation

S’（i，j）　＝　min［S（t，j），c（i），c（j）］　is　considered．　This　method

differs　from　the　nearest　neighbor　method　on　the　point　that　the

membership　c（i）　which　is　cailed　here　a　fuzzy　constraint　is　taken

into　account．　A　well－known　technique　of　the　Wishart’s　Kth

nearest　neighbor　method　l　s　proved　to　be　a　special　case　of　the

method　herein．　Hence　i　t　i　s　evident　that　the　property　of　the

label　freedom　holds　for　the　Wishart“s　method　and　an　algor　i　thm　for

the　minimal　spanning　trees　can　be　applied　to　the　wishart’s

method．　Morbover，　the　method　herein　suggests　many　versions　other

than　the　，Wishart’s　method　for　i　mproving　the　nearest　neighbor

cluster　Mg．
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1．　Introduct　ion

　　　　　There　．　are　three　types　of　major　contributions　of　fuzzy　set

theory　to　methods　of　ciUster　analys　is．　Fir’st，　Tamura　and　others

［1］　and　Zadeh　［2］　showed　that　max－min　trans　i　t　i　ve　closure　of　a

reflexive　and　symmetric　fuzzy　relation　（sometimes　called　a

proxlmity　reiation）’is　a　fuzzy　equivalence　relation，　which　in

turn　was　shown　to　be　equivalent　to　a　minimal　spanning　tree　（MST）

by　J．　C．　Dunn　［3］t’@As　MST　is　equivalent　to　a　well・一known　method

bf　the　nearest　neighbor　cluster　ing　（Anderberg，　［4］），　the

tran』itive　c1。sure。f　a　pr。xi血ty　relati。n　is　equivalent　t・the

nearest　neighbor　method．　（See　also　Ohsuml　［5］．）　Secondly，　the　k－

means　method　of　nonhierarchlcal　clustering　was　generalized　to

fuzzy　c－means　method　by　Bezdek　［6］　and　active　researches’ @are
going．on　in　this　directiOn　（See，　e．g．，　Hirota　and　others　［7］．

Third，　measures　of　relatedness　which　are　called　similarities　or

dissimilarlties　for　hierarchical　ciustering　’翌?窒?@generalized

us　i　ng　a　．fuzzy　set　model，　whi　ch　l　ed　to　a　new　algor　l　thm　of

hierarchical　clusterin9　（Miyamoto　and　Na】くayama，　［8］）・

　　　　　Various　interesting　researches　will　be　done　in　future　for

a11　of　the　above　three　kinds　of　cons　i　derations，　and　i　n　this　paPer
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

we　show　an　application　of　the　idea　of　the　f　irst’type．　Namely，　we

appiy　’the　idea　of　the　transittve　closure　to　a　fuzzy　reiation　with

a　fuzzy　constraint　on　every　vertex．　A　method　of　cluster　arialys　is

that　is　equivalent　to　the　transitive　closure　of　the　fuzzily

constrained　relatlon　is　considered　us　ing　a　fuzzy　graph．　This

method　is　proved　to　include　a　well一一known　method　of　the　Wishart’s

Kth　nearest　neighbor　clustering　（Wishart，　［9］，　［10］）．　As　a

’result，　the　Wishart’s　method　is　proved　to　be　a　version　of　the
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neareSt　neighbor　method　with　a　modified　similarity　measure．　．　The

last　statement　does　not　reduce　the　va1ue　of　the　Wishart’s　method．

On　the　contrary，　i　t　shows　that　the　Kth　nearest　neighbor　method

enjoys　theoretical　properties　of　the　nearest　neighbor　method　such

as　the　label　freedom　and　applicabiiity　of　efficient　algorithms

for　the　MST．

2．　PrelimMary　results

　　　　　Let　V＝（vl，v2，“．，vn）　be　a　finite　set　of　objects　for

clustering．　A　fuzzy　relation　R　on　V　×　V　is　assumed　to　be　given．

The　relation　R　is　reflexive　and　symmetric：　R（v，v）＝1　and

R（v，w）＝R（w，v）　for　all　v，wGV．　Since　the　set’U　is　finite，　the

relation　R　is　idetified　with　a　matr－ix　（rij），　rij＝R（vi，Vj），

1〈一．i’，j〈一n．　ln　this　paper　we　do　not　distinguish　a　fuzzy　re1ation

and　i　ts　matrix　representation　for　simplicity．　Note　that　this

abuse　of　terminology　does　not　i　nduce　any　confus　i　on．　Ah　alpha－cut

（alpha　level　set）　of　a　fuzzy　set　A　is　denoted　by　C（ek）A　in　thiS

paper．　Simllarly，　an’ ≠奄垂?＝|cut　of　R　is　represented　as　C（ok）R．

　　　　　A　basic　fuzzy・graph　BFG　is　the　pair　（V，R）．　I　t　is　a

collection　pf　crisp　graphs　（V，C（d）R）　for　O〈一ct〈一1．’@Namely，　a　pair

of　vertices　v，wEV　has　the　edge　when　d〈一R（v，w）．　Since　R　is

symmetric，　BFG　i　s　an　undirected　fuzzy　graph．　We　call　BFG　as　a

’e b≠刀@ic”　fuzzy　graph　to　disttnguish　i　t　from　another　vers　ion　of　a

fuzzy　graph　which　will　be　introduced　1ater．　we　assume　that

readers　are　familiar　with　basic　deflnitions　of　crisp　graph　theory

such　as　paths，　connected　components一，　the　minimal　spanning　trees

（See，　e．g．，　Aho　and　others，　［11］）．　Note　that　we　cons　i　der　a
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maximal　spanning　tree　instead　of　the　minima1　spanning　tree．

　　　　　Given．　two　nxn　matrices　S＝（si．j）　and　・T＝（tij）　such　that

s，．，t，．E［O，1］，　．1〈．一i’，j〈一一n，　we　assume　that　arithmetic　operations　on

　　　　　IJ　IJ

the　scalars　are　qefined　by　maximum　for　addition　and　minimum　for

multiplication，　as　ls　usual　in　fuzzy　set　theory．　Accordingly，　we

have
　　　　　　　　　　s＋T＝（　sij　＋　tij　’）　＝（　max（　sij，　tij　））

　　　　　　　　　　ST　＝　（　iil　Siktkj　）　＝　（　mftx　min　（　sik，　tkj　）　）

Moreover，　the　lattice　product　（Kandel，　［12］）　of　two　matrices　are

def　ined　by

　　　　　　　　　　SxT　＝　（　min（sij，tij）’）　・

　　　　　The　following　lemma　is　well－known，　therefore　we　omit　the

proof．

Lemma　1　Assume　that　the　relation　R　is　reflexive　and　symmetric．

The　sequence　R　“R2＋．．．’ g　Rk　is　convergent　as　k　goes　to’

infinity．　Define　RN＝　R＋　R2　＋．．．．．　Then

　　　　　RX　＝　R＋　．．．　＋　Rn－i

Moreover，　RN　is　reflekive，　sypamertc，　and　trans　i　tive：

　　　　　RX（v，w）　．＞pt　miri［　RN（v，u），　RN（uew）　］　for　any　ueV．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

R－e－m－a－r．”kd　A　reflexive，．　symmetric，　and　transitive　fuzzy　relation　is

sometimes　called　a　fuzzy　equivalence　relation．　［］

　　　　　A　partitton　of　V　is　a　finite　famiiy　of　subsets

｛Vl，V2，e一・・，Vm｝　SUCh　that　Y．　Vi＝V，　ViAVjFg　（iSj）．．　A　pair　of

partitaons　｛Vl，．．．，Vp｝　and　｛Wl，．．．，Wq｝　of　the　same　set　V　is

cailed　equivalent　if　p＝q　and　there　is　a　permtitation　sigma　on
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｛1，2，・．．，p｝’ 唐浮モ?@that　Vi＝Wsigma（i），　i＝1，．．．，p．　that　is，　the

partitions　are　identical　except　the　order　of　members．

　　　　　second　l　emma　oh　equ　i　valence　of　four　methods　i　s　also　known

and　the　proof　i　s　omitted．

Lemma　2　The　four　methods　of　the　nearest　neighbor　cluster　ing，

the　transitive　closure　of　a　proximity　re1ation，　connected

components　of　BFG，　and　the　maximal　spanning　tree　i　s　equivalent　i　n

the　foliowing　sense．　Given　any　parameter　a（．6［O，1］，　the　following

four　partitions　generated　by　the　four　methods　are　all　equiva1ent．

（i）　The　clusters　generated　at　the　level　of　s　imilarity　ct　us　ing

the　nearest　neighbor　method　based　on　the　measure　R（v，w）　of

similarity．

（ii）　Equiva1ence　classes　｛Vl，．．．，Vp｝　generated　from　C（ct）RX：　a

pair　vi，vjeV　belongs　to　the　same　class，　say　Vq　（vi，vjEVq）　if　and

only　if　C（ek）RK（vi，vj）＝1．　（ln　other　words，　RX（vi，vj）一＞oC）．

（iii）　Connected　components　as　a　subset　of　vertices　of　（V，C（et）R）

der　i　ved　from　BFG＝（V，R）．

（iv）　Cons　i　der　a　network　that　i　s　a　complete　graph　whose　set　of

vertices　’is　V　and　the　weight　R（v，w）　is　given　on　the　edge　（v，w），

v，wEV．　Apply　an　aigorithm　of　the　maximal　spanning　tree　to　the

network．　From　the　resUlting　tree　T，　delete　those　edges　（v，w）

such　that　R（v，w）〈O（．　Then　we　have　a　forest｛Tl，．．．，Ts｝・　Let　Vj

be　the’ 唐浮b唐?煤@of　vertices　of　Tj，　j＝1，．．，s．　Then　Vl，．・・，Vs　fOrMS

a　partition　of　V．　This　partition　is　equivalent　to　the　partitions

Jobtained　in　（i），　（ii），　and　（iii）．　［］

R一一e－m－a－r－k一　Although　the　author　believes　the　above　result　of　the

equivalence　among　the　four　kinds　of　partitions　i　s　already　known

as　a　fact，　he　does　not　know　any　publ　i　cation　on　which　the　result
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is　proved　i　n　a　perfect　manner．　Since　the　purpose　of　the　present

is　not　to　exhibit　the　above　resuit，　we　omit’the　proof．　1　eaders

who　are　interested　l　n　the　lemma　2　may　try　i　ts　proof．　A

guidel　ine　to　i　ts　proof　i　s　to　show　equivalence　between　the　nearSt

neighbor　method　and　the　Kruskal’s　algor　i　thm　for　the　MST　given　i　n

［11］，　then　to，　see　the　Kruskal’s　algor　i　thm　generates　the　connected

components　of　BFS．　Any　algor　i　thm　of　the　MST　generates　the　same

partition　according　to　the　way　in　（iv）　should　also　be　shown．

Finally，　i　t　is　eas　i　ly　seen　that　the　connected　components　are

equivalent　to　RN．　The　author　is　preparing　a　complete　proof　i　n　an

tutorial　wor’】く．　【］

3．　A　fuzzy　graph　and　clUster　analys　i　s　with　a　fuzzy　constraint

　　　　　Another　vers　i　on　of　a　fuzzy　graph　FG’is　def　i　ned　to　be　a

triplet　FG＝（V，R，A），　where　V　and　R　are　the　same　as　those　i　n　BFG　i　n

section　2．　The　third　element’A　is　a　fuzzy　set　of　V．　Thus，　the

set　of　vertices　is　not　V　but　the　fuzzy　set　Ai　Although　BFG　is　a

collectidn　of　（V，C（at）R）　for　OSetSl，　another　pair　（C（oC）A，C（d）R）

may　’ 獅盾煤@def　ine　a・proper　graph．　Ther．eore　we　i　ntroduce　a

restriction　of　R　on　A．　First，　A　restriction　RIK　of　R　onto　a

crisp　set　K　of　V　is　defined　as　RIK（v，w）　＝　R（v，w）　for　v，weK．　Then

the　restriction　RtA　of　R　onto　a　fuzzy　set　A　ls　def　ined　to　be　a

coil’ection　of　Rlc（ct）A　for　OSotSl．　ln　other　words，　for　d．G［O，1］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Now，　for　any　ct6［e，1］，　we　def　i　ne　alpha一一cut　　　　　　　＝（C（Ot．）R）：C（（叉）Rl
　　　　　　　　　　　　　　　　C（aC．）A’　　　　　　A

of　FG　by　C（ct）FG＝（C（ak）A，C（ct）R：A）．　Namely，　FG　is　a　collection　of

cris’吹@graphs　｛．（C（eC）A，C（ct）RIA）｝，　OSdSl．．　Accordingly，　connected

components　are　defined　on　C（ek）FG＝（C（eC）A，C（eC）RIA）・
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　　　　　Our　putipose　here　i　s　to　cons　i　der　relation　of　FG　to　a

transitive　closure　and　a　clustering　algorithm．　AssUme　that

　　　　　　　　　　A　＝　al／vl　＋　a2／v2　…　＋　an／vn・

Now，　we　have　the　following　propos　i　tion．

P－r－o－p．　1　Let

　　　　　　　　　　L＝［Rx（a　aT）］K　．

Assume　that　for　an　arbitrary　f　ixed　oCE［O，1］，　equivalence　classes

Vl，・．．，Vp　generated　from　C（ct）L　means　that　a　pair　v，weV　belongs　to

the　same　class，　say　Vk，　（v，wEVk）　if　and　only　if　C（ct）L（v，w）＝1．

Then，　for　any　eLE［O，1］，　the　partition　｛Vl，．．．，Vp｝　is　equivalent　to

the　connected　components　of　C（oC）FG＝（C（ak）A，C（aL）RIA）

（Proof）　Cons　ider　FG．　I　t　is　clear　that　for　arb1trar　i　ly　f　i　xed

o（e［O，1］，　two　vertices　vi　and　vj　are　connected　i　f　and　only　if

there　exists　a　sequence　of　vertices　vi，vk，．．．，vq，vj　such　that

min［ai，ak，…，ap，aj］2ct　and　min［R（vi，vk），．．．，R（vq，vj）］2ak．　lf　we

define・　R’（vi，vj）＝min［ai，aj，R（vi，vj）］　then　the　last　property C　is

equivalent　to

　　　　　　　　　　min［R’（vガvk）・…・R’（vq・vj）］≧帆・　　　（1）

Note　that　the　（i，j），　element　of　Rx（aaT）　is　equal　to・　R’（vi，vj）．

The　iast　relation　is’equivalent　to

　　　　　　　　　　L（VがVj）＝（R’）K（VがVj）≧・c・

since　there　exists　a　sequence　vi，　vk，．．．，　vq，　vj　that　satisfies

・the　relation　（1），　which　means　the　equivalence　between　｛Vl，．・・，Vp｝

and　connected　components　of　C（（＊）FG．　［］

　　　　　The　above　propos　i　tion　shows　a　new　method　of　hierarchical

clustering．　A　set　of　objects　for　clustering　is　regarded　as　the

set　of　vertices．　A　measure　of　relatedness　between　a　pair　of

objects　is　defined．in　some　way　and　the　measure　is　regarded　as　the
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fuzzy　relation．　（Sometimes，　a　transformation　from　the　original

measure　to．a　fuzzy　relation　ls　needed，　which　is　dealt　with　in

many　l　iterature　in　cluster　analysis．　See，　e．g．，　Anderberg，　［4］．）

In　addition　to　the　fuzzy　relation，　a　constraint　ai　is　defined’ 盾

each　object　vi．　ln　hierarchical　clustering，　clusters　are　merged

dynamically　according　to　a　threshold　parameter　applied　to　merge

levels　of　the　measure　df　relatedness．　Here　the　threshold　is　the

alpha－cut　that　starts・　from　unity　and　gradually　decreases　i　ts

value．　’
dach　object　as　a　vertex　viEV　is　not　qualified　as　a

candidate　for　clustering　until　when　the　parameter　alpha　becomes

smaller　than　or　e．qual　to　ai．　Theretore　we　name　this　method　as　a．

hierarchical　clustering　with　a　fuzzy　constraint．　This　method　is

similar　to　the．　nearest　neighbor　method　in　the　sense　that　the

clusters　are　def　i　ned　as　connected　componen’ 狽刀@of　fuzzy　graphs；　i’t

differs　from　the　．nearest　neighbor　method　in　the　sense　that　a

constraint　i　s　cons　t　dered　on　each　object．

4．　Wisbart’s　Kth　nearest　neighbor　method

　　　　　A　weli－known　　，　technique　of　hierarchical　agglomerative

clustering，　that　is，　the　Wishart’s　Kth　nearest　neighbor　’method

（KNN｝　i　s　shown　to　be　an　instance　of　the　above　method．　For

sh№翌奄獅〟@this，　we　review　an　algorithm　’for　the　KNN　clustering．

　　　　　In　general，　．a　method　of　hierarchical　agglomerative

clustering　consists　of　two　stages：

1）　computation　of　values　of　a　measure　Qf　relatedness　between　all

pairs　of　elements　in　the　set　of　objects，

II）　successive　merges　of　patrs　of　ciusters’ b≠唐?п@on　the　measure．
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In　stage　D，’@one　of　two　kinds　of　the　measures　that　have　different

names　is　used．　One　is　called　a　s　imilarity　measure　and　the　other

is　called　a　dissimilarity　measure．　When　a　pair　of　objects

becomes　more　simiiar，　then　the　value　of　a　similarity　measure

becomes　iarger，　whiie　a　dissimilarity　measure　becomes　smaller．　A

typical　exampie　of　a　s　imilarity　comes　from　counting　common

features　between　a　pair　of　objects，　whereas　a　eypica1

dissimilarity　is　a　distance　6f　a　metric　space．　ln，　general，　a

dissimilarity　is　taken．　for　explaining　the　nearest　neighbor　method

and　the　Wishart’s　KNN　method．　Nevertheless，　we　cons　ider　here　a

similarity　to　adapt　the　discussion　to　the　concept　of　fuzzy

relations　and　fuzzy．graphs．　By　the　same　reason“le　also　assume

that　the　value　of　the　similarity　is　in　the　unit　interval．

Namely，　a　similarity　measure　here　is　denoted　by　S（v，w），　v，w6V

which　satisfies　eSS（v，w）Sl，　for　all　v，wEV．　Accordingly，　some

terminologies　in　clustering　should　be　interpreted　1’n　terms　of

similarity．　The　nearest　neighbor　to　an　object　v　means　the

element　w　that　has　the　maximum　value　of　the　similarity　to　v：

S（v，w）　＝　max　S（v，v’）　Jfor　all　v’EV．　K　nearest　neighbors　to　v　means

K　different　objects　wl，　w2，．．．，　wK　of　V　that　is　determined　as

foliows．　Sort　similarity　values　S（v，w），　for　ali　w6V　in　the

decreas　ing　order　of　S．　Then　wl，．．．，wK　are　on　the　f　irst　K　records

of　the　sorted　sequence．　Clearly，　w　l　is　the　nearest　neighbor．　On

the　other　hand，　wK　is　nanied　as　Kth　nearest　neighbor　to　v．　lt　is

the　nearest　neighbor　to　v　eXCePt　Wl！．・・，WKe　l・

　　　　　We　do　not　discuss　in　detail　how　the　．measure　is　defined，

since　the　definition　of　a　measure　for　clUstering　needs　a

different　kind　of　conslderation．　therefore　we　assume　that　the
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measure　S　is　given　somehow．

　　　　　The・fpllowing　algorithm　caHed　here　as　W　is’　a　modified

vers　ion　of　the　Wishart’s　Kth　nearest　neighbor　algorithm　shown　in

［9］，　［10］．　The　modifications　do　not　affect　the　Wishart’s　method

in　an　ess6ntiai　way．　The　aigorithm　w　simpiy　specifies　some　parts

that　are　not　specified　in　the　original　algorithm．　There　are

three　kinds　of　the　modifications．　First，　merge　levels　that　are

not－specified　in　the　original　aigorithm　is　shown　with　underllnes．

Second，　order　of　merge　steps’ 奄刀@changed．　That　i　s，　i　n　the

original　version　the　step　（cl）　in　the　algorithm　W　is　after　the

step　（c3）．　Moreover　the　step　（d）　in　the　algorithm　W　is　missing

in　the　original　vers　ion．　Readers　who　refer　to　the　original

algorithm　in　［9］，　［10］　will　find　that　ail　these　modifications　are

reasonable．

Algor　i　thm　W　（Wishart’s　Kth　nearest　neighbor　method）

a）　Given　an　Mteger　K　〉　1，　calculate　simiiarity　measures　ci　for

every　viGV　to　i　ts　Kth　nearest　neighbor．

b）　Sort　｛c，｝　i　nto　the　decreas　ing　order．　The　resulting　sequence
　　　　　　　　　　l

is　denoted　by　｛C‘j・t，Cj2r．．・，Cj，n｝，　CjK－t一＞Cjk’　，，k＝2’’’”n’　Cjk

correspondS　tO　Vjk．

c）　Select　thresholds　pmin　from　successive　c，　values．　At　each
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J髭

cycle，　introduce　a　new　”dense　point“@vjk　and　test，　the　following

（cl）一（c3）．　Repeat　（c）　until　all　points　become　dense．　（Remark：

Wishart　called　those　objects　that　are　qualif・ied　as　candidates　for

clusters　as　dense　points．　ln　the　terminology　herein，　the　dense

points　may　be　called　as　objects　that　satisfy　the　constraint．）

cl）　if　there　is　a　pair　of　clysters　Gp　and　Gq　such　that
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　　　　　　　　　　s（G　　　　　　　　　　　　　　　　　）　＝max　S（v，w）　一〉　pmin　（2）　　　　　　　　　　　　　　，G
　　　　　　　　　　　　　p　q　　　v∈Gp　　　　　－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wGG
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　豆

then　merge　Gp　and　Gq　such　as　GpU　Gq

at　the⊥eyel旦玉Gp逗9L

Repeat　the　merges　until　there　is　no　pair　of　clusters　that

satisfies　（2）．

c2）　lf　there　is　no　cluster　G．　such　that　max　S（v．　，w）一＞pmin，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　wξ　G．　　」女

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乳

then　vjk　generates　a　new　cluster　｛vjk｝that　consists　of　vjk

aione．

c3）　l　f　there　are　clusters，　say，　Gl，．．．，　Gs，　such　that

the，re　exists　wi　which　satisfies　S（vjk，wi）2pmin，　i＝1，・．．，S，

then　the　clusters　c6ncerned　are　merged　i　nto　a　new　cluster

　　　　　　　　　　｛vjk｝UGIU…UG．’

a－t一’　t－h－e一　一ievnte－L　pm一一i　n”．

d）　When　all　points　become　dense　and　i　f　there　are　two　or　more

clusters，　then　repeat　the　merge　process　according　to　the　nearest

neighbor　method．

End一一〇f－algorithm　W．

一R－e一一m－a一：一k　In　general，　output　of　a　hierarchical　agglomerative

clustering　is　a　graphical　representation　of　a　tree　called

dendrogram　that　shows　process　of　suceessive　merges　of　the

clusters．　Since　dendrogram　i　tself　is　not　，necessary　for．　the

present　cons　ideration，　we　omit　how　informations　of　the　merges　are

saved　for　the　output　of　a　dendrogram　l　n　the　algor　i　thm　W．　［］

　　　　　His　concept　of　the　dense　points　can　be　compared　to　the

fuzzy　constraint　herein．　Now，　the　Wishart’s　method　def　ined　by

11



the　aigorithm　W　is　shown　to　be　a　speciai　case　of　the　aPove　method

with　a　fuzzy　constraint．

．P一一r－op．　2　For　arbitrar　i　ly　f　ixed　ckG［O，1］，　the　ciusters　generated　by

the　algorithm　W　is　equivalent　to　the　equivalence　clas’ses

generated　by
　　　　　　　　　　C（d）正・S畳（c・cT）］x

where　S　is　a　matrix　whose　（i，j）　element　is　S（vi，vj）　and

c＝（cl，c2，・・．，cn）T　is　defined　by　the　quantities　ci’s　calcuiated　in

the　step　（a）　of　the　algor　i　thm　W．

（Proof）　We　call　the　fuzzy　graph　FG　and　the　algorithm　W　s　i　mply　as

FG　and　W，　respectively，　in　the　following．　Each　step　ln　W　is

based　on　introduction　of　a　new　dense　point　in　the　decreasing

order　of　｛ci｝．　This　corresponds　to　downward　change　of　the

threshold　oC　of　aipha－cut　C（eC）FG　at　the　levels　aL＝ci　beginning　frbm

max　ci．’@Therefore　we　will　show　that　at　the　ievels　cjk，　k＝1，．．，n，

clusters　by　W　and　connected　components　of　C（cjk）FG　are

equivalent．　We　use　inducti・n・n　k　that　Pr・ceeds砒h　th．e　level

Cjズ
　　　　　First，　let　k＝1　and　cons　ider　W．　First　point　vj　becomes　dense
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

and　no　clusters　that　contains’　more　than　one　element　are　formed．

Consider　C（cjl）FG．　Then　we　see　only　one　vertex　vjl　ln　C（Cjl）A：

Ci．eariy，　no’ モ盾高垂盾獅?獅狽刀@are　observed　in　C（cji）FG・

　　　　　Assume．that　for　k〈一m－1，　clusters　by　W　and　connected

components　of　C（cjk）FG　are　equivalent．　Consider　W　when　the　m－th

dense　point　is　introduced　at　the　level　pmln＝cjnt．　Consider　the

　foilowing　three　cases．

i）　lf　there　are　clusters　that　satisfy　the　condition　（2）　in　（cl），

then　the　step　（cl）　is　applied．　Note　that　the　clustes　are　merged

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12



according　t’潤@the　way　of　the　nearest　neighbor　cluster　i　ng，　’ 刀@ince

the　relation　S（Gp，Gq）＝max　S（v，w），　vGGp，　wEGq，　means　the　nearest

neighbor　i　inkage．　Note　also　that　these　clusters　are　equivalent

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　）FG．　Since　each　point，to　connected　components　formed　on　C（c
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J　tvn－1

say　vs，　in　the　clusters　concerned　satiSfieS　Cs2Cj，r，et，　a　Merge　Of

Gp　and　Gq　in　（cl）　agrees　with　connection　of　the　same　components

Gp　and　Gq　in　C（cj，，，．s）FG　that　has　an　edge　S（v，w）一＞pmin，　veGp，　weGq．

Conversely，　i　f　there　is　a　pair　of　connected　components　Gp　and　Gq

in　C（cj，，，．？FG　that　shouid　be　connected　in　C（cj，，，）FG，　then　an　edge

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　．　Therefore　the　clusters　　　　　　　　　　　　，　wEG一　satisfies　S（v，w）2tc（v，w），　vGG
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J瓢　　　　　　　　　　　p’　”　rq

are　merged　i　n　W，　s　i　nce　the　condition　（2）　holds．　Thus，　the　step

（cl）　generates　newly　connected　components　according　to　the

neares　t　neighbor　1　i　nkage．

ii）　For　the　point　vj，，，，，　suppose　thqt　there　is　no　point　vs　such

that　Cs一＞Cj，，，　and　S（vj．，，vs）一＞pmin　＝　cj．，　then　step　（c2）　in　W　is

appl　led　and　a　cluster　witb　the　single　element　｛vj．，｝　is　formed．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　is　notCons　i　der　FG．　Then　the　last　condition　means　that　v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J轍

connected　to　any　other　vertices　in　C（cj．）FG，　and　vice　versa．

iii）　Suppose　that　points　vsl，‘・・，　vst　satisfY　Csi　2Cj．　and

S（Vj，．’Vst）一＞PMin　＝　Cje，，　i＝1，・．，t，　and　there　are　no　other　points

which　satisfy　the　last　condition．　Assume　that　vs，　beiongs　to　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　竃

cluster　G’．，　i＝1，．．，t．　Then，　the　step　（c3）　in　W　is　applled　and
　　　　　　　　　　l

we　have　a　new　cluster　｛vj．｝VG’ hU．．．UG’t．　For　FG，　this

condition　means　that　in　C（cjrc）FG　the　vertex　vj，．　is　connected　to

Vsi，．．・，Vst・@BY　the　inductive．hypothesis，　vsi　is　in　the

component　G’ 堰C　i＝1，．．，t．　Therefore，　we　have　a　component

｛vj．｝UG’IV…UG’t・　lt　is　easy　to　see　the　converse　is　aiso
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true．

　　　　　Note　that　if　these　is　a　tie　cj”t＝cjntti・’・・＝CjM，“t，　We　MaY　take

cjtut　instead　of　cjwt　and　lntroduce　dense　points　vj．，．．．，vjmu＋tat　a

time．　Then　the　above　argument　（i），　（ii），　and　（iii）　are　directiy

appiied　with　1ittle　modification．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，，　the　　　　　Flnally，，　after　al　l　points　become　dense　at　the　level　c
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J魁

algor　i　thm　W　proceeds　i　n　the　same　way　as　the　nearest　neighbor

method．　When　ctScj．s　C（ct）FG＝（C（ct）A，　C（ct）leA＝（V，C（ot）P）．　Therefore

by　the　equivalence　between　the　nearest　neighbor　cluster　i　ng　and

connected　components　of　BFG，　the　i　nductive　hypothes　i　s　i　mplies　the

equivalence　between　the　KNN　and　connected　components　of　FG　when

dKCjれ・ @　　ロ

　　　　　Let　us　compare　two　ttians　i　t　ive　ciosures：

　　　　　　　　　　［sN（ccT）　］N　’　（3）
and

　　　　　　　　　　［1＋　sN（ccT）　］X　（4）
The　former　is　equivalent　to　the’　Wishart’s　method，　whereas　the

latter　is　equivalent　to　the　nearest　neighbor　method　based　on　the

similarlty

　　　　　　　　　　S’（vi，vj）　＝　min［　ci，　cj，　S（vi，vj）　］　（5）

Alshough　fuzzy　graphs　that　correspond　to　sx（ccT）　and　1＋sx（ccT）

are　differen．t，　clusters　that　have　more　than　one　elements　are　the

same　for　the　both　transitive　elosures，　since　the　only　difference

between　the　two　is　on　values　of　the　diagonal　elements．　Therefore

we　have，

Cor．　1　For　arbitrary　f　ixed　clE［O，1］，　the　set　of　ciusters　that　have

more　than　one　elements　formed　at　the　ievel　ct　by　the　Wishart’s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14



method　based　on　the　s　imilarity．　S（vi，vj）　and　the　other　set　of

clusters　of　more　than　one　e1ement　by　the　nearest　neighbor　method

based　on　S’（v，，v．）　given　by　（5）　are　equivalent．　［］
　　　　　　　　　　　　　1’TJ

　　　　　Thus，　we　have　proved　that　the　Wishart’s　method　i　s　i　n　a　sense

a　vers　ion　of　the　nearest　neighbor　method　with　the　modified

similarity　given　by　（5）．

　　　　　The　last　statement　does　not　reduce　the　value　of　the

Wishart’s　method　in　any　sense．　On　the　contrary，　it　implies　that

a　number　of　theoretical　properties　that　is　valid　for　the　nearest

neighbor　method　holds　also　for　the　Wishart’s　method．　One　of　the

most　i　mportqnt　properties　is　the　l　abel　freedom．

　　　　　A　technical　difficulty　in　most　of　hierarchical　agglomeratlve

cluster　i　ng　i　s　that　the　resulting　dendrogram　depends　on　the　order

of　numbering　on　the　objects，　s　i　nce　merges　are　always　carr　i　ed　out

pairwise．　A　method　of　hierar．chical　agglomerative　clustering　iS

said　to’have　t．be　property　of　label　freedom　if　the　result　by　this

method　i　s　i　ndependent　of　the　order　of　the　number　i　ng，　that　i　s，　i　f

the　dendrograms　have　the　same　structure　when　the　order　i　ng　on　the

objects　is　changed．・　I　t　is　well－known　that　the　nearest　neighbor

method　has　the　label　freedom：　i　t　is　free　from　the　dependence　on

the　order　i　ng．　By　the　above　corol　l　ary　i　t　follows　that

P－r－o－Rer．t－y　1　The　Wishart’s　KNN　method　has　the　property　of　the　labei

freedom．　［］

一R－de．一m－a．1一k一　lt　．　is　easily　seen　directly　from　the　discussion　herein

that　the　nearest　neighbor　method　and　the　Wishart’s　method　has　the

label　freedom，　s　ince　i　t　l　s　evident　that　connected　components　of

BFG　and　FG　are　i　ndependent　of　the　number　i　ng　on　the　vertices．　［］
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　　　　　Another　good　property　of　the　nearest　neighbor　method　i　s　that

efficient　．aigorithms　for　the　maximal　spanning　trees　can　be　used

for　obtaing　clusters．　For　exampie，　we　can　see　that　the　Kruskal’s

algor　i　thm　［11］　（in　other　words，　the　greedy　algor　i　thm）　generates

connected　components　successively　by　i　ntroducing　edges　ope　by

one．　Therefore，　Corollary　1　implies　the　following．

一P－r－op－e－rSy　2　The　Wishart’s　KNN　method，　or　more　preciseiy，　a　vers　ion

of　the　nearest　method　with　the　modtfied　Similarity　equivalent　to

the　KNN　method，　is　carried　out　by　the　followihg　procedure　i　n

three　steps．

A）　Calculate　measures　ci　．for　all　viGV　accordtng　to　the　step　（a）

in　the　algorithm　W．

B）　For　all　vi，　vjEV，　i＞j，　calculate

　　　　　　　　　　S．（vi・》j）＝min［cガ。」・S（vi・・v」）］

c）　Apply　ah　aigorithm　for　the　maximum　spanning　tree．　（For

example，　the　Kruskal’s　algorithm　to　the　network　with　the　modified

weight　S’（v，w）　on　the　edge　（v，w）．）　［］

　　　　　If　the　number　of　edges　with　nonzero　weight　S’（v，w）　and　the

number　of　vertices　are　denoted　by　：E：　and　：V：，　respectivelY，　then

the　Kruskal’s　algorfthm　generates　the　maximal　spanning　tree　by

the　amount　of　computation　of　Order（IE：log　l　V：）．　Moreover，　s　i　nce

the　Kruskal’s　algorlthm　uses．sorting　of　a　sequential　file，　it　is

unnecessary．　to　keep　the　values　of　the　s　imilar　i　ty　measure　as　an

array　i　n　a　random　access　memory．　Therefore　a　l　arge　number　of

objects　can　be　handied　by　the　above　procedure　of　the　Wishart’s

KNN　method，　as　i　n　the　case　of　’the　nearest　neighbor　method．
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5．　Conclus　ions

　　　　　Connected　components　of　a　fuzzy　graph　・is　a　fundamental

concept　in　understanding　the　nearest　neighbor　cluster　i　ng．　Here

we　def　i　ned　a　new　type　of　a　fuzzy　graph　FG　on　which　existence　of

vertices　themselves　i　s　fuzzy．　The　fuzzy　graph　is　equivalent　to

［Rx（aaT）］N　which　is　called　here　a　cluster　analysis　with　a　fuzzy

constraint　includes　the　well－known　Wishart’s　KNN　clustering　as　a

special　case．

　　　　　In　the　Wishart’s　KNN　method　the　term　c　of　the　fuzzy

constraint　is　calculated　as　the　value　of　similarity　for　the　Kth

nearest　neighbor　to　each　object．　The　above　cons　i　derat　i　on　shows

that　the　concept　of　the　fuzzY　constraint　l　s　i　ndependent　of　the

Kth　nearest　neighbor．　Therefore，　cons　i　dering　different　ways　of

calculating　the　fuzzy　constraints，　we　are　led　to　different

vers　ions　of　the　method　developed　herein．　For　example，　the　step

（a）　of　the　algorithm　W　may　be　replaced　by　another　procedure：

　　　ci：＝｛aVerage　value　of　similarity　of　a　．number　K　of　the　nearest

　　　　　　　nei．ghbors　tO　Vi｝　・

In　this　way，　changing　the　step　（a）　by　another　procedure　for

def　ining　ci，　we　can　modify　the　algorithm　W　（　and　the　procedure　in

Property　2）　to　a　more　general　vers　i　on　of　the　method　of　fuzzy

constraint．　Thus，　we　i　ntroduced　here　a　family　of　new　techniques

that　i　mproves　the　nearest　neighbor　method　by　cons　ider　i　ng　a　s　i　mple

term　（a　aT）　of　the　fuzzy　constraint．
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16iMlowS．一　AsSume　a　set　of　objects　（vq），．．，v（n）），　a　一proximity・
fu6aSthre　s（i，j）　between　v（i）　and　v（j），　and　a．　fuzzy　．　s　et：
6”（Vi57v一（”　＋．．；i　c（n）／v（n）．　The　transitive　ciosure　og　q　reiat－j　or！’
S；’（’iT，　j　j一　＝　mln［s（i，j），c（i），c（j）］　is　considered・　．　This．　！petlipd
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　thataiffets　from　the　nearest　neighbor　method　on　the　point
membership　　c（i）　which　is　called　here　a　fuzZy・constraint　is　ta】くen
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Kthi／’nfo　acc6unt．　A　weil－known　technique　of　the　Wishart’s
h－e’aFes£”Theighbor　method　is　proved　to　be　a　special　case　oC　t．he
in’eV£Ti　6a’　hbrei’n．　Hence　i　t　i　s　evident　that　the　property　一gf　t．he
i－i6’e’iT’frttedom　holds　for　the　Wishart’s　method　and　an　algopt　t－hm　fgr

｛fii一’minimai　spanning　trees　can　be　applied　to　the　．　WisharS’s
th’e’｛hod：一”Moreov”er，　the　method　herein　suggests　many　versions．o．t．her
｛’faii’”£he’”Wishart’s　method　for　i　Mproving　the　nearest　nelghbor

clustering．
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