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　　　　Abstract
　　　　　　　　　A．　wide　class　of　iterative　algorithm　based　on　the
　　　　conjugate　directions　is　proposed　for　solving　large－scale
　　　　linear　least　squares　problem’s．　The　1’inear　convergence
　　　　of　the　proce＄s　is　proved．

gl．　1ntroductien

　　　　　Redqntly　　severa且　ve・rsions　of　methods　have　been　Proposed　fqr

solving　large　sets　of　linear　eq．uations・

with　nonsymmetric　coe．fficient　matri・×［1．2，3］．　They　are　based　upon

minimizing　the　Euclidean　norm　of　the　residual　ll　b．　一　Ax　l12　over

the　sPace　xi＋SPAN｛pi’pi－1’…’p卜k｝’whe・e　xi　is　th・i－th

approximation．

　　　　　ln　the　present　paper　we　extend　this　method　to　a　linear　least

squares　problem　which　minimizes　”　b　一　Ax　”2．　vyhere　A　is　a　large

sparse　mXn　re№狽≠獅№浮撃≠秩@matrix．　YVe　assume　that　the　coefficient

matrix　is　so　large　that　the・　amount　of　work　and　the　storage

’required　．i．n　the　direct　，methods　such　as　QR　Qr　singluar　value

　　　（TaZk　pnyesente」d　at　the　．Fi］est　rASC　WoTZd　Confevenee　on　ComputationaZ
　　　Statisties　and・Data　AnaZysis，　Shizuoka，　Japan，　Septembey　17”一19．　1982）



decomp，os，itions　is　nearly　prohibitive．　A　common

spiving　s．uch　least　squares　problem　is　to　apply

gradient　method［4］　to　the

　　　　AT　A．＝　AT　b．

normal　equation

technique　for

the　conjugate

（2）

On　　the　i－th　iteration，　the　coれjugate　gradient　method　computes　an
apprqxima．te　solution　pver　a　Krylov　subspace．×，　＋・spAN｛ATr．　（ATA）

ATr．’ D．．’@．　，（ATA），i－iATr｝．　since　the　conditi6n　nUmber　of　ATA　is

the　square　of　that　of　At　t．his　dependence　on　ATA　tends　to　make　the

convergence　一slow．

　　　　　The　method　we　present　depends　on　a　Krylov　subspace　based　on
BA　rather　than　ATA．　w／here，　B一　is　an　appropriately　chosen　nXm

matrix，　　which　　we　　ca」I　a　mapp，ing　matri×，．　丁hey．　require・that　the

symmetric　partlof　AB　be　positive・semi－definite．　．　If　B　is　close　to

a　generalized　inverse　of　Ai　the　convergence　would　be，fast．　The
mapping　matrix　B　plaYs　a　role　similar　to’　the　preconditioner　ih

soiving’　large　sparse　iinear　equation　by　conjugate・　residual
method．　Foir　the　Case．／with　m＝n．　a　different．algorithm　ba＄ed　on　a

similar　Krylov　space　was　presented　in　［5］，　where　B　is．given　in
the　form　of　c－1．　we　note　that　the　sum　of’ 唐曹浮≠窒?刀@itself　has　a

definite　statisticai　meaning　and　should　not　be　changed　by　a
preconditioning　as．　say．　IIB（b－Ax）II2．

　　　　　ln　　the　　next　　section　w6　pres6nt　CR・」LS（kン「algori七hm　for　the

least　squares　prob’ hem．　In　g3　we　show　the　convetgence’　conditiorts

and　the．rat．e　of　decrease　of　the　residuals．　In　g4　we　discuss　the

choice　of　B．　g5　is　the　conclusion．

g2・．　Conjugat’e　residual　methods

　　　　　A’　linear　least　squares　problem

mlnlm　1’　zes

S（×）・＝　懸　b　－　A　×・皿2

is to　find　A　e　Rn　which

’（　3）

where　A　is　an　mXn　matrix・・and　b　is　a　vector　of　dimension’　m．

　　　　　The　conjJugate　residual　methods　iS　based　on　minimizing　S（×）

along　a　line　S（xi＋orpi’）　”where　pi　is　a　vector　of　dimension　n　’and
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　is　called　a　correction　vector．　ln　case　A　is　a　square　matrix，　p．．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

is　chosen　to　be　ri．　plus　a　l　inear　conbination　of　former　correction

vect。「s’pi－1・p卜2’…1・ln。ur’c・ase’h。・weve・’・iis　an　m－
vect。ピwhil・pi　is　an　n－vect。・’s。　that　we　need　a　maPPiln9市at・i・・x

　B．　which　maps　an　m－vectQr　’to　an　n・一ve’ctor．

　　　　　Adding　the　mapping　matrix　to　Orthomin（k）［2］．’we　have　the

　fo口owing　algorithm

　　　　　　・0＝b－AxO’pO・rB・O

　　　　　　for　i　＝　O　to　max－i’　until’一convergence　do

　　　　　　　αi・自（「・i’AP　i）ノ『（Ap・i’Ap一・i）・

　　　　　　　xi＋1　F’　Xi　＋　oriPi’

　　　　　　　「i＋1．＝「ドαiAPi　・t’t・　　一…　　　　　（4）
　　　　　　　for　j＝O　to　min（k－1，i）・do　 ，　．
　　　　　　　　　　βi，・i－j＝騨いB・・i’APi’一j）1（APi’APi）

　　　　　　　p田＝Bri＋βiンipi＋・βi，i一・1．PH＋’幽…＋βi，i－k＋lp卜k＋1

He「e Vi　i＄s。　ch。sen　as　t・minimize　th・・new・esidual皿・ドαiApill

as　a　function　of　cti　along　th’e　direction　p・i．　We　wi11’・ca”　this．

algorit．hm　CR－LS（k）　method；　The．number　k－may　be　O，　1：　2i　…　　　．

depending　on　the．character’is，tic　of　the・prob’lem．　The　work　vector

necessary　to　implement　CR－LS（k）　is　×．　r）JABr　and　k　sets　of　p　and

Ap．　ln　order，　to　minimize　the　multi・piication　by・A．・Ap，　is　also
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

updated　by

　　　　　Api＋i　・＝　ABri　＋　g3i．iApi　＋・　g3i，i－iApi・一・i　＋　”　＋　Pi．i一一k＋iAP　i－k＋i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　　Th・・esidual　and　c。rrecti。n　vect。・s。，b・y　th・f。口。wing

relations　due　te　the　construction　of　p’s．

thQdgLQ．nLl．

　　　　　a）　（Apit　Apj）　＝O　li－jl　．s　k．．　’i　・sj　（6a）

　　　　　b）　（ri，　Apj）　＝O　o〈　i－j　〈k　（6b）
　　　　　c）　（rii　Api）＝（rii　ABri）　・（6c）
　　　　　d）　（ri．　ABrj）　＝O　O〈　i－j　〈k　（6d）
　　　　　e）　（ri．　Apj）＝（ri－k．　Apj・）　O．s　i－j　：sk　，　（6e）
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§3．　Cohveレ9・；On6e乍r’ope’r七ie・お・：ヨ・　’‘「　　　幽　・「　　　’1　　ト　　　・’　tt　’・　‘

　　　　　・ln’Zthe”p’r’ev”iou’s一　’sec’t’i’on・’　we・did’　not　spec’ify　’th’e’m’ap’pi’ng

・ma．t一　rii×・B．・／Th。　m。．s・t　t，iVi。4・ch。ice　w。・ld　b・B＝A「，　wh・・e・パ’is　a

9。”n’
B．，al・ized．inv。，se・。f　A，・i．．。．・AパA＝Aand・（Aバ）丁』・（AA一．）・．・h

this　case　the　first　step　in’（4）　wo’uld’・proce’ed一　as

　　　　　ゆ。』智B・。・三A（bl騨・AX6）

　　　　　（ro，　Apo）　＝　（b－AXo．　AA　b－AXo）　”　（APo．　APo）’

　　　　　α　ガ1

　　　　　x1謬x・＋Ab脚AAx＝Ab騨．（卜AA）xqン

so　that　×1　gives　one　of　the　least　sq！ares　solutions．　Th・is　choi2e

　is　unrealistic，　since　if　we　knew　A　we　would　’simply　compute　A　b

without　applying　any　iterative　methods．

　　　　　There　is　a　certain　trade－off　between　the　number　of

　iterations　and　the　complexity　to　compute　Br．　The　more　the　B

resembles　A　、　the　faster　the　method　w日l　converge．　On　the　other

hand．　the　cost　to　compute　Br　at　each　iteration　will　become　large

　if　B　is．　made　close’　to　A　．　We　will　discuss　the　rate　of　conver－

gence　of　the　rnethod　and　the　requirement　for　the　mapping　matrix　B．

　　　　　We　first　define　the　projector　P　onto　lm（A）．　which　is

written　as　AA　using　a　generalized　inverse．　The　matrix　P　obeys
the　retation　p＝　pT　＝　P2．　we　can　atso　write　p＝Q　QT，　using　the’

QR　dec’omposition　of　A，　where　Q　is　an　mXP　matrix　（P＝rank　A）　with

　orthonormal　column　vectors．

　　　　　We　first　prove　the　following　lemma．

　　　　　　（Ap．t　Ap，）　．S　（ABr，i　ABr，）．　（9）
　　　　　　　　　1　’1　　一　1　1

　　　　　　lf　k＝O，　eq．（9）　is　an　identity．　For　k＞O．　the　correction

　vector　p．　is　given　by　（4）　in　the　fdrm
　　　　　　　　．1

　　　　　　p．　＝　Br．　＋　］ii　g3，，p，・

　　　　　　　t　S　M’　IJ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

　From　properties　（6）　we　have

　　　　　　（Ap．，　Ap，）　＝　（ABr，．　ABr，）　＋　2　X　13，，（ABr，．　Ab，）　＋
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　　　　J　　　　　　　　　l’　’1　1　1　一’　IJ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IE　g3Z．，（ABr，．　ABr，　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J　　　　J　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　JJ
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　　　　　　　　　　＝（ABr．．ABr．）一Σ（ABr．，・Ap．）2ノ（Ap．，　Ap．）
　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　’J　’J　J

　　　　　　　　　　．s　（ABr，．　ABr，）L　・　・　QED．　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　1

　　　　　Now　we　will　present　the　main　theorgm．

Zh－g．g－z－em

　　　　　Let　｛r，｝　be　a　sequence　of　res・idual－s・in　algori・thm　（4）．　then
　　　　　　　　　．　　1

the　fo日◎wing　inequality　h。lds㍉，

鴇2≦一≒a　M）1－1，1・一i・一li2…需2＋S（R）、，ピ・（1・）

provided

　　　　　（a）　BP＝B　and
　　　　　（b）M≡Q＋（AB＋BTAT）Q1‘2’fi∴．sitive　deiinit6’

where　e　＝・b一　AAi　R＝　QT　（AB　一　BTAT）　Q　12．’ @A．．，．一　and　A　’
≠窒

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mln　max

the　maximum　and　minimum　eigenvalues　and　p（R）　is　the　spectral

ra 曹奄浮刀@of　R．

　　　　　The　proof　goes　para口el　with　ref．［3］．　The　displacement　from

the　minimum　residual　？　f’s　the　project．ion　gf．　r　to　1pa（A）．as，

　　　　　r，’一　“　＝　AA　一　Ax，　＝　Pb　一　PAx．　＝　Pr．．

　　　　　　1　1　’’”ri　　　v’i

The　ratio　is　bounded　from　above　if　the　assumption　（b）’holdsi

留｝礼』躍1一’（lpi…kl≒llギP・i）

　　　　　　　　　　　　（r，．　ABr，）　（r．．　ABr．）
　　　　’S　！　一・’　一ii“］t61”ii－ili－i“一；　AEI．）r”，．．　pr．」　‘．　i・　．　．（ii）

Here　Lemma．2　has　been　used．
　　　　　we　now　est’imate，the　first　factor　in　the　second　term　ef　the

RHS　of　eq．（11）．　The　assumption　（a）i　BP　＝　BQQT＝B．　enables　us　to

estimate　the　quantities　in　the　subspace　lm（A）．　We　suppress　the
sufflc．　es　i

D．

　　　　　（r．　ABr）／（ABr．　ABr）　＝　（Pr，　ABPr）／（ABPr，　ABPr）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’5r



　　　　　　　　　　＝　（QQTr，　ABQQTr）／（ABQQTr，　ABQQTr），

　　　　　　　　　　＝（C－1y，y）／（y，y）≧パ（（C－1＋C－T）／2）　　（12）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mln

wi’t　h

　　　　　c＝　QT　A　B　Qi　y＝　QTABQ　QTr．

U。ing　th。，e且。ti。n×一1・Y噌1＝（×（×・Y）一1Y）一1，w，　have

　　　　　λ．（（C－1．C一丁）／2）＝λ　（M＋RTM騨1R）一1

　　　　　　Min．2，（），　（M）．），．M？MX）一lp（R）2）一1　’　，（13）

　　　　　　　　　　　　　max　mln

On　t．he　other　hand　the　second　factor　can　be　transformed

　　　　　（r．　ABr）／（r，　Pr）　＝　（Pr，　ABPr）／（Pr，　Pr）

　　　　　　　　　　　　　　　＝（VTr，　VTABV　VT，）ノ（VTr，　VTr）

　　　　　　　　　　　　　　z）N一　h．，．一　（M）’　（1　4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　mln

　　　　　Combini．ng　eqs．（12）t　（13）　and　（14）t　we　have　eq．　（10）．　Thi＄

　　　　　This　theorem　shows　that　the　CR’LS（k）　method　is　at　least

Iineafrly　convergent．

g4．　choise　of　B

　　　　　CR“LS（k）　algorithm　covers　a　wide　class　of　methods．　They

differ　in　the　choice　of　the　mapping　ma’trix　B　a，n．d　the　parameter　k．

The　particular　choice　of　B　critically　depends　on’　the　appl，ication

and　cannot　be　discussed　in　general．．　We　wi11　give　here　a　few

general　comments．
　　　　　十he　　simplest　　choice　of　B　which　aUtomatica口y　satisfies　the

two　condit’ 奄盾獅刀@（a）　and　（b）　in　Theorem　3　is　B＝　AT．　ln　this　case

C　is　symmetric　ahd　the　converggnce　rate　is　controled’by　1　一
）b　min（C）／）｛，　ma×　．（　C）・A・is　eas日y’e×Pect・d’this　case　is　eq・ivalent

to　the　conjugate　gradient　method’for　the　normal　equation　（2）　and

CR．LS（k）　（kzl）・is　equ・ivalent　to　CR－LS（1）．

　　　　　We　next　consider　a　family　of　mapping　matrices　in　the　’form

　　　　　B．DAT，　一　・　（ls）
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where　D　is　an　appropriate　nXn　mat’rik．　ln　practical　cases　A　is　a

Ia，9e　sP、r6e　matrl堰~，　s◎th。t．m、lt・iPlying　AT　f，。m　1。ftw川n。t　be

too　time　consuming．　The　matrix　D　should　not　have　too　complex

structure．　ln　this　choice．　the　cendition　（a）　is　au．tomatically

satisfied．　・lf　the　symmetric　part　of　D　is　positive　definite．　the

condition　（b）　is　also　safisfied．　since

　　　　　2　M　＝　QT（ADAT’＋　ADTAT）　Q　＝　QTA　（D　＋．　DT）iATQ．　’　（16）

We．　have　　t◎　make　the　c◎ndit「i◎n　number　of　M　as　sma日　 as　possible．
The　extrgme　choice　would　be　to　set　D　equal　to　（ATA）一’ D　ln，　this

case．　B　is　a　generalized　inverse　of　A．　lf　the　columns，　of　A　are

approximately　orthogonal，　we　may　take　D　as　the　inverse　of　the’
diag’onal　part　of　（ATA）・．　lncomplete　Cholesky　decomposition［6］　of

（ATA）　wi”　also　be　applicable．

g5．　Conclusion

　　　　　We　have　shown　that　the　conjugate　residual　method　can　be

extended　tg　the　l　inear　least　squares　problem　and　pointed　out　the

computational　advantages　with　using　a　mapping　matrix　B．　We　have
also　presented　a　proof　for　the　rate　of’ モ盾獅魔?窒№?獅モ?@of　this

mathod．　One　disadvatage　may　be　that　we　cannot　obtain　the
varian．ce　matrix　（ATA）’一1　in　this　algorithm．　Extention　to　the

weighted　ieast　squares　problem　with　nondiagonal　weight　is
strajghtforward．

　　　　　Several　numerical　tests　have　been　performed　on　the　data
smoothing　problem　by　discrete　splines．　which　will　be　discussbd

elsewhere．

　　　　　Fina日y　w・w。・ldliket。、rem・・kth・tthem・th。d。fth・typ・

presented　in　this　paper　are　efficiently　performed　on　vector

supercomputers．，　since　the　dominant　computation　is　the　innner
product　of・long　vectors　and　the　linked　triad　operation　（×　＋　or　y）．
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