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Abstract：

A　new　numerical　algorithm　is　proposed　for　soiving　a　bolynomial　equation

arislng　in　the　H◎◎oP七imization　problem・　　The　solution　is　obtained　by

solving　eigenvalue　problems　iteratively．　The　aigorithm　is　not　computationa11y

demanding　and　is　easy　to　implement．　Numerical　exampies　show　that　the　solution

can　be　obtained　aEterc　only　a　few　Li．terations．
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1．　　Introduction

　　　　At　the　p：どesent　time’　the　numer⊥cal　aユ90ri廿1ms　used　・ヒO　solve　the　H
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o4

0ptimization　problem　include　a　b：Lsec・しion　method　for　the　Harlく：el　norm

aPPr・ach．　in［・ユand　the．P。エVn。mia・apPr。ach　in〔2ユ．　Thu。，　m。re

efficient　n㎜erical・。luti。n　pr。cedure・are　s。ught．

　　　　　　エnthe　p・・yn・mial　apP・・ach，　the　H．．・ptimizati・n　p・・blem　is　reduced

to　the　solution　of　a　certain　polynomial　equation．　　The　analysis　for　a

single－input，　single－output　discrete　time　system　was　reported　in　［3］．

Th・s・luti・n　equati・n　was　f・und　by　apPlying　a　LQG（linea・、　quadrati・guassian）

optimal　control　method．　　Furthermore，　the　derived　solution　equation　was

shov壷n　to　strictly　eorrespond　to　that　obtained　for　the　continuous　time　case，

［2］．　　In　［3］，　a　numerical　algorithm　was　proposed　for　solving　the　ρolynomial

equation．　　The　route　followed　was　to　first　obtain　an　apρro×imate　solution

by　solving　an　eigenvalue　problem　and　then　to　obtain　the　exact　solution

by　a　Newton　Raphson　method．

　　　　　　The　purpose　of　this　paρer　is　to　propose　a　new　algorithm　to　obtain

the　exact　solution　by　e×tending　the　idea　of　the　apPro×imation　used　in

the　first　steρ　of　［3］．

Notation

Rn×m @　　　space。f　nxm　real　matrices
　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z　　With　real　COeffiCientSP（z　　）　　　　　　　　　　　　　space　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　polynomials　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of

deg（A）　　・　deg，ee。f　A∈P（z－1）；the・a，gest　intege，　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f・・whieh・i≠・whe・e　A（z騨1）・a。＋a1ガ1＋…＋anガn

T。ep（A）　　　T。eρlitz　mat，ix。f　A∈P（z．1）；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T・ep（A）・96、oご一・　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　亀

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　る　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へし
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　an　＼　　・　、　　一　こ　　　6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　＼　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：＼、＼　 弔・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　’、’、ム

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　、　　　　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　＿　一　　　　　　　　〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　：L一



＋r　O，　一

where　A（z－G）　＝　ao＋aiz一’i＋．．．＋anz－n

adjoint　of　a　ratibnal　funetion　of　z－1；　s＊（　z－1）　．　s（z）

AEp（z－1）　is　called　strictly　Hurwitz，　if　al！　the　zeros　of　A　are

inside　the　unit　circle．

・uperscripts＋，0ドden。七e　thaV　Che　zer。・。f　the　p。』撃凾氏B血al　are

inside，　on，　and　outside　ti　Le　unit　circ！e，　respectively．

2．　H一　optimization　problem　and　the　polynomial　equation
　　　　oo

　　　　　　Consider　the　system　shown　in　Fig．1　where　the　transfer　funetions　of

the　plant　and　the　eontroller　are　givgn　b．y：・1

w（一一1z）・ @≡；四ガ1）・≡lll｝1；

respectiveiy．　A，B，　Ciod，　Con　E　P（Z－1）．　The　plant　is　assumed　to　be　free

of　unstable　hidden　modes．　The　factorizations　of　A　and　B　are　introduced：

　　　　　　A＝A＋AOA一　and　B＝B＋BOB－

　　　　　　Consider　the　H．　一　norm’　type　cost　function：

　　　　　　J．＝　Ei；up　（一Q（z－1）　s“（z－1）　s（z－1）　＋　R（z－1）　T“（z’bl）　T（，一1））

　　　　　　　　　　lzl＝　i

The　weights　Q　and　R　are：

　　　　　　　　　　　＊　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊

　　　　　g＝！lglBig　and　R＝E．S11rBr

　　　　　　　　　　AqAq　ArAr

where　Aq，　Bq，　Ar，　Br　E　P（z－1），　and　Aq　and　Ar　are　strictly　Hurt，t’itz．　The

return　differnece　S　and　the　complementary　return　differenee　T　are　given

by　s　＝　（1＋cow）＃1　and　T　＝　cow（1＋cow）一1 V　respectively．　This　cost　function

eorresponds　to　that　of　the　continuous　time　6ase　of．［2］．　The　H．．　optim－

ization　problem　is　to　obtain　a　controiler　whic．h　minimizes　J．　under　the

constraint　that　the　’ モ撃盾唐?п|loop　system　is　stabie．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　2一

〈1）

（2）

（3）

（4）



　　　　　　This　problem　is　reduced　to　that　of　solving　a　suite　of　polynomial

equati・ns　with・espeet　t・λ∈R　and　G・H，ド，　Aσ∈P（z－1）name・y［3］・

　　　　　　ABG＋AAH－F　＝O
　　　　　　　r　　　　　q　　　　　s

　　　　　　B㌔A㌔一Z－nG－B㌔AX　A一　Z－nH＋AF㌔。
　　　　　　　r　「　q　　　　　　　q　q　r　　　　　　　　　σ
　　　　　　A芭Aσ・DI　D♂2－Bl　Bq　B；Br

where　the　speetra・f・・t・r　De∈P（z働1）i・defined　by

　　　　　　　キ　　　　　　　　　うを　　　　　　うも　　　　　　　　キ　　　　　　キ

　　　　　　DD＝AABB＋AABB　　　　　　　ee　rrqq　qqrr
and　D　i。　assumed　t。　be。trict・y　Hurwit。　and　n全deg（D）．　The　unkh。wn
　　　　　e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

P。・yn。mia・・G’H’F一 fAσ・atisfy　deg（F）一とeg（DeA印B鱗）一・’‘deg（G）≦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　），　deg（B　））一1，　deg（H）．≦deg（B　）＋max（deg（A　），　deg（B　））deg（A）＋max（deg（A
　　　　　　　　　　　　　　　　　q　　　　　　q　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　r　　　　　　r

－1，and　deg（Aσ）・n・The　p・・yn・mia・F；∈P（z－1）i・defined　by

F；会（F一）㌔伽mwhe・e　m会deg（ド）・deg（De　A－B一）一1．τhe　p・・yn・mia・・

Aσand　Fs　need　t・be　st・ictly　Hurwitz・

The　optimal　eontroller　is　given　by：

　　　　　　C。（BOB＋AH）一1（AOA＋AG）
　　　　　　　o　　　　　　　q　　　　　　　　　　「

and　the　minima・va・ue・f　J．．　isλ2・F・r　details　su中as　the　e×istence・f

a　solution，　see　［3］．　　In　the　later　sections　it　is　3ssumed　that　七he

equations　（4），　（5），　and　（6）　are　well－defined　and　with　an　apPropriate

solution。

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

3．　Numerical　solution　procedure　s　C3］

3．l　Algori廿um工

　　　　　　工fthe　vaエue。fλ⊥・qiven’Aσ　is　uniquely　determined　by（7）except

ior　the　sign．　Then　（5）　and　（6）　can　be　considered　as　a　linear　poly’nomial

equation　with　respect　to　G，　H，　and　F一 D　By　expanding　（5）　and　（6）　in

P。wers。f　z－1　and　equating　the　c。eff⊥cient・。fエike　p。wer・’the　f。U。w⊥ng

一　3　一



エinea「aエgeb「aic　equati№獅刀Bbta’n：

　　　　　　　　　　　「エ・g＋「エ2h＋「エ3f＝0．　　　　　　（IO）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ll）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h＋r　　　　　　　　　　　　　　　9＋r　　　　　　　　　　　r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　23　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　22　　　　　　　　　　　　21

where　qεRnq，　hεRnh，　fεRnf，　and　ng全deg（パ）＋max（deg（Aq）’deq（Bq））’

nhbdeg（B一）＋max（deg（Ar）’deq（Br））’nf全deg（DeA鯛B刷）＝m＋・・The　e・ements・f

q，、h，　and　f　are　the　coefficients　of　ゼhe　polynomials　G，　Hr　F　，　respecti▽ely・

For　examp］一e　f　is　defined

as　A＝（f。’fエ’…’fm）T　where　F噛＝f。＋f、z一工＋…＋fm・一m・The　matrエces

riづ（i＝・，一2；・ゴ＝・，2，3）are　given　by　r、、一丁・ep（ArB哺
jεRnエxn早f

r、2＝T・ep（A
曹`一
jεRnエxRh，　r2、　＝　T・ep（B；BrAIIB“”zqn）εRn2xng’

r22＝T・ep（一B
hBqA；A－z燭n）ε　Rn2xnf’r23＝T・ep（Aσ）εRn2xnh

whete　n、全m＋エand　n2£m＋⊥＋deq（De），andr、3εRnfmf　i・amatr⊥x　wh・se

（i，’nf覗）th　eiement　i・一一一工f・r　i＝エ’…，　nf　and・ther　e・ementS　ar6　zer・・

　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　工，　the　equations　（10）　and　（ll）　reduce　to　　　　　By　Usinq　r
　　　　　　　　　　　　　　　　：L3

　　　　　　　　
　　　　　　　「圖＝｛〔「2・1「22〕噸「23「・3〔「・・1「・2〕｝圓＝0　　（’2）

　　　　　　　
Since　r　i・a（m＋エ＋deq（De）〕x（m＋エ）・mat「ix’（12）has　a　n。n－ze「o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
solution　if　and　only　if，　rank　r≦．　m．　The　optimality　of　a　so工ution　can　be

conside：red　as　廿1e　so工▽abi工ity　of　（12）　wit血　a　non－zero　soエution．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

the　singular　value・。f「beθ豊θメ…≧θm＋エ・Then　the　recip「。cal。f　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
c。nditi。n　nuMber。f「’i・e・E＝θm＋、／θ1’is　ad。pted　a・the。ptimaエity

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
index．　　When　the　index　E　エs　zero，　rank　r　≦m．

　If　E　is　zero　at　several　values　ofλ，　the　largest　absolute　value　ofλ　gives

　the　oP七imal　λ・　　These　results　are　used　t二〇　construct　the　following　algorithm。

Algorithm　1：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Step　1）　　Calculate　the　singular　value合　of　r　fo　r　given　values　of

　　　　　　　λ　and　Ob’ヒain　the　index　E．

　　　　　　　Step　2）　　The　largest　absolute　value　of　λ　for　which　E　is　zero　gives

　　　　　　　the・ptima・λden・tedλ○．　The…uti。n　g　and　h　・f（・2）f。rλ。　q⊥▽e。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　4　一



　　　　　　　The　graph　（E，　＞t）　usefully　indicates　the’　giobal　charaeteristic　of　（12）．

　The　drawback　of　this　aユgorithm　is　that　the　spectral　faetorization　and

singular　value・deeomposition　neeessary　to　compute　E　for　each　X，　makes

the　algorithm　computationally　dematrding．

3．2　Algorithm　2

　　　　　　A　more　effieient　algorithm　is　given　in　the　following．

　　　　　　The　opt・imai　X　can　be　estimated　by　solving　an　eigenvalue　problem．’

From　（7）　Au　．is　approximated　as：

　　　　　　　　　　　　Au；　DeX　（1　3）
This　is　a　good　approximation　for　large　values　of　X　t　s．

Then，　（12）　can　be．approximated　as：

　　　　　　　　　　　　DX＝　（rahXrb，）．’X：＝O　．一．．　（14＞

iAihere・r，〈〉　［r2i　l　i22］，　rb〈）　tL23ri3［riilr．i2］，　f．23　＝　，Toep　（De）　E．R”2’”一h

and　x＝（gT煤@hT）T．エf　deg（D）＞0詮i。　an　rectanqu・ar　matrix．・n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

this　case　the　apProximate　equation　（14）　is　usuaユly　overdetermined　anCi　there

exists　no　non－zero　solution　x．　Therefore，　instead　of　（14），　eonsider　the

generalised　eigenvaiue　problem：

　　　　　　　　　　　　ril］　r，　x＝＞v（rbT　rb）x　（is）

This　i＄　a　neeessary　condition　for　（14）．　lf　Ar　and　Aq　are　eoprime，

the　matxix　rbTTb．　is　invertible　and　the　probiem　becomes　the　usuai

eigenvalue　problem：

　　　　　　　　　　　　　　（rbTrb）”irbTr．x＝xx　（i6）

Numerical　e×amples　sh・w　th・t・th・largest　ab・・lu七e　value・fλgives　a

good　approximation　of　the　optimal　X　and　the　corresponding　eigenvector

gives　a　good　approximation　of　the　solution　of　（14）．　This　solution　’can

be　used　as　the　starting　point　of　a　Newton　Raphson　method　to　soive　the

一　5一



noniinear　equation：

　　　　　　B”e　B　A一”’“　A・一　H“’“　H　．　B’X’　B　B一’X’　B’一　G”C“　G　．　x2　（A”B－G＋ALA－H）”e　（A－B－G＋AAA－H）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　　　　　　　q－q　　　’　r　r　’r　　　q　　　　　r
as　proposed　in　［2］．

These　results　are　used　to　construet　the　following　algorithm．

Algorithm　2：

　　　　　　Step　1）　solve　the　eigenvalue　probiem　（15）　or　（16）　and　obtain　an

　　　　　　apPro×imate　solUt二ion　of　（12）。

　　　　　　Step　2）　　Soユ＞e　（17）　by　a　Newton　Raphson　method　with　the　apPro×一

　　　　　　imate’solution　as　the　starting　point．

（17）

4．　Main　Resuit

　　　　　　In　Sヒep　2　0f　Algorithm　2，　the　linearity　of　the　equations　（5）　and　（6）

with　respeet　to　G，　H，　and　F” @is　not　utilized　as　the　result　of　solving　the

quadratic　order　equation　（17）　instead　of　（5），　（6），　and　（7）．　Sinee　the

linear　equation　is　a　sufficient　condition　for　the　quadratic　equation，　it　is

expected　that　an　algorithm　based　on　the　linear　equation　（5），　（6），　and　（7）

will　be　better　than　the　Newton　Raphson　method　based　on　（17）．　ln　this

section　a　new　algorithm　to　obtain　the　exact　solution　is　given　by　extending

the　idea　of　the　approximation　u＄ed　in　step　1　ef　Algorithm　2　and　utilizing

the　linearity．

一一　6　一一



　　　　　　Since　Aσis　the　functi・n・fλf・・m（7）・den・te　Aσas　Aσ（λ）・The

equati・n（13）is　a　first・・der　apP・・×imati・n・k　Aσ（λ）・tλ…．A

f’rst・rde・apP・・xim・ti・n・・f　Aσ（λ）bt・finite　va・ue・fλ・λ。　i・

　　　　　　Aσ（λ）＝Aσ（λ・）＋（λ一λ・）llσλ・λ。　　　　（18）

wh・・e　Aσ（λ。）i・the　sp・et・a・fact…f　Dl　D。λ2－B；Bq　Bli　Br

and　dAσ／dλatλ・λ。　is　given　as　the　s・luti・n・f　the　p・lyn・mial　equati・n・

（：；’）Aσ（λ。）＋A9（λ。）ぼAσ）・2λq　Dl　De　　』（19）

where　dA♂dλ，　Aσ（λ。），　D。∈P（z－1）．　Den・te　these　p・ユyn・mia・s　as

　　　　　　　　　　　　Aσ（λ。）・a。＋alz－1＋…＋anz鱒n・　　　　　（2・）

　　　　　　　　　　　S　Aσ・㌔＋Vl・一1＋…＋㌔z脚n　　　　「（21）

　　　　　　　　　　　　bl　De・dnz－n＋…＋d1・．1＋d。＋dl　z’＋＿＋dn　zn　　（22）

Then　the　equati・n（19）is　equivalent　t・the　linear　algebraic　equati・n・

where㌶，；1∵ご，Vn）T，1・（d。，　d1，…，dn）Tl　「（23）

　　　　　　　　　　　　ΣニΣ1＋Σ2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，ao　　　　・　an、　0

　　　　　　　　　　　　Σ、＝　0∴al　　Σ2－an一ゴ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　’　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。　　　　、、　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　げ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　も
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　，　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　＼　　　　　　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a。　al…an　　　　　　ao・・…an－l　an

The　c・efficient・・f　dAσ／dλ・tλ・λ。　are　gi・en　by　the　s・luti・n・f（23）・

　　　　　Dependをnq　up・n　the　apPr。ximati・n一（・8）”廿1e　matrix：r23。f（・2）

is　apProximated　as：

　　　　　　　　　　　　r23＝θi＋（λ一λ。）θ2　　　　　　　　　　（25）

where　e、一丁・ep（Aσ（λ。））§Rn2xnh・andθ2－T・ep（dAσ／dλ1λ＝λ。）εRn2㌔y　

sUbstitution　of　（25）　in’し。’（12），　the　approximation　of　（工2）　becomes

一　7　一



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r．一xrd）x＝o　（26）
where　rc＝〔r2、ir22ユー（θエ％θ2）r、3〔r、、lr⊥2〕and　rd＝θ2rエ3〔r、、lrエb〕・

Abetter　approximation　of　the　solutiorl　of　（12）wil］．　be　Obtained　by　so工v工ng

the　generalized　eigenvalue　problem：

　　　　　　　　　　　　　　　　rrFr　x－xTCFr．　x　（27）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　’一　’”d－d　　　　　　　　　　　　　　　　　d

These　proposaXs　are　fo：rmu工ated　as　a　new　a：Lgoritm：

Algorithm　3：

　　　　　step　z）　set　k＝O　and　Xo・

　　　　　Step　2）　Obtain　Ao（Xk）　by　the　spectral　factorization　of

　　　　　D＊D　X2　一　B“B　B＊B　e

　　　　　　ee　qqrr
　　　　　Step　3）　Obtain　dAu／dX　at　X＝Xk　by　solving　（23）．

　　　　　Step　4）　Solve　（27）　and　obtain　X．　Set　k＝＝k＋1　and　Xk　＝X．　ZE

　　　　　IXk－Xk一“　is　sufficientZy　smalX，　the　optimal　X　is　obtained．

　　　　　Othewise　go　to　S　tep　2．

　　　　　The　optimality　of　X　obtained　by　Algorichrn　3　can　be　explained　as

follows．　Equation　（26）　can　be　expressed　as：

　　　　　　　（〔r2、lr二2レθ、rエ3〔r、、lrエ2〕）x＝（λ一λ。）Q2r、3〔rエェ｛rエ2〕x　　　（28）

and（27）i・・btained　by　mu・tip・ying（26）t・the　right。f　rΣ・エf　1λ・一・λ。1　：・’

clea：rly　the　equat土on　（28）　agrees　with　t：he　originaコ．　equation　（12）．　Therefore

when　Algorithm　3　converges，　the　equation　（27）　becomes　a　necessary　condition

for　the　outginal　equation　（12）　to　be　satisfied．

　　　　　Aigoritm　3．needs　onZy　the　vaZue　of　X　as　the　starting　point，　whereas

a　Newton　Raphson　method　o　f　Algoritm　2　needs　not　only　the　value　o　f　X　but

aエs。GanδHa・the　starting　P。int．　Numerical　exampエes　sh。w　that　Alg。rithm　3

converges　for　a　wide　interval　of　X　which　includes　X＝・oo　in　most　cases．　Therefore

the　starting　point　of　A　can　be　obtained　by　applyj－ng　St，ep　1　of　Algorithm　2．

Xf　Aigorit17m　3　does　not　converge　for　X＝co，　a　finite　xo　can　be
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set　in　SVep　1　alternati▽ely・エf　Alg。rit㎞2d・e・n。t　c。n▽erger　Alg。rit㎞2

does　not　give　another　starting　point　and．　fails　to　obtain　the　solution．

5．　　Numerical　E×amρle

Consider　the　case：

A一二（エ÷2z－1）（・一2z－1），B一　一z口1（・一4z口1），A一、；B一、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　　　　q

A，・4－z－1 CBド（・＋2z一’）（・一2・脆’）

ム

：P　is　an　8　×　6　mqtrix　and　the　generalized　eigenvalue　problem　need　to　be

solved　fo「a5×6mat・i・・The　sequence・fλk　are　given　in　Table　1・

Othe「examp’es　a’so　show　th・tλ・may　bg　a　g・・d　apP・・×imati・n　andλk

will @eonYe．「ge一・only　after　a　few　iterations・　　The　Euclidean　norm　of　the

following　veσt・r　is　ad・pted　as　the　inde×・f　tりe　accuraey・f　the　s・luti・n

λ・9・and　h・This　vect・・is　the　difference　between　the　left　and・ight

handside　of　（11）　after　substituting　9，　h　and　f　into　（11）　where　f　is

・btained　f・・m（10）．　In　this　e・ample　this　n。rm　bec。mes　O．2×10－14．

The「elation　betweenλand・。（λ）・the　e・efficient・f　Zo・f　Aσ（λ），　is

illustrated　in　Fig・2，　which　sb・w・that（14）is　a　g・・d　apP・・．imati。n　f。，

・wide　interva・・fλa・’ Eund　X。・The・the・c・efficients　a・s。　sh。w　this

tendency・The　relati・n　between　the・ptimality　indek　E　andλis　illustrated

i．　n　「ig。　二5・

6．　Conclusion

　　　　　An　algo；ithm　to

probエem　is　proposed．

soZve　tihe　polynomiaZ　equation　in　H6，　opt±mization

The　solution　can　be　obtained　by　solving　generaZized
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eigenvalue　pxoblems　iteratively．　This　algorithm　is　automatic　and　does

not　need　tria．1　and　error　of　the　bisection　method　which　is　used　in　（1）r

〔2〕．Numerica・examp・es　sh・w　that　it　wエエユ。。nverge　after。n・y　a　few

iterations．　Therefore，　the　algorithm　is　much　less　computationally

demanding　than　these　me　thods．

　　　　　The　algorithm　is　easy　to　implement．　The　matntx　used　in　the　eigen一．

value　pacoblem　is　diacectly　related　to　the　coef£iCientS　Oi　Arr　A曹煤@Ar，　B

of　the　weights　of　che　perfo）mance　index　and　tine　unstable　factors　A　and

B－@of　the　plant．　　工t　：Ls　necessary　tO　so：Lve　the　eiqen▽a：Lue　prob工em　and　a

Zinear　equation　and　to　factorize　one　poZynomial　in　each　iteration．

　　　　　From　the　above　numerical　advantages，　che　algoritm　can　be　also　used

as　the　online　tuning　algorithm．
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The　relation　between　the　optimality

ith

　　　　　　　　一’S
　　　　A　XiO

index　E　and　X

λ0 一工工． 459 ユ．47 543 952 44

λ1 一丁丁． 482 920 866 057 22

λ2 一ll． 482、 920 968 751 89

λ3 一1工． 482 920 968 75ユ． 89

Table　1 The　sequence of　X
　　　　k
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