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1。　1魏troductioη

　　　　　　　　Sensitivi葱y，　stabili奮y，　and　disturbance　attenuation　are

i翔portant　properties　whicぬ　sh◎uld　be　considered　in　any　feedback　control

design．　　Tねese　are　ca五1ed　feed勧ack　properties　and　ca盤　be　quaPtified　by

t滋e鷺。。．n◎r魏・fas鰯iti》i亀yfu聰Cti・nSand／・rac・即le田e・ta・ry

sensitivity　fun6ti。澱丁［11，［2L【31．　It　is　desired　t。・establish　a

co聰troユ　theory　abou豊　土he　鵬ini瑚i21ation　of　HoQ一聡or田　type　cost　functio蕊　of

S翻dT。

　　　　　　　　Since　Za鎚es　polnted　out　tぬe　i加portance　of　Hcく）　norm　a聡d

considered　the劃einimization　of　max　l　V（jω）S（jω）lfor　a　siη91e－input
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠

sin91e－outPut　continuous　ti皿e　system　　【41，　　there　ぬave　bee11　趣any　studies

rep。rted〔3L【5H91．　In’ Dthese　studies　a　f帥differe勲t　apPr。aches　are

；epo「ted　c・「responding　t・tぬe　matbe鵬tical　t・・1s；interp・1ati・麗tぬe・ry・

fu澱ctio取al　aηaZysis，　or　a　po三yno颯ial　apProacぬ．　　1聡　tぬis　paper，　the

po！yng蹴ia1　apProach　is　exa憩ined　for　a　single－input　single－output

discreもe　ti瑚e　syste厘．

　　　　　　　　P・脚al　ap野島is　first　t御byK騨ake－kand　be　s。1ved

tぬe面i罰i瑚i2atio灘pmbユe躍of　Jco摺鵬x｛Q｝曲ere　Q竃　I　V（」ω）S（」ω）12＋
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼヒ

四（」ω）T（」ω）12f・r　a　si罰gle畑ut　single一・utput　c・ntinu・us　ti皿e

syste鋤　【31。　　Tぬe　opti’翻賦鵬　controユ1er　is　give勲　as　the　co勲troユ1er　Nhich

mi　ni趣izes　λ　　i1！　tぬe　　class　of・equalizing　controllers　”ぬich　satisfy

Q（s）躍λ2　　”i鳶ぬ　土｝le　stability　condition　of　も童1e　closed　looP　syste団．

Tぬe　solution　is　reduced‘to　tぬe　solutio聰　of　a　Polyno怨ial　equaもio聰，　and

亡lhe　existe聡ce　of　the　so互ution　was　sぬ。習n．　　Gri皿ble　solved　tぬe　proble田　by

e皿bedd醜tぬe　H。。・pt加iza念1。n　pr。ble加in　tぬe　fra瑚ew。rk。f　LQG。pti面a1

亡。η亡rol　prob王e橘．　　Tぬe　solutio鶏　also　reduced　to　the　solution　of　another

polyno団ial　equatio腔　but　the　existence　of　t｝ke　solution　麗as　取。も　sぬ。騨盤　［8］．

丁恥e　rela㌻i◎聡　between　わot｝篭　τesults　is　盤ot　clear。　　A　鵬u三ti－input　面uユti－

output　case　is　reported　iη　【11】。
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　　　　　　　　In　this　paper，　the　optimization　problem　is　sglved　fer　the

discrete　time　case　of　（31　fo｝lewing　the　idea　ef　［8］，　and　it　is　shoNn

that　tぬe　p・1撒1a1　eq緩ati・n　c・rres剛ing　t・that・H31　ca仙e

derived　straightforNardly　from　the　equatien　ebtained　fer　the　LQG　eptimal

co跳trol　proble頑。　　Tぬe　existe罰ce　of　t量垂e　so】Lutioll　is　also　s｝夏。騨n。

　　　　　　　　In　Sect2en　II，　the　H．．　eptimal　contrel　preb1em　is　derived．　ln

Sectien　III，　a　ficticious　LQG　optimal　control　problem　correspending　te

亡ぬe　HoDoPもi恥al　Control　proble田　is　introduced，　a顔d　then　t｝塾e　Hc，＝）　opti鎚al

control　problem　is　solved　by　applying　the　LQG　optimal　control　solution．

In　Section　IV，　the　relatien　between　the　obtained　equatien　and　tha・t　of

［31is　exa珈ed・．ln　Secti・n　V・tぬe　existence・f　the　s・luti・n　f・r　the

equation　is　proven．

駕otatio聰

Rnxm　space　of　nxm　real　matrices

P（z－i）　space　of　pelynemials　ef　z“t　with　real　coefficients

deg（A）　degree　of　A　（i　P（z－i）；　the　largest　integer　i　for　Which　ai　itO

　　　　　　　　where　A（z－i）＝ae＋a・i　z－i＋　．．．　＋　anz一

＊　adjoint　of　a　rational　function　of　zhi；S“（z－i）＝S（z）

＋，O，一　superscripts　＋，　O，　一一　denote　that　the　zeros　ef　the　peEynemial　are

　　　　　　　inside，　on，　or　outside　the　unit　circle，　respectively．

strictly　Hu’rNitz　A　（！P（z－i）　is　called　Strictly　Hurwitz，　if　all　the

　　　　　　　zeros　of　A　are　inside’the　unit　circle　t　z　l＝1．

Hurwitz　A　E　P（z－i）　is　called　HurNitz，　if　all　the　zeros　of　A　are　inside

　　　　　　　or　on　the　unit　circle．
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II．　　　　H，，ゆ　 ◎pもi鵬a豆　COPtrol　probユe鵬

　　　　　　　　Con＄ider　the　single－inpqt　single・一〇utput　discrete　time　system

shewn　in　Fig．　1，　The　transfer　functiens　of　the　plant　ana　the　cantreller

猷re　give鷺　by

　　　　　　　　G（Z一　1）需　欝審・÷｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　　　H（Zh．1）　富　饗詩乏多1：s・3「　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

respectively．　A，　B，　Ah，　Bh　c・　P（z－i）．　The　plant　is　assumed　to　be　free

ef　unstable　hid（len　modes．　The　sensitivity　functien　S　and　the

complp．mentary　sen＄itivity　function　T　are　gi 凾?氏@by

　　　　　　　　S＝1／（1＋GH）　a職dT器αHノ（1や｛｝H）　　　　　　　　　　　　（3）

respectively．　Consider　next　the　Hnv－norm　type　cost　function：

　　　　　　　　」，＝rc，　謬　sup　　　　　｛V．　VS．S　÷　W噛冒丁噸丁｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　lzl講1

The @wei9ぬ「ts　V　a灘d　響　a「1∋

　　　　　　　　v・1藩学　一・辮　　　（5）

where　Av，　B．，　A．，　B．　E：　P（z“一i），　and　A．　and　A．　are　Hurwitz　and　have

simp1e　pele＄　on　the　unit　circie．　This　cost　functign　corresponds　te　that

◎f亡he　c・nt撫・us．舳case・f【31・TLe　H・め・pt加al　c・n伽1　pr・ble朝is

to　obta1醜　a　co！一層ro1五er　whic｝L　謡i　nj翔i21es　J（．ゆ　u1監der　the　co簸stralniし　t甑at　the

cie＄ed　leop　＄ystem　is　＄table，

Note：　A　dual　perforneance　index　of　［8｝　can　be　represented　in　the　form　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一4一



（4＞　駆here　V嚇V　＝　正（AwAdB）．（A騨AdB）1－1L歪　and　”ψ騨　＝　【（A騨凸dB）・（且“AdB）1口1L2．

Therefore　if　B　has　ne　zeres　on　the　unit　circle，　i．e．　B　＝　B“B一，　then

A．　and　A．　gf　（5）　can　be　chosen　strictly　Hurwitz，　i．e．

Aw　＝　A．　＝　Aw　Ad　B＋（B”）“z－n　and　Bv’By　＝　Lt　and　Bw’Bw　＝　L2．　Thus，　the

results　of　this　paper　such　as　the　existence　of　a　solution，　which　is　not

proved　in　t81，　can　be　applied　to　the　preblem　of　181，　if　B　has　ne　zeros

en　the　unit　circle．

lll．　Solution　ef　Hco　optimal　control　problem

　　　　　　　　In　the　following，　the　argument　z－i　is　often　omitted　for

simplicity．　The　next　lemma　iinks　the　Hoo　optimal　centrol　preblem　and

LQG　eptimal　control　problem　（3］，18］．．　t

Le塵猶a　1　［8】

　　　　　　　　Consider　the　auxiliary　problem　of　minimizing

　　　　　　　　J＝（112zj）　eF　Q（z－t）Z（z－t）z－i　dz　（6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lzl錦1

Suppose　that　for　some　real　rational　Z（z一’j）＝　Z“（z“i）　〉　O　on　l　z　l＝1　is

minimized　by　a　function　Q（z－i）＝Q’（z’i）　fer　which　Q（z’t）＝il．2　where　a　is

a　real　constant．　Then　this　function　also　minimizes　sup　Q（z－i）．　一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12：1蹴1

　　　　　　　　Then　the　n’ext　ficticieus　problem　can　be　intreduced．　The　system

is　given　in　Fig．　2　where　g．　is　a　white　noise　with　zero　mean　and　unity

spectrum．　Aa・　E　P（z’i）　and　Bo　E　P（z－i）　are　assumed　to　be　strictly

Hurwitz．　The　cost　functien　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－5一



　　　　　　　　J”（1／2n」）tF｛V“V¢ee＋W’W¢yy｝Z””dZ　’　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ご；零重

臨ll，a部e瀦；lneもll蹴Φ1∵盤1繍eal　pect騨

　　　　　　　　Φeの瓢S・SΣΦ＄sa聡dΦリリ＝T・TΣΦss　　　　　　　　　　（8）

where　£kBch’B（rN　（Acet’Aen）一i　and　op　ss　＝1　by　assumptign．　By　substituting

（8）　into　（7）　obtain

　　　　　　　　J＝（Y2nj）　S；　｛V“VSptS＋WWT・T｝Zz－i　dz　（9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；Z：1照1

From　（4），　Zdentify　Q　＝　V‘VS’S　＋　W’WT’T　so　that　（9）　strictly

correspends　te　（6）．

　　　　　　　　The　co魏tro1ユer　”ぬich　網i聡i瑠i2es　J　of　（9）　subject　to　the

c6nstraint　that　the　c！osed　leep　system　is　stable　is　found　by　solving　the

LQαopt’醗aユco湘五P「ob’e遜． @Tぬe　so1伽’s脚e醐the酬ﾓ●

Theore纐　　1

　　　　　　　　1ntroduce　factorizatlons：

　　　　　　　　A．’鰍a謡B。塗佛　　　　　（1。）

丁田。＿ac土。rD‘p12つis＿dby

　　　　　　　　D’D＝Av’Av　Bw’Bw　＋　Aw’Aw　Bv“Bv　’（11）

where　D　ls　asszamed　to　be・＄trictly　Hurwitz．　lntroduce　the　polynemiai

equatiozzs　evith　respect　tg　Xi，　Yi，　Zi　E　P（z一’i）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一6一



　　　　　　　　DゆB’2’『η2X竃　＋　Zi《v　Acrk　　＝　　　BvゆBv　A創噸B一．《い申Bσ、　ZN　113　　　　　　　　　（12）

　　　　　　　　DゆA旧z－n2　Y・亜　一　Z1轟輔Aσ、　　＝　　　Bり卓B，，，　A一．B一ゆAvゆBσ㌧2昂n3　　　　　　　　　　（13）

If　n2．　＝　deg（D）　and　n？．　’＝　deg（DA’B“’），　equations　（12）　and　（13）　can　be

solved　fer　the　unique　minimal　degree　so］utien　with　respect　to　Zt（　a

selutien　Zt　which　satisfies　deg（ZD〈n3　always　exists　and　is　the　unique

鵬i難i西al　degree　solution）．　　Hence，　tぬe　oPもi蹴al　controller　”｝墓ic溢　鎚ini雄i2es

（9）　is　given　by

　　　　　　　　H　＝　（Be　B＋　A．　Y，　）一i　（Ae　A＋　A．　Xi）　（14）

and　the　’minimum　value　of　the　csst　funCtion　is　given　by

　　J搬i．＝（1／2πj）　6　｛＿ZL二ZL＿＿＿＿＋　旦過L』しこ旦xΣ｝2一コdz　（15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　izi－i　D’DA一“A”‘B一“B”　D’D
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　凹

Proof）　Appendix　A．

　　　　　　　　The　proof　ef　Theorem　1　is　similar　to　that　of　Theorem　3．1　of　［8］．

The　different　points　are　that　the　factorizations　of　A　and　B　in　the　form

of・　（10）　are　introduced　for　the　exact　proof，　and　that　attention　is　given

te　reducing　the　degrees　ef　the　coefficient　polynontals　and　the　unknown

pelynomials　in　the　derivatien　of　（12）　and　（13）．　This　simplification

is　necessary　te　show　the　relation　between　this　thecrem　and　the

Kwakernaak’s　condition　in　Section　IV．

　　　　　　　　Applicatien　of　Lemma’　1　and　Theorem　1　gives　the　next　Hco　optimal

control　solution．
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Theore働　2

　　　　　　　　Let　D，　n2，　and　n3　be　defined　as　in　Theorem　1．　Assume　that

D’D，ti2　一一　B．’B．B．’B．　is　positive　on　i　z　1＝1，　and　that　there　exists　a

soiution　（X4，　YA，　Zt一，　Ae　i，　A．）　which　satisfies

　　　　　　　　n“DB陶2繭n2Xa　｛・Z1｝AvAσ、！　　器　　　BvgB、’Aり曝21g口2rn2　　　　　　　　　　「　（16）

　　　　　　　　DゆDA”2一れ2　Y4　－　Z！申A』，　nひ1　　＝　　　B偲噛Bu　AvゆZ1　s－2’η2　　　　　　　　　　　　（17）

　　　　　　　　Aひ，・Ae　1・bつλ・．B、，・B。B。・Bv　　　　　　（18）

where　deg（Zi一）　〈　n3，　Zi一　has　all　i”ts　zeros　outside　the　u．nit　circle　or

c・nstant・Aひ1・is　strictly　Hur騨it2・Z1ボ・（zt　一’）’2需n・and盤べdeg（Z・一）・

Then　the　optimal　controller　which　minimizes　（4）　is　given　by

　　　　　　　　H　＝　（Be　B＋　A．　Y4）一一t（Ae　A＋　A．　X4）　（19）

翻d伽蹴ini－alue・f　J・・isλ2・「

Proot）　Appendix　B．

1V，　Relation　to　Kwakernaak’s　equation’

　　　　　　　　K騨aker爺aak　Co距sidered　t甑e　cユass　of、Co聡trollers　”hiC蝕　satisfy

Q　躍　λ2　and　obtained　tぬ』　co麗troller　騨ぬich　加ini皿i2es　λ　　騨ith　coηditioη

that　the　closed　loop　system　is　stable．　Optimality　Nas　preved　by

applying　the　continuous　time　case　of　Lemma　1　t31．　’Grimble　considered

tぬeclass・f　c・簸tr・11ers繭ich　are　tぬe　s・1慮・n。f　LQG・pti田a1　C・ntrρユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一8一



probiem　and　ebtained　the　centroller　which　satisfies　Q　＝　1．2　depending

upon　Lemmal．　Theorem　2　was　derived　following　Grimble’s　idea　for　the

discrete　tiine　case　of　Kwakernaak’s　preblem．　The　relatien　between

Theorem　2　and　the　result　of　［3］　is　clarified　by　the　next　Lemma．

Le崩a　2

　　　　　　　　Equation．（16）　and　（17）　is　equivalent　te

　　　　　　　　AwB■X4　＋　ハvバーY4　　－　Z竃s隔　＝　　0　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

　　　　　　　　Bw　Pt　B騨Ay申B－2－n2×4　－　Bv．Bv　A』，巾ゑ一z－n2　YA　＋　Z裏一Aσ覧1　＝　0　　　　　　　（21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

Proof）　農ppeηdi瀦　C．

　　　　　　　　From　Zi　s一　＝　（Zi一）’z一”4，　（21）　is　represented　as

　　　　　　　　B、”←Bw　Av巾B－2rη2×4　－　Bv．Bv　Aぜ巾且鼎2－n2　Y4　＝　一　（Zl　8一）．2艘n弓Aσ、1　（22）

By　setting

　　　　　　B榊＝α2，凸v謬　β1，B一＝ψ＋，　X4＝ξ，BV冨α1，A彫岬＝β2

　　　　　　A一・φ．，γ、・θ，Zl　s一・X，Aひ、・λπ．，Z1一・X・「（23）

the　equatiens．（3．8），　（3．15），　and　（3．16）　of　［3］　are　obtained　from　（18），

（20），　and　（22），　and　vice　versa．　Thus　the　exact　cerrespondence　between

these　polynomial　equations　are　shown．

　　　　　　　　The　abeve　results　can　be　summarized　as　the　next　theorem，　which

is　the　alternative　representation　of　Theorem　2．
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Theore層3

　　　　　　　　Let　D，　n2，　andl　n3　be　｛匿efi巖e｛愛　as　in　T｝墓eore鎚　ユ．　　Assu観e　tぬat

D’DA．2　一　BN’BwBv’Bv　is　positive　en　i　z　l＝1，　and　that　there　exists　a

solution　（X4，　Ya，　Zi一’，　Acrh，　，k）　which　satisfies

　　　　　　　　Aw　B－X4　＋　AvA－i－Y4　一　Zi　s一　＝　　O　（24）

　　　　　　　　Bw申Bw　Av“B帥z韓nz　XA　－　Bv．Bv轟鱒申A－2一「、2　Y4　＋　Z1一’Aζ卜1　＝　0　　　　　　　（25）

　　　　　　　　Aひ1噸Aσ、t　　＝　DゆDλ2　－　B脚．Bw　BvゆBv　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）

騨ぬere　deg（Z！一）　く　n3，　Z1一　ぬas　aユ1　its　zeros　outside　the　uηit　circle　or

constant，　Acb　is　strictly　Hurwitz，　Zi．一　＝　（Zi一）“z一”．　and　n4sdeg（Zi“）．

丁駐en伽・窒秤ﾁal　c・nt「011e「舳i伽ini斑i2es（4）is　give油y

　　　　　　　　H　＝　（Be　B＋　A．　Y4）一一t（Ae　A＋　A．　X4）　（27）

and　the　minimum　yalue　of　Jco　is　a．2．　一一

V。　　E器iste駆ce　of　a　s◎iutio聡　of　the　Poly聰。鎚ial　equatio翁　iη　Tぬeore廼　3

　　　　　　　　Censider　first，　the　permitted　range　of　A，．　Since　D　is　assumed

to　be　strictly　Hurwitz，　there　exi＄ts　a　valde　of　，R．　which　satisfies

DゆDλa　－　Bω・BwB、、曝Bv　≧　　O　for　a1夏　z　o籠　　12t＝1．　　Denote　t｝塞e　皿ini皿u趣　value

of　 意　λ　l　as　λ又　，　i．e●

一10一一



　　　　　　　　　λ父＝．

This　shows　that

affected　by　the

　　　　　　　　Fer　1　A

Hurwitz　factor

A　coincides　with

cannot　be　applied

　　　　　　　　Th　e

Theorem　3　is

yields：

　　　　　　　　　　B一　X4

　　　　　　　　　　A願Y4

Fro画　this

　　　　　　　　deg（X4）

　　　　　　　　deg（Y4）

Since　deg（Zi一）　〈

deg（Zi’）　S

　　　　　　deg（X4）　5

　　　　　澱ax

》1鶏莞2π
mhmax　BwBwBvBy／（DD）

　　　　　　　　斑ax　　　　　V・V秘略騨／（v・v　＋　w・w）

　　　　　es　esz
　　　　　z　＝　ejg

　　　　Ag　is　determined　by　the　welghts　V

　　　　syste廼pa「a皿ete「s働d　B・

　　　　1＞kk　Ao　i　can　always　be　well－defined

　　　and　Theerem　3　can　be　applied．　When

　　　　　　‘A．A　，　Aet　t　cannot　be　strictly　Hurwitz

　　　　　　in　this　special　case．

existence　of　a　solution　fer　the　pelynomial

　exa田ined　ne潔t．　　So1▼i麓g　（24）　a轟d　（25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Bv．Bv　A鳳尋歌z－n2　’　　　　Av

　　　　　　　　　l

　　　　　　　　b7Dz一　n2

　　　　　　　　　　　　　　　　　Bw’Bv，　Av’z一”2　“一　Aw

equality，　the　degrees　of　X4　and　Y4　need

　　　　　　≦degくZド）一deg（B隅）一罰瞳in（deg（A・）

　　　　　　S　deg（Zt一）　一　deg（A一）　一　min　（deg（B．）

　　　　　　　　n3　frem　Theorem　3，　the　degree　of

　　deg（DA－Bう一1．　Thus　the　degrees　of　X4，

　　　　　　　nxξ藷deg（A一）　＋　皿ax　（deg（轟v），　deg（Bv））

　　　　　　　　　　　　　（28）

and　W　and　is　not

　　　　　as　the　strictly

the　eptimal　value　of

　　　　　and　Theerem　3

　　　　equations　in

fer　B’x4　and　A－Y4

Ziゴ

　　　　　　　　　　　　　　（29）

一ZドAひ1

to　satisfy

　，　deg（B．））　（30）

　，　deg（Av））　（31）

　Zi一　is　bounded　by

Y4，　and　Zi－satisfy

　　　－1　（32）

一一 P1一



deg（Y4）　一s”｛　ny　stdeg（B一）　＋　max　（deg（A．），　deg（B．））　一一　1 （33）

deg（Zi　一）≦n途deg（《う＋deg（Bう＋翻ax（deg（A。Bの，　deg（A。B。））一工（34）

The　next　theorem　corresponds　ta　Theorem　1　of　［3］．

τぬeore窟　4

　　　　　　　　a）　For　1　A　g　k　1．A　the　polynemial　equations　（24），　（25），　and

（26）have　a伽ily・f　s・1uti・聡sX、，　Y∴Zド，　Aか，，弱ithdeg（X、）≦n。＋1，

deg（Y4）　S　nv．　＋1，　and　deg（Zt一）　＝　nz＋1，　unique　within　multi“plication　by

a　continuous　function　ef　a．，　whose　coefficients　ar’ ?@continuous　functions

of　，1．，　such　that　1　A．　1　sufficiently　large　the　polynomial　Zi＄一　has

degree　nz＋1　and　has　all　its　zeros　inside　the　unit　circle．

　　　　　　　　b）　Let　Zi　s＋・xA　and　Zis－xA・be　the　solutions　Zi．一　ef　（24），　（25），

a罰d（26）騨itぬdeg（Zls唱）需nz＋1　forλ　言　λA．　a蹴d　λ＝一λ又　，

respectively．　Suppose　that　Zi　s＋xft　and　Zis－xA　have　at　］east　one　zero

outside　the　unit　circle．　Then　there　exists　a　A．　with　t　；t　1　＞AA　such

that　deg（X4）　S　nx，　deg（Y4）　S　ny，　deg（Zi一）　5　nz　and　Zi　s一　has　ail　its

zeros　inside　the　unit　circle，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

Preef）　Appendix　D．

　　　　　　　　Nete　that　the　ceprimeness　of　Av　and　Aw　is　assumed　in　［3］　and

this　assumptian　is　net　required．　Theerem　4　can　be　proved　without　th’is

assumption　by　slightiy　changing　the　preOf　of　Vemma　A．1　of　［3］．　Also

note　that　there　is　no　restrictions　en　the　degrees　of　Av，　Aw，　Bv，　Bw，　A，

and　B　whereas　there　are　some　restrictions　en　these　degrees　in　［31．

義saresult糖e　degrees　of　tぬe　unknown　po1聾。厳a互s　X4，　Y4，and　2ドare

一12一



　given　in　a　more　general　form　as　（32），　（33），　and　（34）　than　those　of　［31．

　　　　　　　　　The　proof　of　Theorem　4a　is　exactly　t’he　same　as　the　last　haif　of

　the　preof　ef　Theerem　la　of　［3j．　The．first　half　of　the　proef　ef

Theorem　la　of　［3］’ 堰吹@not　necessary，　because　the　factorized　form　（25）　has

already　been　obtained．

　　　　　　　　Theorem　4b　assures　that　if　Zi　s＋xA　or　Zi　s－xn　have　at　least　ene

zere　outside　the　unit　circle，　there　exists　a　selution　which　satisfies

the　cendiiion　of　Theerem　3．　This　means　that　a　centreller　can　be　found

Nhich　gives　Q　＝　，1．2　in　the　class　ef　LQG　eptimal　controller　where’ `oN　and

BoH　are　parameters，　so　the　Hoo　optimal　control　selution　is　also　the　LQG

opti団al　control　solution　for　apPropriately　chosen　Aひand　Bσ㌦．

　　　　　　　　Consider　the　case　that　Zi　s＋xg　and　Zi　s一一xA　have　all　their　zeros

inside　the　closed　uni．t　circle．　Since　the　zeres　ef　Zis＋xR　on　the　unit

circle　are　cancelled　in　the　equations　（24）　and　（25）　as　shown　in　the

pr。。f。f　The。re趣4b，　it　ca肋e　assu憩ed　that　the　s。1uti。h　2，ゴ。f（24）’

（25），　and　（26）　is　strictly　Hurwitz　and　deg（Zis一）　S　nz＋1．　The　min．imum

value　，R．A　can　be　attained　by　this　selution，　because　the　selution

satisfies　Q　＝　12　and　the　poles　of　the　closed　loop　system　are　the　zeros’

of CZi＄’．　This　result　cerresponds　to　Theorem　2　of　t31．

　　　　　　　　The　above　results　can　be　summarized　as　tolEows．

7日目ore編5

　　　　　　　　a）　lf　Zis＋．xA　or　Zi　s－xft　have　at　leas’t　one　zero　outside　the　unit

circle，　the　H。。　opt加al　controller　exists　and　is　giveηby　Tぬe。re団3．

　　　　　　　　b＞　　If　Zi3＋一階　and　Zi＄＿入交　have　all　t量！eir　2eros　i聰side　t血e　closed

unit　circle，　the　minimum　value　of　l　A　l　is　，1．k　and　the　Hoo　eptimal

controller　is　given　by　H　＝　（BeB’A．Y4）一i（AeA“AwX4）　where　X4　and　Y4

are　the　solutions　ef　（24），　（25），　（26）　with　A．＝A．ft　and　deg（Zi一）　S　nz＋1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一13一



Vi11，　Conclusion

　　　　　　　　Firstly，　the　LQG　optimal　contrel　preblem　is　selved　where　much

attention　is　paid　to　decreasing　the　degrees　of　the　coefficient

polynotuials　contained　in　the　polynomial　equations　and　to　the

factorizations　of　A　and　B　（Theorem　1）．　Then，　the　H．．　eptimal　contrel

preblem　is　solved　by　using　the　LQG　optimal　contro1　solution　with　the

same　attentien　to　degree　（Theerem　2）．　Secondly，　it　is　shown　that　the

selution　of　the　obtained　polynemial　equation　agrees　with　that　of

K燃ernaak・s（The。re鵬魑 R）．　Whereas　Kwakermak　dete耐Ped　tぬe　f。m。f

the　controHer　by　several　insights　to　transfer　functions，　in　this　paper

thg　form’can　be　determined　straightfqrwardly　by　the　LQG　optimal　control

solution．　Lastly，　the　existence　of　a　solution　of　the　equation　is　proved

under　a　less　restractive　cendi．tien　than　that　of　Kwakernaak　abeut　the

c・pri聯ess・f　the　p・ly難・血ial　den・田inat－f　the纐ts　in　tぬe　c・st

’function　and　the　degrees　ef　the　coefficient　polynomials　（Theerem　4　and

Theorem　5）．
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Appendix　A　（　Proof　of　Theorem　1）

　　　　　　　　Define　F　as　F　一一一　N（2＋HG）’一a，　then　S　＝　1－GF　and　T　＝　GF　from　〈3）．

J　defined　by　（7）　is　expanded　with　respect　to　F；

J　＝　（1／27x　」） 季　｛（V・・V＋W・のΣG・αF串F－V・VΣG』　F・・

7．．i－t　’　’　一V“V；SGF ＋いVΣ｝2｝巽d2

By　setting

雑咽会（いv＋w・のほゆG

N嘱会．Σ

U毒いVΣG’

（A．　1）

（A．　2）

（A．3）

J　＝　（1／2nj） 5｛αF珂
zl霜i

一　＿U＿，）（麗F圃　一　　U　＿，）・

N’　N“

　　＋いvΣ

　　麗咽●

一　U・U
　　『肝欝

｝zM　i　dz

Define　D．　and　Df　as

D．　＝　DDb　Be and Df　＝　Da　Ae　Bct （A．4）

where　strictly’ gurwitz　spectral　facter＄　De　and　Db・are　defined　by

亙）a巾Da　竃　（A＋《騨）．（A命A髄）　and　Db◎Db　＝　（B＋B陣）●（B＋B一）。　　Define

M　”　Do／（Av　Aw　A） and N＝Df／（舶ひ） （A．5）

th　en

一y－
M　Npt

随』己趾旦：』s，Lニー
Dc噸Df恥Av　Aσ、　A

The　righthand　side　of　（A．6） can

（A．6）

be　expanded　by　use　of　the　pclynomial

一16　一一



equation：

　　　　Df（；X　＋　ZAAvAdi一　＝　B．’B．　Df’Df　B’A．’z”’”e

顧ere籠窃＝deg（D。Df）and　Dr。謬Df虐D。・z一η。．　Tぬe難，

（A．7）

U　＝　X　＋　Z鞭咽申　ゑA。A（㍗　Dfc
（A．8）

The　1｛；er濃　瀕ドN　is　expa獄ded　as

麗FN＝ 潤Fハ轟㎜面
（A．9）

From　（A．8）　and　（A．9），

麗FN嘲 X￥ボ辺旧跡倒語隅一乱
（A．10）

Further　intreduce　the　polynemial　equation：

Df　o　Y　－　ZBAw　Aaza　＝　B’BAv“Bw’Bw　A’Bex“Ba一・z””o （A．11）

Then　（A．Ie）．becomes

MFN　一U　＝
　　　澱ゆN’ 罷癖灘掬一旛

（A．12）

Fro”　（A．7）　or　（A。11），　Z　has　tぬe　form　：　　Z　＝　Z1（AeBeA＋B＋Bひ）．2－nl　　and

nl　≦≧　deg（AgB2　A＋B＋Bひ）．　　Equations　（A．7）　and　（A．11）　beco加e

Dt，B－z－n2X＋ZtAgA＋A．A．，　＝　B．．B．A．A一．AeB一．A．．B，．　z－n3　（A．13）

D．A－2一η2　Y　－　ZI　BaB→AwAひ　　　＝　　　Bw“BwB÷BeA一一・B一．AvゆBひz・”“n3　　（A．14）

一一
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舳ereη…d89（D）a繭・全dε9（DA一・Bう・Fr・加（A・13）a簸礁14）・x　and　Y

have　the　forra：

　　　　　　　　X　＝　AeA，　Xi　and　Y　＝　Be　B’Yi　（A．15）

Then　（A．13）　and　（A，14）　can　be　slmplified　as

　　　　　　　　DゆB”z－n？X望　＋　ZI　Av　Aσ・、　　＝　　　Bv申Bv　A一著B一日Aw噸Bひ2陣η3　　　　　　　　　　（A．16）

　　　　　　　　D・　A’一　z’一　”g　Yド21A而・B．・B。薮一・B一・A．・B。2一・・　　（＾．17）

By　using　（A．15），　eac｝1　ter認　of　（且9ユ2）　becomes

　　　　　　　　T喰（2）㌔糖蕊無1＞

　　　　　　　　　　　　　　　篇x論〔丁丁論〕　楠語裕〔辮門司

　　　　　　　　T2（z）　　≦≧　　藍＿　　＝　　　一ム＿（豊＋B．．！LN）：一LZ一：くn・層n・）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（盛．18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Df◎　　　D’Db串Daゆ

The　rational　function　Ti（z）　has　all　its　poles　inside　or　on　the　unit

circle　and　the　pole＄　on　the　un2t　circle　are　simp1e，　because　Act・is

strictly　Hurwitz，　Av　and　Aes　are　Hurwitz，　their　poles　on　the　unit　circle

are　simple，　and　the　assumptien　of　the　asymptotic　stabi！ity　ef　the　clesed

ioop　system　guarantees　the　asymptgtic　stability　of　the　rational

functions　in＄ide　the　parenthesis　［　1．　The　rational　functien　T2（z）　has

clearly　all　their　poles　outside　the　unit　circle．　J　can　be　written　as

　　　　　　J・（1／2π」）9｛T1ゆ丁書＋TゲT2－丁霊丁ゼーT1“T2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；zl窩コ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　V・V’Z”一．．iU：LUL一一　｝z一・i　dz　（A．19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H・賊N・閥

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一18　一一



Frem　the　abpve　consideratien　Ti’T？　is　regular　inside　the　unit　circle，　so

（1／2zj）　S）　｛Tt“TL）｝z－i　dz　＝　Ti’（O）T2（O）　＋　a　and

　　　　　　　Iz：＝1

（1／2π」）　季　｛T1τ2つ2餉’1　d2＝Tド（0）T2（0）一α　舳ereαis　the　su皿of　tぬe

　　　　　　lzl胃重

residues　at　the　poles　on　the　unit　circle．　Let　F　be　the　minimal　degree

solution　ef　（A．7）　and　（A．11），　then　deg（Z）　〈　deg（Dfc）　and　Ti（O）＝O．

Since　T2（z）　is　regular　inside　the　unit　circle，　Ti“（O）T2（O）＝O．　Thus　J

bas　the　遡ini団u鵬　value　for　T1器O　fro瑚　（A．1』9），　聾ぬiCh　団eans　that　the

controller　is　given　by

　　　　　　　　H嵩AバtBh＝（YAv）一1XA。

　　　　　　　　　　冨（BaB÷AvY1）一1（AoA＋A騨X1）

and　J　becomes

（A．20）

J

deg（zz）

degree

as　Z2　＝

clearly

value　if

＝（1／2πj）　δ　｛＿ムニる＿＿二＿＋　旦bL：．IBs．』L二旦LΣ｝2一，　d　z　（A．21）
　　　　　　　　　　lzl謬重　　DゆDA一廓A一’B鳳申B一り　　　　　　　　D・D

A　solution　（Xe，　Ye，　Z’ ?j　of　（A．13）　and　（A．14）　which　satisfies

　〈　deg（DA’”B一）　always　exists　and　is　unique，　and　Zg　is　the　least

　representative’of　Zt　modulo　DA－B一，　i．e．　Zi　can　be　expressed

　Z9　＋　D轟一B嚇P（Z・一・　1）　騨ぬere　p（z－i）・is　a爺　arbitrary　poly驚o皿ia1。　　Since

Z・豹21≧ZゼZ・猷he　unit　circle・考・f（A・21）takes　the翻窃u趣

Zi　is　the　minlmum　degree　selution　Zg．　一

一19一



Appendix　B　（Preof　of　Theorem　2）

　　　　　　　　By　Le颯田a　l　the　LQG。pti繊al　c。灘tr。11er細ch　sati6fies

WVS’S＋W’WT’T＝A．2　is　the　Han　optimal　controller．　rhis　equality　can　be

represented　as

F講二缶Dλ、．踊。踊が訟÷二一　．（B・1）

Nete　that　this　equation　can　be　also　obtained　by　setting　the　lntegrand　of

（15）　equal　to　£　L2　as　in　［8］．　・Since　Ach　and　Bcr　need　te　be　strictly

Hurwitz　and　the　deneminator　of　the　righthand　side　ef　（B．1）　has　no　zeros

on　the　unit　circle　by　the　positivity　of　D’DA．2　一　Bw“B．Bv’Bv　on　the　unit

circle・the脚erat・r　Z・canη・t　c・ntain　any　2er・s・漁e　unit　Ci「cle　aηd

s・Z・canbe　fact・ri2ed　arZ・＝Z・＋Zドl　Then伽oseBひas

　　　　　　　　　　　　　Bσ、　躍　Z重←ZIs一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．2）

where　Zi．一一一一A一一　（Zi”）“z一”4　and　n4　，A．一．　deg（Zi一）．　Aar・　is　the　strictly

Hurwitz　factor　defined　by

　　　　　　　　　　　AポAゲB岬’BやA馴（D申Dλ2－B・1　B・　Bv噸B・）　　（B・3）

Define　Xt　iX2Zt“　and　Yi＝Y2Zt’，　then　（18）　ahd　（19）　are　simplified　to

　　　　　　　　D．B一・z一一・n2×2　＋　Zl－A．　AcT．　＝　B．．B．　A一一pt　B一．A．．Zl．一z一一ns

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．4）．

　　　　　　　　DゆA．z一n2　Y2　－　Z重陶Aw　A　Cb　　　＝　　　Bw．BいA“巾B願．Av。Z1　g噂2鱒η3

This　equation　hes　the　same　form　as　（12）　and　（13）　by　identifying　X2，　Y2・，

Z－i一，　Zts“　as　Xi，　Yt，　Zi，　BcrM．　Therefere　if　（B．4）・has　a　solution　with

deg（Zi－m）〈n3　and　Zis”　i＄　strictly　Hurwitz，　the　controller

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－20一



H＝（B・B・A．Y2）一1（解A＋A。X2）is　oPもi加al　fro鵬丁ぬeore口L

　　　　　　　　8㌢　｛玉efi！1i！lg　X2＝X3A一申B－1・2’堕ns　a1コd　Y2講Y3盛一申B騨“2一，15　w｝盈ere

nr，　a　deg（A’一B一），　（B．4）　i＄　further　simplified　to

　　　　　　　　DゆB一’2－T’2×3　＋　Zi一Av　Aσ馬！　寓　　　Bv・Bv　A脚ゆZコ＄一z隔nz　　　　　　　　　　　　　　　（B．5）

　　　　　　　　Dゆ蕊q2噌η2　Y3　－　Zi陶A，尋Aひ1　詔　　　B亀“・Bw　A、ぜ申21　s－2闘「12　　　　　　　　　　　　1（B．6）

where　AcrN　一i　is　the　strictly　Hurwitz　spectral　factor　defined　by

　　　　　　　　　　　Aaza　i’Acx　i　＝　D’DL2　一’Bw’BwBv’Bv　（B．7）

X3　and　Y3　are　shown　to　have’a　common　factor　D　as　follows．　Evaluating

（B．5）　and　（B．6）　at　a　zere　of　D’，　which　is　denoted　z＝zo，　gives

　　　　　　　　Z壌一AvAひ1　ゴ　　　Bv．BvAし“．ZIs－z一れ2　　for　z＝Zo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．　8）

　　　　　　一　Z・i－AwAak　t　＝　Bw’BNAv’Zt．s－z一”2　for　z＝ze

It　follo騨s　fro団　（B．7）　that　《ひ1．菖ひ1　＝　　一　Bw嘩BuBvゆBv　　for　2＝20－1，　and

　　　　Z1一廟Av“Aσ、1駒　＝　ZI　s－zn8　AvゆAひ1‘b　旨　BvひB＞Aw　Zi蝿2η2←ne　　for　2＝Zo一1

　　－　Z1一巾Aw崩Aσ、1申　＝　一ZI　s－2γ56　Aw孕Aひ1申　＝　B口争Bw轟vZ1－zη2＋n6　for　z＝2c－1

where　n6　＝　deg（Zt一）．　Substituting　in　（B．5）　and　（B．6）　gives

　　　DゆB一一z一「響2×3Aひ1の　＝　Bv串Bv（Z1一AvBw喫B、導＋Av，・ZI　s－z一れ2　Aσ・1．）＝O　　　for　z＝2c－1
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DゆA－z一』n2・Y3《α、1申　富　鼠ぜ“Bw（一Z1一・A騨B》“Bv＋巖v顧Z1＄卿2｝n2　Aα．1。）＝0 for　z＝z．一t

It　fellew＄　that　X3　and　Y3　have　a　cemmen　factor　D，

Y3一一DY4　and　equations　（16）　and　（17）　are　obtained．

Namely X3＝DX4　and

　　　　圏

Appendix　C （Proof　of　Le皿面a　2）

by　Av

　Equatien　（16）

gives

multiplied　by　Aw plus　equation　（17）　multiplied

D’D（Aw　BJ’“X4　＋　Av　A－Y4） ＝　　DゆDZi　s，

This　equation　can　be　simplified　te　（20）．　EquatiOn　（i6）　multiplied　by

B弱申B回Av←　　謹i聡us　equation　（17）　1瞳ultipユied　by　B》・麟BvAw．　琴ives

DゆD（B騨・B鱒凸》．B－2噂n2×4　－　Bv吟Bv　l醜り．《論．2－n2　Y4）　3 ’一 c’D　Z・t－Aa－　t

This　equation　can　be　simplified　to　（21）．

aユso　わe　obもained　fro欄　（27）　a聡d　（28）．

Equatisns （23）　and　（24）　can

　　　　　　　　　　　翻

Appe聰di翼D（Proof　of　Tぬeore跡4）

　　　　　　　　First　prove　tぬe　next　le鑓紐a　騨hicぬ　corresponds

〔3！，　bu亀　鱒hic｝1　does　n◎t　assu組e　tぬe　copri謹e爺ess　of　Av

　　　　　　　　Define魏e”variables　X毒≧X4／λ，V塗…Y4ノλ，

A，4　．A．一　Ac，x　i／，Z，　and　tewrite　（24），　（25），　and　（26）　as

to　Le魏紐a　A．1　0f

a魏d編．

Z　£　Zi　s一，　and

一一
Q2一・



　　　　　　　　A．　B’一X＋　Av　A－Y　r　，uZ＝　e　（B．1）

　　　　　　　　B．一B．　A．＊B一　z一一　n2　X　一一　B．＊B，　A．．A－z一　n2　Y　一　Z．　z一　nz　At，　＝　O　（D．2）

　　　　　　　　Aμ嘩轟♪馬謂D“D　一　μをBドB騨Bv。Bv　　　　　　　　　　　　　　　（D．3）

From　the　above　equations，

　　　　　　　　B．ptB．A一一一一A一一Y・Y＋B．・B．B一・・B－X．X＝Z・Z　．　’　（D．4）

is　ebtained．　Consider　the　existehce　of　a　selutien　of　（D．1）　and　（D．4）．

Lenia　D．1

　　　　　　　　For　t　iu　1　sufficiently　small，　the　polynemial　equations　（D．1）

and（D．　4）hav…nique　fa曲・f　S・1uti・ns　X・い釦d　Z騨i坊

deg（X）　＝　nx＋1，　deg（Y）　＝　ny＋1，　and　deg（Z）　＝　n．＋1　where　nx，　ny，　nz　are

defined　by　（32），　（33），　and　（34＞，　whose　coefficients　depend　centinueusly

on　st，　such　that　Z　is　menic　and　has　all　its　zeros　inside　the　unit

Proof　Lemma　D．1）

　　　　　　　　First　show　that　（D．4）　has　a’solution　at　st　＝　O　and　then　use　the

implicit　functien’theorem　to　＄how　its　exiStence　for　i　iu　1　sufficiently

small．　For　iu　＝　O，　（D．1）　reduces　to　A．B－X＋　AvAin　Y＝　O．．　Let　the

greatest　cemmon　devisor　of　Aw　and　Av　be　Ag，　namely　Aw　＝　AwiAg　and

Av　＝　轟v1A9．　　Since　Aし導霊B－　and　AvlA－　is　copri瑚e，　t血e　equatioη

AwiBbX　＋　AviSY　＝　O　has　the　general　se！utien　X　＝　A．iA－a　and

Y　x　一一AiNtB’a，　with　a　an　arbitrary　polynomial．　Substituting　（D．4）　yields

一23一



　　　　　　　　Z＊Z　＝　（Bv噛Bv　A』，1串A婦重　＋　B回・B騨Av1ウAv重）A“囎・A－B齢中B－a申a　　　　　　　　（D．5）

From　（D，1）　Z　always　contains　a　factor　Ag・，　so　a’a　needs　to　include

Ag“Ag　as　a　factor　from　（D．5）　by　continuity，　i．e．，　a’a　＝　Ag“Agai“ai．

Thus　Zg　躍　a霊DA一申B’一“12q了㌔　　wぬere　n7　≦≧、　deg（A一一　Bi一），　X3　嵩　AvA－a1，　Y臼　＝　一AwB－at

are　ebtained．　lt　is　shown　that　（D．1）　and　（D．4）　have　a　solution　such

that　Z　has　degree　nz＋1，　has　all　its　zeros　inside　the　unit．　circle　and　is

monic　where　at　is　a　constant　such　that　Z　is　monic．　Now　apply　the

impiicit　function　theerem　te　the　set　of　equations　for　the　coefflcients

of　the　polynomials　X，　・Y，　and　Z　that　results　when　（D．1）　and　（D．4）　are．

expanded　in　powers　of　z－t　and　the　ceefficients　of．like　pewers　are

equated．　lt　is　verified　that　（D．1）　and　（D．4）　yield　the　same　number　of

equatiens　as　unknown　coefficients　if　we　look　for　a　solution　X，　Y，　Z　of

degrees　nx＋1，　ny＋1，　．nz＋i，　respectively　with　Z　monic．　The　number　of

equati。ns　is　gi鴨醐鵬ax｛deg（A。Bう・n．＋1，deg（A。A一）・n，＋1，n。＋1｝・

max｛deg（BvAm）＋ny＋1，　deg（BwB一）＋nx＋1，nz＋1｝，　and　this　agrees　with’ 狽?

number　ef・　unknowns，　i．e．　nx＋ny＋ni＋2．　lt　follows　frem　the　implicit

functioh　theorem　that　these　equetions　have　a　solution　for　1　”　I

sufficiently　smaH，　if　the　Jacebian　ef　these　equations　is　nensingular　at

the　solution　that　is　obtained　at　iee　＝　O．　This　Jacobian　is　nensingular

if　and　enly　if　the　hemegeReou＄　set　of　equations：

　　　　　　　　AwB一山＋　A＞A一・了　　　＝　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（D。6）

　　　　　　　　B、、”Bv轟脚幽A輯（Y日Y寧　・昏・Y臼巾Y）　＋　BwゆBw　B鱒嘩B一（Xe　X．　＋　X②．X）

　　　　　　　　二（ZzZ’　一　ZeabZ）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（D・7）

騨ith　deg（乏）。n。，　deg（薫）・玖。・1，　deg（マ）‘
En，・いas　tぬe　unique　s。1uti・η

5r＝　o，　Y＝　o，　7＝　e．　（P．6）　hes　a　general　soXution　X　＝　Av－i　A一’c　and

V＝　一一AtAtB－c　with　c　an　arbitrary　polynomial．　Substituting　these　into
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（D．7），”eoわtai灘after　rearrange塑e擁t

　　ハσA一◎B一・DI（c。A応B縄D1●　一　Z・）　÷　（c，A－B卿D1●　一　Z．）印Ag申蕊一B’－D霊の　・葺　0　　（D。8）

where　Di’Di　＝　Bv’BvAwi’Awi　＋　Bu“BwAvi’Avi　and．　D！　is　strictly　Hurwitz．

聴。騨　if　a　is　a　polyno功ial　that　ぬas　凝。　com罎on　roots　騨ith　a3，　tぬe

pelynomial　equation　ax＋a’x’　＝　O　has　the　general　solution　x　＝　a’w　where　w

is　any　po互y！10瑚ial　s誠。｝葦　t血at　騨。　呂　・一”．　　As　a　result　it　folIo騨s　fro”　（D．8）

that　cA一’B一”Dt　一　lll　＝　AgAm’B一’Di　w　where　te　is　any　polynOmial　such　that

貿・・一”．F蘭（D．1）ヲa1”ay曲as　a　fact6r　A。，　s。7　als・　has　this

factor．　Therefore　c　can　be　expressed　as　c　＝　Agci　qnd　X　＝　AvAAci　and

Y　ヨ　ムいB－cl．　　Si盤Ce　　V，　A鱒，　B一　∈P（2－1）　and　Aw　and　B一　虚。　not　contai聡　z闘I

as　a　factor，　ci　E　P（z－t）．　Z　is　represented　as　Z　＝　（ci－w）A一’Bp’D．

Si苅ce　deg（Z）　＝　　窺z，　necessarily　C壌　一　鷲　3　0．　　Fro鋤　騨．　＝　一”　aηd

c，3騨∈P（z－1），C1雷Oand駆・いhich　pr。ves　that（D．6）and（D．7）

have　the　unique　solution　X＝　O，　Y＝　O，　Z＝　O．　This　completes　the　preef．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

Proof　ef　Theorem　4a）

　　　　　　　　Fer　a　given　Jze，　Acrx　．　is　given，　and　（D．1）　and　（D．2）　form　a　set　of

hemegeneeus　linear　equ．atiens　in　the　ceefficients　of　the　unknown

polynomials　X，　Y，　and　Z．　This　linear　set　of　equations　is　over－

determined．　Let　us　arrange　the　unkown　coefficients　of　the　polynomials

X，　Y，　and　Z　in　a　vector　x，　then　（D．1）　and　（D．2）　can　be　put　inte　the　form

r’x　＝　0，　騨ぬere　r　　is　a　recta聰9ular　増atri麗．　　τぬis　equatio職　has　a

nontrivial　solution　if　and　only　if　rTr　ls　singular．　Since　a

nentrivial　solutien　’exists　for　，u　small　enough，　it　follews　that

det（rTr）　is　an　analytic　function　of　”　for　t　”　I　S　IIag，　and　hence

（D．1）　and　（D．2）　have　a　nontrivial　solution　with　the　properties　stated　in

Theore皿　4a．　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
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Proef　ef　Theerem　4b）

　　　　　　　　Suppose　that　Zi　s＋xR　has　a　zero　outside　the　unit　circle．　Track

the　solution　ef　（D．2）　with　deg（Z）　＝　nz十1　as　，u　is　increased　frem　O　to

1／λ・・Si”ce　the　c・effiC≠ents　if　Z　vary　c・ntinu・usly　withμ・f・r　s・鵬

，Lt　〈　VAe　at　｝east　one　zere　gf　Z　crosses　over　to　the　outside　of　the

unit　circle．　Consider　what　happens　to　the　polynomlal＄　X　and　Y．　Solving

（D．1）　and　（D．2）　for　BmX　and　A－Y　yields

　　　　　　　　　　B－X

　　　　　　　　　　轟一Y

Suppose　that

zero　must　be

aho軸

ca聰celled　i聰

Suppose　that

cresses　over

have　tぬe

Y　have　a

Sn　（D．1）　and

＝　1
　　D’Dz一　n2

real　zero

or　一一1　and

　　X　and　Y

　　　　a烈d

　　uni　t

　　　’

　　　　　　　a

　　　　　　　i

equatien，

　　　　　　　（D．1）　and　（D．2）

　　　　　　　a　complex　zero

　　　　　　　the　unit　circle

　　　compleK　conjugate

　　　　facter　（z－i－eje

　　　　　　　（D．2），　leading

B．’B，・Aw’z“一”2　Avl　　　I　，ssZ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（D．9）

Bり・Bw　Av●2－n2　　　　一　Aり　　　　　一z層「nz　Z巾Ar・t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／

of　Z　crosses　over　the　unit　circle．　Then　the

Z　has　th’e　facter　z－i十i　er　z－t一一1．　From　the

alse　include　this　facter　and　this　factor　can　be

　　　，　leading　to　a　selution　of　reduced　degree．

　　　of　Z，　whose　imaginary　part　is　net　zero，

　　　．　Then　the　zere　has　the　forta　ej　e　and　Z　must

　　zero　e’nyje　at　the　same　time．　Therefore　X　and

）（z－i－e－je　）　and　this　factor　qan　be　cancelied

　　　to　a　solutien　ef　reduced　degree．　一
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Fig．　1 Feedback　system
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Fig．　2 Fictitious　feedback　system

for　LQG　optimal　control　design
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