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　　　　　A　class　of　ineorfiplete　LDU　decomposition　of　the

Wilson　fermion　一with　arbitrary　r　（lrls　1）　as　we．li　as　the

Kogut－Susskind　fermion　is　proposed．　This　deeompostion
is　coMbined　wi　th　the　eonjugate　residual　method　to　pro’・一’

vide　a　fas七　iterative　solver・　　The　me㌻hed　is　implemented

on　a　veetor　proeessor　（HITAC　S810）　in　terms　of　a

hyperplane　method．
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1．　1ntroductibn

　　　　　A　time－eonsuming　part　of　the　numerieal　simulation　of　the

lattice　gauge　theary　一wi　th，fermions　in　both　quenehed　and

unquenehed　f。蜘1ati・ns　is　the　s・luti。n・f　large・sets。f　linear

equations，

　　　　Ax＝　b，　一　・　・’（1．1）

where　A　is　a　large　sparse　eomplex　non－hermitian　matrix．　For

example，　in　the　ease　of　the　Wilson　fermion　on　a　163x32　lattiee，

the　order　of　A　is　1572964．　The’quark　propagator　on　a　given　gauge

configuration．is　given　by　the　solution．of　（1．1）　where　b　is　the

poin七・一1ike　source　term．　　工n　the　Langevin　formulation［1］　of

dynamieal　quarks，　it　is　necessary　to　solve　（1．1）　twiee　in　eaeh

iteration　where　the　elements　of　b　ate　independent　gaussian　random

variables．　　工t　is・therefore　urgent　to　deve16p　an　effici6ht』Solver

for　sueh　very　large　systems　of　linear’ ?曹浮≠狽奄盾獅刀D’

　　　　　Sinee　the　size　of　the　eoeffieient　matrix　A　is　very　large，

the　amount　of　work　and　．the　storage　required　in　direct　methods

such　as　Gauss　elimination　is　nearly　prohibitive．　One　shbuld

therefore　adopt　interati’ 魔?@algorithmS’
狽潤fso’撃魔?@（1．1）．　The

methods　used．　sg　fqr　w．gre　relaxationitYpe　ones　sueh．　as

Gauss－Seidel，　SQR［2］　or　time－relaxation［3］　methods．　The　speed　of

eonvergenee，　however，　is’not　fast　ehough　for　large　seale

lattiees．

　　　　　The　conjugate　gradient（CG）　method，　first　proposed　by

Hestenes　and　Stiefel［4］　is　widely　used　to　solve　large　sparse

systems　of　iinear　equations　where　the　eoeffieient　matrix　is　real
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symmetric　（or’ モ盾高垂撃??@hermitian）一and　positive　definite．　Although

A　for　th’ ?f 撃≠煤Etiee’ferMibns　is’not　hermitian，　v’≠窒奄≠窒奄狽刀@of　the　CG

method　are’　appli’eable　；to・（1．1）’Wher’e　the　coeffieient　matrix　is

A’A［4］’or’AA’［5］　，instead　of　A‘　Possible　algori’thms’are’deseribed

in　the　Appendix．　’An　important　feature　of　the　CG　method　that

makes　’it　par’tlicularly　sui七abユe　for　the　lat．’ヒice．　fermions　is　that・』

all・re’ference七〇Ais　in’the　form「of「the　mUユtiplicatiOn　of　a

veC七・r　by　A『 Er・A＋ C　s。　that　n・expliciじf・rm・f　A　is　neeessary．

　　　　　The　CG　method　gives　the　exaet　solution　in　finite　steps　iif

‘しhe　round」off　error　is　absent・・．『　工ri　the　actua：L　application，

however，　it’　is　’regarded　as　an　iterative　deeent　proeeduref’　base’d　on

the　eonjugate　direetions　and　the　iteration　is　terminated　in

relativelY　small　number　of　steps．　Reeently，　a　elass　of　different

deeent　metho．ds　are　proposed　for　nonsymmetric　systems［6－8’］i　whieh

are’
b≠red’on　minimizing　II　b－Ax　l　l　over　’the　affine　Spaee　1　xi　’＋　〈pi，

Pi＋1，　．　e．，　Pi＋k＞．　We　refer　to　them　as　eonjugate　residual　（CR）

Methods　in　general．　These　methods　ean　be　considerably・　improved

by　．the　use　of　Preeonditioning　and　are　in　general　faster　than　the

CG　method．・

　　　　Zn　this　・’paper’we　present　a　fast　solver．’based　on　the　CR　mefthod

with　precondi・七ioning．　工n．the　nexし　section　we　introduce．a　n・

ineomplete　LU　（or　LDU）　fac七〇rizat・ion　origina1ユy　proposed・by

Meijerink　and　van　der　Vorst［9］’adapted　for　・the’lattiee　fermions．

The　CR　methods　and　their　aedeleration　are　discUssed　in　seetion

3．　Seetion　4　eontains　the・・eOmparison　Of’一algorithms　and　the

details　for　implementing　the　algorithm　on　a　veetor’prOeessor．
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2．　rncomplete　LDU　Deeomposition

　　　　　We　will　describe　the　fermion　matrix　A　as　a　bloek　matrix

｛Aij｝’，　where　i　and　j　represent　generie　lattiee　sites　iri　a

four－dimentional　hypercubie　lattiee　with　the　periodic　boundary

cendition　（Antiperiodie　boundary　eondi’tions　for　the　fermions　ean

be　easily　ineorpo！ated）．．　lf　the　gauge　group　is．　SU（3），　eaeb　bloek

A，　．．　is　a　matrix　of　size　12x12　for　the　Wilson　fermion．and　3x3　for
　IJ

七he　Kogut・一susskind　fermion．　　The　generalization　to　o七her　groups

is　straightforward．　The　striking　featurd・of　the　fermion　matrix

is，　llke　the　matriees　generated　by　diseretization　of　elliptie　or

parabolie　differe．ntial　equations，　that．an．off－diagonal　block　Aij

is　nonzero　only　whdn　i　and　j　are　adjacent．

2．1　Definition

　　　　　An　incomplete　block　LDU　decomposition　of　A　is　written　as

where　L＝｛L．　“．｝　is　a　bloek　iower　（or　left）　triangular　matrix，
　　　　　　　　　　IJ

D＝｛Di｝　is　a　bloek　diagonal　matrix　and　R＝｛Ri．j｝　is　a　bloek　upper

（or　right）　triangular　matrix．　We　use　R　ihstead　of　U，　since　we

will　reserve　the　symbol　U　for　the　gauge　field．

　　　　　1n　order　to　define　’tlower”　or　’tupper’hnatrix，　we　have　to

introduee　an　order　in　the　set　of　lattiee　sites．　The　ordering　of

the　lattice　sites　is　arbitrary　in　principle．　We　will　adopt　a

natural　numbering，　i．e．，

　　　　’＝（（（iビ1）nz＋’z－1）ny＋’yr1）nx＋’x・　1　　（2・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　4　一一



where　nx，　ny，　nz　and　nt　are　the　linear　exten＄ions　of　the　lat・tiee

in　the　fOur　directions　and　ix，　iy，　iz　and　it　are　the　coordinates

in　the　lattiee　（e．g．　ix＝1，2，　．．　nx），　The　site　number　i　runs　from

1　to　n，　where　n＝nxnynznt　is　the　total　number　of　the　lattice

sites．

　　　　　The　．LDU　decomposition　（2．1）　has　some　arbitrariness，　whieh　is

reduced　by　imposing　the　relation

　　　　L．．。R．．＝D．一1．　　　　　・　　　、＿．（2．．3・）、
　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　11　11

1t　will　be　clear　later　that　this　choiee　is　more　appropr・ia／te　than

the　usual　convention　　L．．　＝　R．．　＝　工．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11

　　　　　The　matri）と　N　in　（2。1）．　is　the　error　of　decomposi『しion．　．工n

applying　the　decomposition　to　iterative　methods　as　a

preeonditioner，　the　more　the　LDR　resembles　A，　t．he　faster　the

method　will　eonverge．　On　the　other　hand，　we　have　to　solve　the

equation

　　　　LDRS＝t　．，．　．　（2．4）

during　every　iteration，　so　that　．the　number／of　non一一zero　bioeks　in

L　and　R　should　not　be　too　large・．

　　　　　Various　ineomplete　LDU　deeompositions　arise　by　choosing　the

the　．set　P　of　the　off一・diagonal　bloeks　（i，j）　for　whi．eh　Lij　＝　Rij　＝’

O．　The　usual　ineomplete　LU　deeomposition［9］　requires

　　　　Nij＝O　if　（i，j）　G2　P，　（2．5）
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whieh　imposes　n2－p　matrix　equations，　where　p　is　the　number　of

elements　in　P．　　Since　’しhe　number　of　independent　unknown　blocks　in

L，　D　and　R　is　also　n2－p，　the　deeomposition　’is　obtained　via　Gausis

elimination　provided　the　diagonal　bloeks　do　not　beeome　singular

during　the　process．　The　existenee　and　uniqueness　of　the

ineomplete　decompos’奄狽奄盾氏@are　proved［9］　for　real　M－matrix．　’The

fermion　matrix　we　are　eonsidering）　however，’ 奄刀@eomplex，　so　that

the　general　proof　Lis　not　applieable．　We　will　show　the’　existence

of　the　decomposition　ease　by　ease．

　　　　　Sinee　the　fermion　matrix　A　conneets　only　adjaeent　lattiee

sites，　the　most　natural　ehoiee　of　P　would　be

　　　　p　＝　｛（i，j）lilj，　and　i　and　j　are　・ng．lt一．　adjaeent｝，　（2．6）

which　requires　that　the　relation

　　　　　　　　　　　，．　＝A，一．　（2．7）　　　　（L　D　R）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IJ　　　　　　　　　　　ユJ

should　hold　for　i＝j　and　adjaeent　（i，j）　pairs．

　　　　When　the　linear　extensions　of　the’　lattice　are　all　greater

than　three，　the　set　P　has　a　speeial’ 垂窒盾垂?窒狽凵@that

　　　　（i　’，　j）牛Pand（i，k）＄P→（k，j）∈P・一　　（2．9）

for　any　three　si七es　i，　j．and　k　different　wi七h　each　other．　　工n

other　words　any　three　sites　eannot　be　rnutually　adjacent　at　the
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same　time．　This　property　holds　oniy　for　nx，　ny，　nz，　nt　〉．3．　1n

case　nx　＝　3　for　example，　three　sites　with　the　same　iy，　iz　and　it

are　mutually　adjaeent－due　to　the　periodie　boundary　condition．

2，2　Wilson　Fermions　（nx，　ny，．nz，　nt　2　4）

　　　　　The　Wilson　fermion　matrix［10］　is　given　in

matrices　yu　（4x4　eomplex）　and　the　gauge　field

unimodular　matrix　of　order　3），

terms　of　the　Dirae

Uij　（a　unitary

A．．＝　工
　11

Aij＝一K

Aij＝一K

A．　一．　＝O

　IJ

（r－yu）　Uij

（．r＋yv）　Uij

　　　　　　　バ
ifjヒi＋μ

if　j。i－fi

otherwise

（2　．9　）

　　　　　　　　　バ
Here　j＝i土μ　　means　that　the　site　j　lies　next－t　o　the　site　i　in　the

positive　（negative）　　1．t－direction．　　K　is　the　hopping　parameter．「『

The　parame㌻er　r，　whieh　satisfies　l　lrl三．1，　is　called　the　Wilson

parameter・　　In　the　usual　formulation・r　is　fixed　to　unity，　but

sometimes　r　may　be　different　site　by　s　iししe．

For

A．　．

　IJ

adjaeent　（i，j）

　　i－1

＝Z　Lik　Dk
　　k＝1

with　i　〈　j，　（2．7）　reads

Rkj　＋　Lii　Di　Rij （2．10）

Due　to　the　property　（2．8）　the　first　term．in　（2．10）　vanishes．

Using　（2．3）　we　simply　have，
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工n　qしhe　same　manner，　We　have　for　adjacent　（i，j）　wi‘しh　i　＞　j，

　　　　Aij＝Lij　”　・（2．12）
For　i　＝　j，　eq．（2．7）　requires

　　　　　　　　　　i－1

　　　　Aii＝Z　Lik　Dk　Rki＋Lii　Di　Rii，　（2．13）
　　　　　　　　　’k＝1

that　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　一・　1

Lii＝ Dlii＝Di”’　7工鰯j11　Aij　Dj　Aji・　・』（21’4）

Theorem　2．1

　　　　Lii　（＝Rii）　is　a　eonstant　multiple　of　Z　（unit　matrix）　and　the

eonstant　is　equal　to　or　greater　than　unity．

Proof

　　　　The　proof　is　given　by　induetion　on　i．　For　i＝1，　（2．14’）　reads

　　　　L．．　＝　工　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．15）
　　　　　ll

Assume　Ljゴe」11（cj≧1）holds　f・「j＜i・Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　i－1

　　　　Lii　＝　1　一　　Σ・　K2　（rj2　一・　1）／cj　　エ・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　（2・16）

　　　　　　　　　　　　　　j＝1

using　the　property

一　8　一



　　　　Ui」Uji＝エ・　　　　　　－　　　　　　（2・17）

The　summation　with　prime　means　to　sum　only　over　j’s　which　are

adjacent　to　i．

　　　　Since　l　rjl　s　1，

　　　　ci’＝1＋K2　E’（1－rj2）．／cj）1　’　．　・（2．ls）

Hense　the　theorem　hold＄　for　i．　Q．E．D．

　　　　This　theorem　implies　that　the　Gauss　elimination　procedure

（2．・16）　is　numerieally　stable．　To　implement　the　LDU・

deeomposition，　pne　has　to　ealeulate’@ei　in　terms　of　（2．18）　oriee

before　the　iteration．　　工f　r＝1，　however，　the　decomposition　is

quite　simple　due　to　the　following　eollorary．

glJ．”1．　o　r　a　r　y　2．2

For

L．．

　ll

the　usual　Wilson　fermion

＝Rii＝Di＝エ・

　　　　We　wiZl　eonsider　here　the

defined　by　（2．1’）．　The　matrix

　　　　　　　　of　order　o（K2）　for（LDR），，
　　　　　IJ

　　　　j＝i＋fi一“　（utv　）・

Since　the　two

nonzero．

with　r　＝　1，

〈2．19）

error　of　the　LDU　deeomposition　N

produet　LDR　has　nonzero・bloeks

siv“es　i　and　j　in　（2．20）

（2．20）

are　not　adjacent，　Nij　is
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2．3　Wilson　fermions　（np　＝　3）

　　　　Zf　the　linear　extensions　in　some　of　the　directions　are　equal

to　three，　the　property　（2．6）　no　longer　hoids，．　so　that　eqs．・（2．11）

and　（2．12）　are　not　valid；　One．could　in　prineiple　perform　a　Gauss

elimination　procedure　using　（2．3），　（2．！0）　and　（2．13）・．　The

resultant　bloeks　Lij　and　Rij　would　not　be　equal　to　Aij　and　．the

diagonal　bloeks　Di　wouid　neither　be　proportional　to　Z．，　The

beautiful　features　of　the　LDU　deeomposition　would　be　lost．

　　　　　エnstead，　we　pr。P・se　t。　apPly　f・rmaily（2．11），（2．12）and

（2．16）　to　this　ease．　Sinee　the－property　（2．6）　does　not　hold，　the

ineomplete　deeomposition　（2．1）　has　some　error　even　for　adjacent

（i，j）D　pairs．　For　gxample’if　nx＝3　and　nyr　nz，　Pt　＞3，

　　　　（L　D　R）23　＝　A2iDIA・13　＋　A23

　　　　　　　　　　　　　＝　A23　＋　K2，（　r2一一1）U2．1　U13el　（2．21）

七hat　is

where　1，2　and　3　denote　the’@three　sites　with　ix＝1，2　and　3　and．　the

sa
窒垂?@iy，　iz　and　it．　We　note　that　the　error　N　is　of　order　K2　as　a

wh6ie．

　　　　工n　the　usual　Wilson　fermion　wi　th　r＝1，　the　second　term　in

（2．21）　vanishes，　so　that　（2．5）　and　（2．7）　also　holds　in　this　base．

2．4　Kogut－Susskind　fermiop

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　10　一一



　　　　We　will　define　the　Kogut－Susskind　fermion　［11］　in　terms　of

しhe　following　blocks　of　size　3x3，

　　　　A．．＝m　工
　　　　　11

　　　　Aij・土却i」一　「　if」＝i塗

　　　　Aij　＝　Sl・（一1）’x　Uij　if　j＝i身

Ai」＝±9（一1）’x＋’yUi」　ifj＝i鉾・’一　』（2・23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　Aij＝±9（一1）1x＋1y＋’zUi」ifj尋

　　　　Aij＝O　　　　　othe「wise

壷here血is　the　quark　mass．　We　assume　the・inear　extenti。ns。f’

七he　lattice　are　greater七han　three・Due、t・the　pr・perty（2・8）・

we　have　for　the　off－diagonal　blocks，

　　　　Rij＝Aij　　（i＜j）　　　　　　．　（2．24）
　　　　Lij＝Ai」　　・（i＞j）

The　diag・nal　bl・cks孕re・btai岬iterativgly　as

Lii＝Rii＝Di幽1＝m・一
�h　AijDjA」i’ e　一（2・25）

We　will　P「ove　the　following　thgo「em・

Theore皿　2．3

　　　　Lii（＝Rii）is　a　c・nstan七multiple・f　l　and　the　c・nstant　is

equal　to　or　grea七er　than　m．

Proof

　　　　The　proof　is・given　by　induetion　on　i．・　For　i＝1，　（2．25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一11一



implies

　　　　L“　＝m　1．　・　（2・26）

エfLj」＝c」エ（cj≧m）h・lds　r・r　j〈i・thenwehavef「om（2・23）

Lli＝mエー：li（一t）¢j一’1・　．　・12・27）

that　is

ei＝m＋
F．！／1’　ltej－i＞m．　．　（2．2s）

This　completes　the　’
奄獅р浮 tion・　QeEeDr

．　Conjugate　Residual　Method

　　　A　elass　of　iterative　methods　f6r　solving　the　system　of　linear

quations　（1．1）　by　decreasing　七he　residual　has　been　proposed

6－8］．　They　have　the　following　general　forin

　　　r＝b－Ax；　p＝r
st2st2g，12－g！！ma，一一ggaicg！2ggns2sat　untll　convergence

　　　　　or　＝　（r，　A　p）／（A　p，　A　p）

　　　　　x＝x＋　ct’p　．　．　（3・1）
　　　　　r　＝　r　一一　ctA・．p

　　　　　update　p

he　eoeffieient　ct　is　sio　determi’ned　as　tp　minimi4e　the　Euelidean

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　12　一



norm　of　the　besidual　l　i　r－ct　A　p　l12　as　a　function　of　ct．

3．1　CR（k）　methods

　　　　The　variants　differ　in　the　way　to　eompute　the　new　direetion

veetor　p．．　A　good　ehoiee　would　not　only　deerease　the　residual

significantly　but　also　require　onlv．　a　reasonalble　amount　of

storage　and　’ ?盾高垂浮狽≠狽奄盾氏D

　　　　If　the　sequenee　of　the．　direction　veetors　p　is　made　fully

・rth。9・nal　with　respect七・A＋A，　the　alg・rithm（3．1）give　the

exaet　solution　to　（1．1）　in　finite　steps　in　the　absense　of

’rou．nd－off　errors．　The　amount　of　storage　and　eomputation，

however，　to　keep　｛p｝　orthogonal　is　enormous　for　large　seale

problems．we　consider　here．

　　　　More　praetieal　algorithm　is　to　make　the　neW　direetion　veetor

’p　orthogonal　to　only　last　k　（〉一〇）　direetion　veetors［7］，　namely

　　　　P＝r“BiPi　＋B2一．p2＋・ee　＋Bkpk　（3．2）

with

　　　　βゴー（Ar・Ap」）／（Ap」・Apj）』（j＝1・2…gk）　　（3・3）

whe「e　p1・P2・…pk・are　the　lasしkdirecti・的ect・rs・Instead

of　multiplying　p　by　A　in　（3．1），　we　may　update　Ap　by

　　　　AP＝Ar’＋BIAPI＋B2AP2＋e・・＋BkAPke　・　（3・4）

The　storage　requ’奄窒?пDto　implement　this　algorithm　is　the　spaee　for
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the　（3＋2k）　vectors：

storage　for　A　sinee

field　｛u｝．

　　　　For　the　speeial

x・r・Ar・｛Pj｝and｛Apj｝・We．exeユuded　the

it　ean　be　construeted　in　terms　of　the　gauge

ease　k＝O，　（3．2）　is　redue’ed　to

p　＝　r
．（3．5）

and　only　three　vectors　x，　r　and　Ar　have　to　be　stored．

method　is　also　ealled　minimal　residual．　（MR）　method．

This

3．2　Convergence　of　the　CR（k）　methods

　　　　The　algorithm　（3．1），（3．2）　eonverges　to　the　solution　for

（1．1），　if　H　＝　（A“iA）／2，　the　hermitian　part　of　A，　is　positive

definite，　due　to　the　theorem　of　Eisenstat　et　al．［8］

Theorem　3．1

　　　　エf｛ri｝is　the　sequence。f　residyals　generated　by　CR（『k）（k≧0）

and　H　is　positive　definite，　then　we　have

！！1－ilii：’i｝iiibL！2’s．，711122：E’iT－il’ltliitiltili：［i＋’i）　．　（3’6’

where　A．u一．一．　and　A一．d　denote　the　minimum　and　maximum　eigenvalues’．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　max　　　　　　　　mln

　　　　The．proof　is　given　in　ref．［8］．　This　bound　（3．6）　is　not　ver’y

stringent　since　it　does　not　ineqrporate　the　effect　of

orthogonalization　（3．2），　but　it　eertifies　the　eonvergenee　of’　the’

algori’しhm．

　　　　The　posi’しivity　o：f　H　is　crucial　in　the　theorem．　　工f　七he

positivity　is　lost，　the　eoeffieient　ct　becomes　zero　or　very　small
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and　the　residual　no　longer　deereases．

3．3　Preco’nditioning

　　　　エnpractice，　the　c・nvergenee　has　t。　be　accelerated　by　the　use

of　preconditioning．　We　will　apply　the　ineomplete　LU　or　LDU

deeomposi’tion　deseribed．in　the　preceeding　section　as　a

preeonditioner．　The　original　equation　（1．1）　is　now　replaced　by

　　　　（．LDR）一1　Ax＝　（LDR）一1b　（3・7）

whieh　is　solved　by　（3．1）．　We　wiZl　refer　to　the　CR（k）　method　’wi　th

七he　i寧complete　LDU　preconditioning　as　ILUCR（k）　or　工LUMR　（for　k＝0）

［12　］．

　　　　Fqr　example　the　algorithm　◎f　工LUCR（．1）　will　be　as　follows：

r　＝　（L．D　R）一1（b　一

p　＝　r

　　　　　　　　　　　－1
q＝　（L　D　R）

repeat　until

A　x）

Ap
convergence

ct　＝

x　＝

r　＝

s　＝

B　＝一・

p　＝

q・＝

（q，　r）／（q，　q）

x＋　or　p

r一　or　q

（L　D　R）一IA　r

一（q，　．s）／（q，　q）

．r　＋　Bp

s＋　Bq

We　note　’uhe　storage　requirement　is　the

（3．8）

　　　　　　　く

same　for　工LUCR（k）　as　that
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for　CR（k），　sinee　the　operation　such　as

　　　　s＝（LDR）一IAr　’　’　（3・9＞

can　be　performed　without　any　extra　working　veeters．

3．3　Aeeeleration

　　　　The　1LUCR（k）　method　has　no　adjustable　parameter　sueh　as

thg　co－parameter　in　the　sueeesive　overrelaxation　（SOR）　method．

We　found，　however，　eonsiderable　aeeeleration　using　a　kind　of

freedom　to　replaee　the　hopping　pqrameter　K　by　eK　in　the

ineomplete　LDU　deeomposi’tioA，　where　e　is　a　constant　factor．

Since　the　preeor｝ditioner　is　in　prineiple　arb，itrary，　the　hopping

patftameter　in　LD’」　i　s　not　’necessarily　the　same　as　that　in　“uhe’

。riginal　fermi。n　matrix　A．エf　e　is　9’e・eater　than　Unity，しhe

off－diagonal　elements　are　multiplied　by　e．　The　effect　of　e　and

its　tuning　is　diseussed　in　the　following　section．

4．　rmplementation

　　　　Tn　the　previous　sections，　we　have　presented　a　new　iterative

solver，　which　is　based　on　an　incomplete　LDU　deeomposition　and

conjugate　residual　method．　　工n　this　seetion　we　wiil　discuss　the

details　for　implementing　the　algorithm　on　veetor　eomputers．　We

are　mainly　eoncerned　about　the　usual　Wilson　fermion　with　r＝1，

where　D　is　a　unit　matrix．　Generalization　to　other　eases　will　be
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straightforward．

4．1　Convergence　Criterion

　　　　工n　implemen七illg　the　algorithm　（3．1）　and　（3。8），　we　have　to　put

a　con’vergenee　erite］？i．on．　Two　kinds　of　eri・terion　are　adopted．

One　．is　t’n’e　norm　of　the　residual　ll　r　ll＝　llb－Ax　ll．　The　iteration　is

terminated　if　ll　rll　〈　e　or　Ii　r　II　〈　ell　bll　．　Sinee　the　theorem　3．1

assures　that　II　r　ll　decreases　monotonieally，　it　is　an　unambiguous

way　to　detect　‘しhe　convergence．　　工n　the　case　of　the　CR　methods

with　preeonditioning，　however，　r　is　not　．the　residual　b．Ax，　but

am。difined。ne（LR）一1（b－Ax）．エf　LR　is　a　g。。d　apPr。ximati。n　t。

A，’r　is　approximately・equal　to　the　deviation　of　x　from　the　true

soiution　A－lb，　since　r＝（LR）一lb　一　（LR）一IAx　or　A’ib　一　x．・

　　　　The　other　eriterion　is　the　ehange　Ax　of　the．elements　of　x

between　two　conseeutive　iterations．　We　terminate．　the　iteration

if　Il△xllく　εtllxil・　　In　spite　of　‘しhe　desirable　property　that・the

change　in　x　is　elosely　related　to　the　error　of　x，　the　problem

remains　whieh　elements　to　monitor，　since　it　is　not　praetioa－1　to

monitor　all　elements　of　x．

　　　　工n　practical　apPlications　one　6f　the　しwo　or　boしh　is　adop七ed

to　deL’p．．rtnine　’vJhen　to　terminate　the　iteration．

4．2　Aeeeleration

　　　　The　acceleration　similar　to　SOR　introdueed　in　3．3　was　found

very　effecしive　in　t）o‘しh　ILUCR（1）　and　工LUMR．　　As　an　example，　the

dependency　of　the　number　of　iterations　on　the　aeeeleration

parameter　e　is　shown　in　Fig．　1．　The　gauge　configurations　are

taken　from　the　Langevin　simulation　of　QCD　on　a　g3x18　lattiee　with
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dynamieal　Wilson　fermions　（r＝1）　at　B　＝5．5　and　K＝O．162［13］．　’The

nurnber　of　elements　in　x　is　157461．　The　right　hand　side　is　a

complex　gaussian　random　noise　with　unit　variance．and　the

c・nvergence　criteri。n　is　l国1＜1．　The　initial　value・f　x　is

set　to　be　equal　to　the　right　hand　side．

　　　　We　find　the　ehoiee　e＝1．2　is　the　optirnum．　The　average

reduetion　at　e＝1．2　is　about・　25％　as　compared　to　e＝1．　Although　the’

reduction　is　less　signifieant　for　smaller　hopping　parameter　K，

the　optimal　value　of　e　does　not　depend　on　K．　Unlike　the　SOR

Method，　the　number　of　iterations　is　not　very　sensi“uive．　to　c．

　　　　We　note　that’the　convergence　et’iterion　depends　on　c，一because

r　is　a　！tmodified11　residual．　rn　oUr　algo’rithtn，　the　true　residual

（b－Ax）　eannot，be　ebtained．　Sinee　the　off－diagonal　elements　of　L

and　R　are　multiplied　by　e，　the　modified・residual　r＝（LR）一1（b“Ax）

inereases　as　e　beeomes　large　for　a　fixed　×．　The　eriteir’ №

requires　more　iterations　for　larger　c．

　　　　The　theoretieal　foundation　for　the　aeeeleration・is　yet

unknown．　　工t　may　effec七ively　reduce　the　error’N　o　f’the　incomp：Lete

LU　deeomposition　（2．1），　namely　the　non－zero　bloeks　Nij・may　be　in

a　sense　eaneelled　by　increasing　the　off－diagonal　bloeks．　We

expeeted　that　sueh　eaneellation　w．i　ll　beeome　more．　strinking　for

smoother　gauge．　As　an　example，　we　tested　a　gauge　fixing　to　A4　＝

O．　After　the　gauge　fixing，　however，　the　number　of　iterations　for

the　optimal　e　does　not　deerease　or　even　increases　as　eompared　to

the　unfixed’gauge．

4．3　Hyperplane　Method

　　　　The　eomputer一一time　eonsurning　step　in　the　．TLUCR　method　is　the
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ealculation　of　（LR）一IAr．　sinee　the　number　of　elements　are　quite

large，　the　amount　of　eomputations　makes　it　worth－while　to

investigate　the　ways　for　vectorization・of　・the　program．　A

necessary　eondition　for　veetori2ability　・is　・that　in　a　given　loop

the　eomputations　pertaining　to　different　lattice　sites　are

independent　of　each　othetfi．　Zn　other　words，　the　coinputations

belonging　to　a　site　should　not　refer　to　the　results　of’　the

cornputatibn　belonging　to　another　sites　in　the　same　loop．・

　　　　The　multiplieation　of　a　veetor　by　a　matrix　t＝Ar，　namely

　　　　ti＝jllE；Aij　rj，　一　’　’　（4．i）

can　be　easiユy　vectorized，．　since　the　calculation　for　different　i曾s

is　independent，　of　eaeh　other．　The　veetor　lengt．h　i　n　（4．1）　is　the

number　of　total　lattiee　sites，　n．

　　　　On　the　other　hand，　s＝（LR）一lt　is　not　veetor’izable　as　it　is，

sip．　ee　it　is　obtained　by　applying　the　forward　and　baekward

substitution＄：

　　　　Sl．9’．．一．．1　．1．Un，・t　’1，P　，

　　　　　　　　　　　　　　　　i－1

　　　　　　Z．i　＝．．ti－jil　Llj　zj　（4．．2）

　　　　dLt　．　i＝n，1，一一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　Si＝Zi－j．i；IRij　Sj，　（4’　・3）

Zn　this　ease，　the　ealculation　for　different　i’s　is　not

independent　with　each　other，　sinee　new　values　of　z　or　s　are

ref’erred　to　in　’（4．2）　and　（4．3）．　The’ モ???汲?窒b盾≠窒п@or　rbd－black

ordering，　whieh　is　ofteh　used　in　the　’vectorization　of　soR　br
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Monte　Carlo，　does　not　work　in　this　ease，　since　the　substitution

is　not　an　iterative　updating．

　　　　The　forward　and　baekward　substitutions　a］f’e　veetor’i　zed　in　terms

of’a　hyperplane　method　proposed　by　Ushiro　et　al．　in　the　case　of’

finite　differenee　method　for　partial　differential　equatio’n　［14］．

We　find　it　ean　be　generali’zed　to　the　latti．ee　fermions．　We　define

the　α一しh　hyperplance　　h　　as　七he　se‘し　of　：Latしice　sites　whose
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ct

eoordinates　satisfy

ix　＋　iy　＋　iz　＋　it　＝　ct （4．4）

where　or　runs

sites　belong

oblique，，　any

not　adjacent

from　4　to　nh　＝　nx＋　ny＋　nz＋　nt．　All　the　lattiee

to　a　hyperplane．　Since　these　hyperplanes　are

two　sites　i　and　j　（ilj）　on　a　given　hyperplane　are

with　eaeh　other，　so　that

　　　　＝oL．　．

IJ
and R・・　＝　Oe

　IJ
（4．5）

We　can　therefore　vectorize　the　ealculation　of　zi　and　si　on　a

single　hyperplane．　Exeept　at　the　boundary，　the　adjaeent　sites　to

a　site　on　hot　belong　to　hoc＋1　or　hoc一．1．　The　average　vector　length

is　equal　to　the　average　nUmber　of　sites　on　a　hyperplane，

nxn
凾獅嘯獅煤^（nh一一3），　e・g・　i700　for　i63x32　iattice．

4．4　Fine　tuning

　　　　The　algorithm　was　mainly　tested　on　HITAC　S810／10　at　KEK．　A

standard　FORTRAN77　・wit’n’　seve）nal　eompiler　directives　（eeVOPTION）　is

supported　and　all　the　DO－loops　in　ou．r　program　have　been
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veetorized　without　diffieulty．　The　ratio　of　the　veetorized　part

in　the　whole　eomputation　is　more　than　99．9％．

　　　　A　further　speed－up　was　achieved　by　a　fine　tuning　of　the

program．　Main　improvement　was　as　foll．ows：

　a）　The　ZF－statements　in　the　innermost　DO－loops　are　removed．

　　　　Although　they　are　vectorizable　in　terms　of　the　masked

　　　　operation　and　eight　eonseeutive　mask　bits　are　skipped　in　one

　　　　maehine　cyele，　they　are　not　fast　enough．．　ln　tlie　original

　　　　progroatn　the　judgement　winether　the　nearest　neighbor　siL’e

　　　　j＝i＋fi　　（　μ＝1，2，3，4）　　is　forward　七〇　i　or　not　was　implemenしe（卑

　　　　by　an　IF一一statement．　We　repiaee　it　by　two　index　lists　in

　　　　（4．2），　which　tabulate　the　site　i－for　whieh　j＝i＋fi　．〈’i．

　　　　Similar　lists　are　also－used・for・　（4．3）．

b）　Complex　multiplieation　by　1　or　i　is　removed．　Since　the’

　　　　honzero　elements　of　the　y　matrices　are’＋一1　or　＋i，　the　complex

　　　　ari・thmetie　like　GAMMA（ALPHA，　MU）　es　X（BETA，　Z，．．．）　ean　be

　　　　simplified　as　土　X（．．．．）　or　丈．CMPLX（一IMAG（X（・．．），REAL（X（．．’））

　　　　aceording　to　the　value　of　GAMMA（ALPHA，　MU）．　Here　ALPHA　and

　　　　BETA　are　Dirae　indiees　（1－4）．　We　ean　thus　reduee　four

　　　　（real）　mu．ltiplieations　and　two　additions．

c）　Loop　unrolling．　Sinee　H1TAC　S810／10　has　two　multiplieation

　　　and　four　addiしion　pipes，　七he　performance　is　improved　if　the

　　　　six　pipes　are　alwaYs　active．　ln　addition　to　this，　the　store

　　　　operations　from　the　vectbr　register　to　the　main　rnemory　should

　　　be　miAiLnized．，　For　this　purpose　we　unrolied　twofold　outer

　　　　loops　of　length　3　with　respect　to　the　eQlor　indiees．　The

　　　number　of　operations　in　the　inner　DO一一loop　became　nine　times
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　　　　larger．

By　these　improvements　the・　exeeution　4u’ime　for’　s＝（LR）ntlAr　on’ ＝D63xg

lateiee　was　redueed　from　O．375　see　to　O．150　see　（Table　1）．

4．5　CompariSon　of　algorithms
　　　　We　sh。w　in　Fig．2h。w　the　err。r　x一パ1blLdecrease∴n

various，　algor．ithms．　The　gauge　eonfiguration　was　taken’ @from　a

quenched　simulation　at　B＝5．5　on　93x18　lattiee．　The　eritieal

value　Kc，　for　whieh　the　pion　mass　vanishes，　is　O．1844±O．OOO9

［13，］．　The　right．　hand　side　b　is　el　point　source．　The　CPU　tirne　for

one　iteration　is　1．23・sec　for　ILUCR（1）9　1．21　sec　f6r　工LUMR，　0．39

sec　for　CR　and　O．66　i3ee　for　CG　on、H工TAC　S810／10．　　We　presenし　in

inable　2・the　number　of　iterations　needed　to・reaeh　H　x　一　A－lbll　〈

　　一4
　　　　　for　工LUCR（1），　工LUMR，　CR　and　CG　methods．　We　note　that，10

although　工LUCR（1）　is　faster　than　工LUMR　for　c＝1．「0，　the　number　of

iterations　for　e＝1．2　is　almost　the　same　in　the　two　algorithins．

The　CG　m．　bthods　are　not　praetical　when　K　is　elose　to　Ke．

5．　Conelusion　，
　　　　We　have　sho．wn　that　the　eonjugate　roesidual　rnethod

prbconditioned　．by　the　ineomplete　LDU　deoornposi・tion．is　suited　for

the　solution　of　large　sets　of　linear　equations　appearing　in　the

lattiee　gauge　theory，　The　eonvergence　is　accelerated　by　a

multiplieative　factoti　for　the　hopping　parameter　in　the

preconditioner　（L　D　R）一1．　The　program　was　fully　vectorized　on

HZTAC　S810／10　veetor　proeessor’loeated　at　KEK　and　a　fine　tuning
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of　ti　e　eode　further　inereased　the　performanee　more　than　twiee．

　　　　The　algorithm　’ulas　applied　to　the　Langevin　simulation　of　the

lattiee　QCD　on　a　g3x18　lattiee　［13］．
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Appendix Varian七s　of　七he　CG　Me七hod

　　　　　The　conjugate　gradient　method　is　used　to　＄olve　a

eqaation　with　positive－definite　hermitia’氏@coeffieient

is　now　modified　to　apply　to　a　linear　equation

linea・P

　　ム　　　　
1n　aし】ρiX：・ 工t

Ax＝　b
（・A．1）

where　A　is　a　nonhermitian　matrix．　The　algorithm’s　are　based　on

the　faet　that　for　arbitrary　matrix　A，　A＋A　and　AA＋　are　aiways

hermitian　and　positive一（semi）definite．　The　triek．　is　that　we

never　caleulate　A＋A　or　AA＋　explieitly，　sinee　it　would　require　a

large　eomputer　time　and　memory．　Tn　many　eases　A＋A　or　AA＋　is　less

sparse．　There　are　two　variants　of　the　CG　method．

1．　Least　Squares一一type　method

　　　　This　method　is　to　solve　the　normal equation

A＋　Ax＝　A＋　b （A．2）

instead　of　〈A．1）．　lf　（A，1）

（A．2）．　The　algorithrn　is　as

　　　　r＝b　一一　Ax；・　p＝’O

　　　　repeat　until　eonve．rge

has　a　solution

follows：

Xo，　Xo　aiso satisfies

s＝　A＋　r

　　　　　　　　　　・一　1
B＝　（s，　s）

P＝P＋　Bs
（A．3）
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　　　　　　s　＝　Ap

　　　　　　　　　　　　　　　　一一　1
　　　　　　pt　＝　（s，　s）

　　　　　　x　＝　x＋　orp

　　　　　　r　＝　r　一　ors

　　　　　Four　working　vectors　x，　r，　p　and　s　are　needed　to　implement

the　algorithm．　Three　veetors　x，　r　and　p　are　updated　recu，rsively，

while　s　is　a　temporary　one．　During　every　iteration，　two　matrix

1nultiplicati・ns　A　p　and　A＋rare　perf。rLned，曲ich　are　the　m。sし

tirne　con．suming　part　of　the　algorithm．

　　　　This　method　ininimizes

　　　　f（x）＝（｛x－x・）・A＋A（x－x・））＝（r・r）　　　　・儲）

vyhere　xo　＝　A－lb，　r　＝．b　一　Ax．　lf　the　equation　（A．1）　is

ineonsistent，　it　gives　one　of　the　least　squares　solutions．

2．　Least　Norm一一type　method

　　　　　The　other　method　is　based　on　the　solution　of

　　　　AA’u＝b．　’　．　．　（A．5）

When　the　solution　uo　is　obtained，　the　solution　xe　for　（A．1）　is

9エven　as

　　　　Xo＝A“　Uo・　．　（A．6）

The　algoribhrn　is　as　follows：
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r＝b－Ax；　p＝O
：gEgg1t2m．gn111L一．s：gs！yLetgslt1　ne　e

B＝

p＝

or　＝

x　＝

r　＝

．（　r，

p＋
（p，

x　十

r　一

r）一1

B　A＋r

P）一1

ct　p

or　A　p

（A．7）

We　note　the　veeto．r　u　in　（A．6）　does　not　appear　in　（A．7）　at　all．

This　algorithln　has　’しwo　advantages　over　the　least・一squares－type

method．　Firstiy，　only　three　working　vectors　x，　r　and　P　are

necessary　in　．（A．7），　while　four　are　needed　in　（A．3）．　Secondly，

this　algorithm　minimizes　the　norm　of’ @the　g，rz：sLyror，　i．e．　the

differende　between　x　and　xo：

f（x）　＝　（（u－uo＞，　AA’（u－tuo）〉　＝　（x一一xo，　X－Xo）， （Ae8）

wh．i．le　〈A．3）　rninimizes　the　nor｛n　of　the　．oesidual　r．　The　ai’nounL’　of

eoLnputation　in　one　iteration　is　alm．　ost　the　sante　in　the・twb．，

algorithrns．　The　ingeneous　trick　［15］　to　calculate　Ap　and　A＋r　at

the　，same　time　in　（A．3）　may　also　be　applieab1e　to　（A．7）．
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Figure　Captions

Fig．　1

　　　　The　number　of　iterations　as　a　funetion．　of　the　geeeeleration

　　　　parameter　e　for　7　gaUge　configurations．

Fig’ s2
??@error　llx－A－ibH　as　a　function　of　the　nurnbe’ 秩@of

　　　　iterations　k　for　vqrious’algorithms　on　a　quenehed　gauge

　　　　configuration　at　B＝5．5　and　K＝O．18．　The　symbols　denote：　A

　　　　for　工LUMR　with　c＝1．2；　B　for　ILUCR（1）　wi七h　c＝1．2；　C　for

　　　　ZLUCR（1）　with　e＝1．0；　D　for　ILUMR　with　c＝1．0；　E　for　CR；’F　fgr

　　　　CG　（least　norm　type）；　G　for　CG　（least　square　type）．

Tabl〟@Caption．s

Table　1
　　　　Execution　time　in　64　bit　arith’metie　for　s＝（LR）一IAr　on　63xg

　　　　lattiee．　The　letters　a，　b　and　c　denote　the　three　．kinds　of

　　　　improvement　described　in　the　text．　｝ulULT　and　ILU　denote　thg

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1
　　　　subroutines　to　compute　t＝Ar　and　s＝（LR）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t，　respee‘しively．

Table　2
　　　　The　number。f－iterati。ns　t6　altain　llx一バ1bil＜．1。一4　f。で

　　　’various　algorithms．　The　right　hand　side　b・is　a　point

　　　　source．　The　initial　value　of　x　is　set　to　be　equal　to　b．　Tlr｝e

　　　　number　in　the　parentheses　is　a　rough　estimate．
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Table　1

　　　　コverSlon
　　　improvements

in　ILU　in　MULT
time（see）

original
　　　1

　　　2

　　　3

　　　4

　　　5

　　a

a，b

　ase

a，b，e

a，bse

一一一一

　e

O．375

0．220

0．192

0．190

0．174

0．150

Table　2

　　　　ガ

エLUCR（1）

c＝1．O

c＝1．1

c＝1．2

c＝1．3

　　K＝’　O．17

m－a＝　O．91

O．180
Q・一4－9m一

Oe181
0．，．一4」3．“

O．182

Q．，一3LZ

O．183

0．27

165

136

121

157

275

224

200

236

O．184
Q．．，“．1－5－

　　　pt

26

23

22

25

90

74

70

88

115

96

88

113

658

575

661

工LUMR

e＝1．O

e＝1．1

C＝1e2

e＝1．3

31

25

22

26

113

84

70

93

149

109

89

119

217

155

125

164

386

263

212

265

749

581

786

CR
196 （5000） （8000） ＞＞1000 ＞＞1000

CG（least

CG（leas七

squares　type）

305　（1400）
norm　type）

299　（1300）
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