
ISE－TR－85－51

　　　二一『／

MONOTONICITY　THEOREM，　CAUCHY’S　INTERLACE　THEOREM

　　　　　　　　AND　COURANT－FISCHER　THEOREM

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　by

　　　　　　　　　　　　　　YASUHIKO　IKEBE

　　　　　　　　　　　　　TOSHIYUKI　INAGAKI

　　　　　　　　　　　　　SADAAKI　MIYAMOTO

　　　　　　　　　　　　　　　October　28，　1985

　　　　　　　　　　　　筑波大学

電子・憶報工学系



IM－iONOTON1CITY　THEOREM，　CAUCHY’S　1NTERLACE

　　　　　　　　　　A：ND　COURANT一：F工SCHER　THEOREM

THEOREM

YASUH工KO　工：KEBE

TOSH工YU：K工　工NAGA：K　I

SADAAK工　M工YAIY［O　TO

OCTOBER　28，1985



§1　工n’ヒroduction

　　　　　工n　’ヒhis　note　the　following　impor’ヒan’ヒ　theorems　on　eigen▽alues

o．f　H：ermi’ヒian　matrices　are　reWorked　from　a　unified　viewpoint　of

exploi’ヒing　a　simple　dimensional　identi’ヒy　for　an　easierr　quicker

and’independent　proof寧　Monotonicity　Theoremr　Caushy冒s　In’ヒerlace

Theorem　and　Courant・一Fischer　Thdorem　（Minirnax　Characterization）．

The　usual’@procedure　of　invoking　the　minimax　characterization　or

Sylvester’s　Law　of　工nertia　to　prove　ei仁her　one　of　the　preceeding

ones　results　in　a　much　longer　proof　（see，　for　instance　r　［1，　186．

192］　or　［2，　99　・一　lO4］）．　　Sylvester「s　Law　of　工ner’ヒia　can　be　proved

from　・ヒhe　same　viewpoint，　as　is　well－known，　and　is　demonstrated　for

the　reader’s　con．venience　（see　g　5）．

　　　　　、Our　．．proof串．　depend　on　the　foユlowing　simple　dim｛ミnsional　identity：

（1）　dim（SIA　S2）＝dim　S1＋diM　S2“diM（Si　l＋S2）r

where　Sl　and　S2　are　subspaces　of　a　finite－dimensional　vector

space．　Thusr　this　note　rnay　also　be　viewed　as　a　collection　of　good

ins’ヒances　of　appl：卑ca’ヒion　of　’ヒhe　dimensional　identi’ヒy　（1）．

　　　　　Before　proceeding，　we　s’ヒate　’ヒhe　following　basic　facts　used　in

七he　subsequent　proofs　wi’ヒhout　explici七　refescence：　　（a）　●ヒhe

eigenvalues　of　a　Hermitian　matrix　ar’e　real　and　the　corresponding

eigenvectors　may　be　taken　to　be　orthonprmal；　（b＞　letting　ctlE…Sctk

deno七e　a　subseヒ　of　eigenvalues　of　a　Hermi・ヒian　matrix　A　and　letting

al，…，ttk　denote　an　orthonormal　set　of　corresponding　eigenvectors，

we　have　ctlsxHAx〈一ctk　for　any　x　in　the　span　of　ecl，．．．，ttk，　where　xHx＝1．

（The　symbol　tl　H　vv　deno’ヒes　conゴuga’ヒe　’ヒranspqse・）
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g2　The　MonotoniciEy　Theorem　［i，　p．igi］

　　　　　’L・d’t　A　and’・B　be　Herinit’i’an　’and　le’t　IAtB＝C’．’　L’et　the’　eigdnvalues

；詮．∵∵’bllαiを●‘●1噴∵1ポlln　1轡111「’≦ヤn’　Fespect’ve’y．

　　　　　《’）吋βi一ゴll≦：yi・”1』‘∵（’≧」）

　　　　　　（2）Yi≦αゴ＋’βi－」＋n’　　（i≦ゴ）

　　　　　　（1）．’弊Y艦》．一て’一？），

　　　　　Proof．”　・　Let

　　　　　　　　驚ll孟∴；∵∵1脚llll、，一，n

　　　　　　　　　　■　コ　　　■　コ　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］

　　　　　dim（Slh　S2　A　S3）L＞dim　Sl＋dirn　S2＋dim　S3・一2n＝1．

This　aSs’UreS　’ヒhe　さxis’ヒence’of　an　x’∈S　∩S　AS　　such　七hat！）（H）（＝1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1”　一2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

For　this　Xr

　　　　　αゴ＋βi－」＋、≦xH厭耳Bx＝xHC凱’「

proving” i1）．　Application’　Of　（1）　to　’（・一A）十（一一B）＝iC　b．　roves　（2）．

Set’ヒing　i＝ゴ『in　（1）　幽and　（2）　gives　（3）．

　　　　　Remark：　writin9　yi＝・cti＋mi　and　taking’tra9．e　Of　’A＋B＝．C．r

we　find　Σm、＝traceB・．　　工f・，・ih　particular’　B＝τc（LH’　where　aHa＝1，
　　　　　　　　　　ユ

we　have　Zm，．＝T．　’　・　’　’’　 　’　　　　　　　　　　ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　2．　一



g3　The　CaucDhy’s　Znterlace　Theo’rem　［1，　p．186］

　　　　　Let

　　　　　　　　　B　C

　　　　　A－

　　　　　　　　　CH　p

be　an　n×n　Hermitian　matrix，　Where　B　is　m×m　（Inくn）．　Let　the

eigenvalues　of　A　and　B・　be　’ctis．．・sct．　and　Bis．．・sB．，　respe6tively；

Then

　　　　　OtkSBkSOCk＋n．m　f．　k＝1，・．”，M・

　　　　　Proof。　　工」e七

　　　　　　　　Aa，’＝ocL．　Lt，　r　aH，Lt．＝’6，一．　t　i，j＝1，．．．，nr

　　　　　　　　　　1　X　　X　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユコ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　コ

　　　　　　　　Bv，一一一B，v，t　vH，v．＝6，．，　itj：1，．．irm，

　　　　　　　　　　　　　ユ　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：L　コ　　　　　　　　　　ユ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユコ！

　　　　　　　　，，，．［Vi！　，　i，＝i，i：．，m．

　　　　　　　　　子

　　　　　　　　　　　kO　ノ

　　　　　，Le¶ヒ1くk＜m　and　le’ヒ

　　　　　Sl＝spah｛　ak，…，tt．　｝，　dim　Sl＝n－k＋1

　　　　　S2＝spah｛　wi，．．．，wk　｝，　dim　s2＝k

Again　by　gl　（1），　the　existence　of　an　x　G　SIAS2　such　that　xHx＝l

is　assured　and　we　have

　　　　　ocksxHAxsBk

ApP”cat’on。f七h’s@t。一A D9’ve・s　Bk≦αk＋n－m・

’g4　The　Courant－Fischer　Theorem　（Minimax　Characterization）　［1，

　　　p．　188］

　　　　　Let　A　be　Herrnitian　and　let　ctls．．．kor．　be　the　eigenvaiues

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　3　一



of　A．　［vhe’氏@・for　k＝1，…，nt

　　　　　ct．＝min　mak｛vHAvivG　skivHv＝ti
　　　　　　k　’，”k

　　　　　　　＝max　mih｛vHAv：visk－i，vHv＝1｝

　　　　　　　　sk－l

where　sk　denotes　an　arbitrary　k－dimensional　subspace　of　compiex

n－vectorS．．

　　　　　Ptoof．’　Let

　　　　　　　　Aai＝・ciLti，　LtHittゴ＝δiゴ’ゴ＝・’…rP・

Le七
　　　　　　　　si＝span｛　ak，…．，tt．　｝　arid　S2＝Sk，　（anY　kTdiMegilllgl］gcie’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　　　H
Then　gl　（1）　guarantees　the　existence　of　ap　X　G　SI　AiS“ P，　X－X＝1，

giving　xHAx）ctk・

　　　　　・n七he・七her　hand，　f・r　anyα～とspa蜘、，…rak｝’ak－

dimensional　subspace，　we　have　ttHAec：ILctk　and　aHkAttk＝＝ork，　proving

the　firs’ヒ　equali七y　of　the　theorem。

　　　　　．To　prove　the　secondr．　choose

　　　　　S、＝spa幽、’…’　ttk｝t．si＝（白k一’）⊥

and
@Pyoceeq　ln　a，　similaF．1in，e　lof　arg．　｝imept　qs　above．

§5　The　Syl▽esteris　Law　of　工nertia

　　　　　Let　A　be　an　n＊’n　’Hermitian　ma七rix　anq　let

　　　　　　vHiAvi＝diag｛　di（i），．・・’，d．（i）’｝r’i＝1，2’r

Wl　e’re　Phe，．V；．aFe　．ngnsipg，ulgrr　Thep

　　　　　Tl＝T2　and　Yl＝P2，

whe ee　Ti．（rgspr　pi）　denotes　the　number．　of　the，p．　ositive　（resp．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　4　一



negative）　d’ 梶ii）”s’C　（i，　fi＞sedi，’i＝i．，2．　（The．．symbol

diag｛　di（’±）i・．．　｝　denotes’the　diagonai’matriklwith．　dl．　（i’）　as

’ヒhe　ゴth　diagonal　ele皿ent．）

　　　　　PrOOf・　Suppose　Ti＞T2　and　let．silspan｛　vj（i），dj（i）〉．o，　｝

and・s2＝span｛　vj（2）：dj（2）EO　｝　（di’m　Sl’＝Tir　dim．　S2Fp－rr2），．Where’

vj（i）　denote　the　jth・column　of　V（i）．　By　gl　（1），　there　is　an

xe　SIA　S2　such　that　KHx＝1　and　we　have　xHAx＞o　（since　x　e　sl）　and

，x”

Ct；：；？　（since Cx ?@S，） Cr@g　g．ontradiction・ D　Hence@T｝＝Tl；．．　．f／ii，MligiiY．
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