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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstraet

　　　　Problems　of　finding　totally　consistent　interpretations　when

an　object　consisting　of　many　parts　and　their　locally　legal

interpretations　are　given　are　found　in　several　areas　such　as

image　understanding，　artificial　intelligence．　These　are　a　kind　of

searc a@problems　called　copsistent　labeling　problems，　most　gf

whieh　are　NP　complete．　There　are　two　principal　strategi’es　for　the

consistent　labell’ng　problem（CLP）：　the　depth－first　approach
typ’

奄?奄?п@by　backtracking　and　the　breadth－first　approach　typified

by　constraint　propagation 秩@Th・is　paper　proposes　a　npvel　algorithm

that　takes　the　breadth－first　approach．　First，　it．　is　shown　that

any　CLP　can　equivalently　be　expressed　by　a　constraint　hetvvork．

Then，　a　general　procedure，　which　repeats　relaxing　the　network　and

joining　two　nodes　in　the　network，　is　proposed．　Finally，’　we

introduce　Phree　types　of　concrete　algorithms　with　different

levels　of　heuristics　and　compare　their　efficiency　and

characteristics　experimentally．
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1．　lntroduction

　　　　　One　of　the　approaches　to　the　problem　of　analyzing　or

understanding　an　object　composed　of　many　parts　is　to　find　a

set　of　labels，　each　of　which　gives　an　interpretatien　of　the

corresponding　part，　satisfying　every　locally　legal　combination

of　interpretation．　This　kind　of　problem，　which　is　found　in

several　different　areas　such　as　scene　labeling　in　im．age

processing［1］，　understanding　line　drawings　in　artificial

intelligence［2］，　finding　homomorphic　subgraphs［3］　and　puzzles

like　N－queens　problem［4］，　is　called　in　many　ways，　e．g．　the

consistent　labeling　problem　（ealled　hereafter　CLP　for

short）［5，6］，　the　relational　consistency　problem［7］，　the

constraint　satisfaction　problem［8］，　the　satisficing　assignment

broblem［9］　et　al．

　　　　　The　algorithms　of　solv’ing　CLP，　which　is　generally　an　NP

complete　　Proble皿，　　are　皿ainly　classified　into　two　　methods：　　the

depth－first　approach　based　upon　baektracking　and　the　breadth－

first　approach　typified　by　constraint　propagation．　ln　the　former

approach，　many　techniques　to　resolve　thrashing　phenomenon　caused

by　wasteful　repetition　of　backtrackings　have　been　proposed，

examples　of　which　include　forward－checking［4，5］，　back－

marking［4，9］　and　looki’ng－ahead［4，5］．　ln　the　latter　approach　also，

we　have　some　techniques　like　discrete　relaxation［1］　and

constraint　propagation　working　on　a　network　representing　binary

relations［1，7，8，10］．　Most　of　those　techniques　of　the　breadth一・

first　approach，　however，’are　used　not　to　get　the　final　result　but
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to　reduce　the　number　of　branches　in　depth－first　algorithm．

　　　　　　One　of　the　earliest　breadthefirst　methOds　which　attains

final　’solutions　is　the　one　proposed　by　Freuder［11］，　which

introduces　a　constraint　network　having　ability　to　represent　more－

than－2－ary　relations．　ln　Freuder’s　method，　the　network　is

intially　a　set　of　isolated　nodes　eorresponding　uniquely　to　parts，

or　uni’ 狽刀D　To　each　node　a　set　of　possible　interpretations，　or

labels，　is　assigned．　First，　every　pair　of　units，　which　becomes　a

new　node，　is　added　to　t，he　network，　to　each　of　which　all　the

possible　pairs　of　labels　consistent　with　its　local　constraint　is

also　attached．　Then，　increasing　the　cardinality　one　by　one，　every

combi．nation　of　units　is　added　to　the　network　to　create　a　new　node

with　which　a　set　of　legal　combinations　of　labels，　or　labelings，

associated．　Finally　the　node　corresponding　to　the　total　set　of

units　is　added，　and　all　of　the　solutions　are　found　in　the　set　of

labelings　attached　to　this　final　node．　Freuder’s　method　is　able

to　deal　with　relations　with　more　than　two　dimensionality；

however，　one’　node　is　i’nevitably　added　to　the　network　for　every

combinhtion　of　units，　and　this　may　cause　space．　and　time

inefficiency．

　　　　　This　baper　proposes　a　novel　filtering　algorithm　that　makes

use　of　the　constraint　propagation　technique．　First，　it　is　shown

that　every　CLP　ean　equivalently　be　expressed　by　a’　constraint

network　in　Section　2．　Then，　in　Seetion　3，　an　efficient　algorithm，

which　repeats　relaxing　the　network　and　j6ining　two　adjacent　nodes

in　the　network，　is　proposed．　Finally，　the　efficiency　of　several

heuristics　are　evaluated　experimentally　in　Section’4．
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2．T』e　C。nsistent　Labeling　Pr。ble臓and　its　Equivalent　ExPressi。n

2．1　The　Proble痩

　　　　　Here　　we　　give　a　definition　of　CLP，　　which　is　a　　generalized

version　　of　the　one　given　by　Haralick　and　ShaPiro［5］．　　A　　CLP　　is

rePresented　by　a　quadruPle　（U，L，T，R），　　where　U　is　a　set　of　y』Li」Ls＿・

｛1，．．．，M｝，　　and　L　is　a　set　of　上a」b－el＿s＿s　Labels　are　usually　possible

interpretations，　meanings　or　va｝ues　being　asssigned　to　the　units・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

Tisaset。ftuPles。funits，　i、e．　T⊆し1U1．　EachtuPleti・T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Isi≦　M

tells　　the　、units　comPosing　t　mutually　constrain　one　another・　　And

all　of　the　Permitted　or　legal　labelings　for　t　is　exPlicitly　given

by　a　ltl－ary　relati・n・f　labels，　Rt（Sl；　Lltl），　which　is　called　a

laWL　OU　Lela　L　ltl　is　the　dimensi・nality・f　tuPle　t．
And，　R・　｛・Rt　S　Lltllt　e　T｝・

　　　　Solving　　　a　　　CLP　　is　　to　　find　　all　　　consistent　　　labelings

λ・（11・…・IM）・f　units（・・…・M）satisf、yi・9∀t（∈T）（入（t）ξRt）・

where入（t）is　the　Pr・」ect’on（1ぺ・…’u　IU）of入on

t・（u1・・∵・ultl）・We　give　an　examPle・f　CLP・

　［Example］

　　　　U＝｛：1，．．．，5｝，　L＝｛a，．．◆，e｝，

　　　　T・｛tl（・（1・2））・t2（・（2・3・4））・t3（＝（4・5））・t4（＝（1・3・5））｝・

　　　　R・｛R1・R2・R3・R4｝・

　　　　R1・｛（a・c）・（b・a）・（b・e）・（c・d）・（d・a）・（e・b）｝・

　　　　R2・｛（a・a・c）・（a・c・d）・（b・b・a）・（b・d・c）・（c・a・b）・（d・e・・）｝・

　　　　R3＝｛（a・b）、・（b・c）・（b・d）・（c・a）・（d・b）・（e・a）｝・
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　　　R4＝｛（a，d，b），（a，e，b），（b，C，b），（c，a，b），（d，c，c）｝，

where　R．　stands　for　R，　．
　　　　　　　l　　　　　　　　tし　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

2．2　The　Constraint　Network

　　　　　Here　we　introduce　the　constraint　network　providi’ng　an

equivalent　expression　of　a　CLP．　The　c』Ln」s」血n鑓L　is　defined

by　an　undirected　graph　（V，E）　with　a　function　w　which　gives　an

integer　value，　or　a　weight，　to　each　arc．　With　each　node　i　in　V，　a’

tupl 〟@gf　units，　ti，　and　its　label　constraint’r．elation，　Rti

（sLlt｛1）　are　associated．　For　any　two　node　i　and　j　there　existg

an　arc　（i，j）　iff　there　is　at　least　one　common．unit　possessed　by

both　tuples　ti　and　tj．　A　constraint　network．equivalent　to　the

given　CLP　is　derived　by　lbtting’the　node　set　V　be　the　unit

relat．ion　T．　Fig．　1　shows　the　equivalent　constraint　network

representing　the　CLP　given　in　the　previous　section．

　　　　Our　definition　of　constraint　networks　differs　fr’om　the

conventional　ones［10，11］　in　which　each　node　corresponds　to　a

single　unit　and　only　binary　relations　are　permitted．　However，　in

the　constraint　networks　proposed　above，　each　tuple　in　T
corresponds　to　a　node；　thus，　relhtions　with　arbitrary　dimensions

can　straightforvardly　be　expressed．　The　local　constraint　required

according　to　each　edge　is　that　the　labelings　associated　to　the

common　units　appearing　in　both　nodes　（i．e．　tuples）　conn6cted　each

other　by　an　arc　are　to　be　equivalent．　“
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tl＝（1　2）

Ri＝

ac
ba
be
cd
da
eb

t4＝（1　3　5）

k＝

ad　b
ae　b
bc　b

cab
dc　c

　　W＝41

t2　＝〈2　3　4）

W＝4

4

W　＝4

2
　R一

3

W　＝3

W　＝7

aac
acd
bba
bdc
cab
dea

ts＝〈4　5＞

ab
bc
bd
ca
db
ea

Fig．1　A　constraint　network．
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2．3　The　join－oPeration

　　　　　Let　Ri　andR」bethe　label　c・nstraintre｝ati・nsgi・ing　the

Possible　　labelings　　for　　tuples　　t．　and　t．，　　each　　of　　which　　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　J

associated　with　nodes　i　and　j，　　respectively．　　Assume　there　is　an

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　 ロarc（i・」）・Then　the．set・f　c・mm・n　units　d＝ti（t」is　n・n－emPty・

Let　ri［d］andr」［d］bethe’Pr・」ecti・n．・fri（6Ri）and　rj（∈R」）

acco．rding　to　the　com皿on　units　d．　Then　the　iΩ」－oPeration　of　nodes

i　and　j，　　exP　．ressed　by　join（i，」），　　deletes　the　nodes　i　and　j，　and

c「eates　a　newn・de・sayk・t・whichatupletkand．its　label

constraint　relati・n　Rk　is　assigned・where　tk　is　the（extended）

natural」・in［12］・f　Ri　and　R」with　respect　t・d・The　newly

created　n・de　k　is　called　the」・ined　ngde・and　Rk　is　called　the

joined　　label　　constraint　　relation．　　The　　二一　 fJM．9一1LiPm．＿　w

assigns　　each，arc　（i，j）　a　weight　that　is　the　size　of　　the　　joined

label　relat！・n　Rk　which　is　t・be・btainedafter」・ining　n・des　i

andj．

　　　　Fi客．　2（a）　shows　an　examPle　of　a　Part　of　a　constraint　network．

After　joining　i　and　j，　　the　joined　node　k　is　derived，　as　is　shown

in　Fi9．　　2（b）．　The　weight　w＝3　assigned　to　arc　（i，」）　exPresses　the

size・f　the　relati・n　Rk・Label．ing（b・c・a）in　Ri　d・es　n・t

PerticiPate　in　the　resulting　j・in　Rk・because　its　c・mm・n　part

（c，a）　does　not　apPear　in　any　of　tuPles，　　labelings・～　of　R．．　On　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

・threr　hand・R」d・es　n・t　c・ntain　s・ch・dd　labelin’9s・When　b・th　Ri

and　　R．　don’t　contain　any　invalid　odd　labelings　at　all，　　the　　arc
　　　　　　J

（i・」）is　called－7・8・11］・A・d　a　c・nstraint　netw・rk

is　　said　　to　be．　c」劃if　all　of　the　　arcs　　are　　arc－consistent．
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〈a） ：x；　kl
W＝3

ti＝（1　2　3）

Ri＝

a　bc

bca
bbc
caa

D　1・

（b） ：

．

k二
　　e

tk＝　（一1　23　4．）

Fig．2　An　example　of　join（i，j）　operation・
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Repeating　the　join　operation　one　after　another，　・the　constraint

network　becomes　only　a　single　node，　with　which　the　final

constraint　label　relations　containing　all　of　the　answers　（i．e．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

consistent　labelings）　iS　asseciated．

2．4　The　Constraint一一Propagation　Operation

　　　　　For　the　efficieney　of　eaeh　join－operation　and　to　keep　the

working　space　small，　we　introduce　some　operations　which　are

used　to　make　a　constraint　network　relaxed　or　quasi－relaxed．　First

we　define　two　operations　used　to　eliminate　the　odd　labelings．

　　　　　The　cLQ－n－s一1u－aj－n一1L：一iuz－Q．1　from　node　i　to　node　j，　written　as

prop（i，j），　is　the　operation　that　eliminates　all　the　odd　labelings

in　Rj　that　will　not　participate　in　the　joined　label　relation．

Thus・after　Perf・r皿ing　Pr・P（i・」）・R」is　reduced　t・the　f・11・wing

relation：

　　　　｛rlr∈R」〈ヨs（∈Ri）（s［d］＝r［d］）｝・’

Note　that　the　prop　operation　is　non－eommutative．　ln　fact，

prop（i，j）　reduces　Rj，　while　prop（j，i）　reduces　Ri．　The　ma

g．Q－n－s一1u　a．i－nlL：一1　between　two　nodes　i　and　j，．　written　as

mutual－prop（i，j），　is　the　operation　that　performes　both　prop（i，j）

and　prop（j，i）　at　once．　Apparently，　・　mutual－prop（i，j）　is　a

commutative　operation　that　makes　the　are　（i，j）　arc－consistenL

Both　prop　and　mutual－prop　include　the　calculation　of　the　weight
w（’

ii，j））　also．

　　　　Next，　we　introduce　three’kinds　of　bperations’that　relax．the

consistent　network．　The　ou　ua　is　the　procedure．　that
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makes　　the　　constraint　　network　　comPletely　　relaxed．　　Its　　basic

mechanism　　is　　found　in　［11］，　　though　we　imPlemented　so　that　　th6

mutual－proP　　is　　used　　as　many　times　　as　　Possible．　　The　　mutual－

proP（i，」）　　inevitably　contains　a　natural　join　oPeration　　used　　in

relational　　database　systems［12］　of　R．　and　R．　on　the　common　units
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　J

　　　　　　　　　　　コ

d（＝ti（t」）・T・Perf・rm　the」・in・perati・n　effectively・we　P「ePa「ed

two　hash　tables［13］　with　the　same　size，　　one　of　which　is　used　for

storing　R．　and　the　other　for　R．．　　If　an　entry　of．a　table　contains
　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　J

an　ele皿ent　（i．e．　a　labelin9）　while　the　corresponding　entry　of　the

other　table　with　the　same　address　is　e皿Pty，　　then　the　element　　is

easily　　concluded　　to　　be　　an　odd　　labelin9．　　This　　technique　　of

implementiation　　is　　the　same　to　the　one　adopted　in　　the　　database

machine　LEECH［14］，　　which　enables　the　皿utual－ProP　oPeration　to　be

performed　as　fast　as　the　usual　Prop　　oPeration．　　Therefore，　　when

two　　prop　　operations　whose　directions　are　oPPosite　according　　to

the　same　arc　are　required，　a　mutual－Prop　operation　can　be　used　to

get　　　raPidly　　the　　same　　result　　attained　　by　　those　　two　　　ProP

operations．

　　　　The　　other　　Procedures　using　mutual－prop　operations　　are　　the

血L豆⊥ax」a血and　the　l血＿【一　 The　former　apPlies　a

　mutua1－prop　oPeration　once　Per　every　arc　throughout　the　　network。

　In　　the　　latter　Procedure，　　皿utu．al－proP　oPerations　are　　Performed

　only　　on　　the　　arcs　connected　to　a　　Proper　　node　　concerned・　　The

　results　of　both　Procedures　are　slightly　affected　by　the　order　　of

　the　　　arcs　　on　　which　　皿utual－ProPs　　are　　Performed．　　　The　　local

　relaxation．aPPIied　according　to　node　1・in　Fig．　　1　eliminates　　odd

labelings（b・e）and（e・b）fr・皿・R1・Further・if　arc（1・4）is
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Processed　　earlier　　than　　arC　（1・2）・　　odd　labelings　　（b・b・a．）　　and

（b・d・c）in　R2　are　als・deleted・Fi9・3（a）sh・ws　the　result・f　the

global　relaxation　aPPIied　『to　Fi窪．　1．

　　　　Before　　going　into　the　details　of　the　a190rithm・’s　　we　　cla・rify

some　proPerties　of　constr－aint　networks．　　A　node　which　is　adjacent

both　with　nodes　i　and　j　is　said　to　be　bi－connected　to　i　and　j．

．ProPosition　1・

　　　Let　i　and　j　be　adjacent　nodes、　in　a　re』laxed　constraint　network．

Then，　the　arc－consistency　is　maintained　after　joining　nodes　i　and

j　except　the　arcs　that　connect　the　joined　node　to　the　nodes　which

were　bi－connected　to　nodes　i　and　j．

Proposition　2．

　　　Let　i，j　and　k　be　adjacent　nodes　in　a　．constraint　network　G．　Let

G’　　be　　the　same　network　as　G　except　that　the　arc　　（」，k）　　is　　、not

　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　 コ　　　　　　　　　　の

included・If　t」（tk≦ti・then　CG＝CG・・where　CG　and　CG・are・the

：：：：∴e∵。Onsistent　labe’ingsofthe　n卵。「k　l　an∵’

3．The　C。nstraint　Synthesizing　Alg。rlith璽

　　　　　In　　the　　Previous　section，　　we　introduced・　three　　relaxation

Procedures　　using　constraint　ProPagation　oPerations：　　the　　global

re・
撃≠?≠狽奄盾氏C　　the　partial　relaxation　an『d・the　local　relaxation“．．　The

general　　　framework　　of　　constraint　　synth『sizing　　algorithm　　・is

described　as　follows：・　　　　　　　　．　　　　「、　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　・　　、　　／
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　　1．　procedure　Consistent－Labeling；

　　2．　relaxation（initializingSype）；

　　3．　repeat

　　4．　find　the　arc　with　minimum　weight　and　apply　join

　　　　　　　　　　　　operation；

　　　　　　　　　　　　if　the　result　（i．e．　the　joined　label　relation）　is

　　　　　　　　　　　　empty，　then　stop（no　result　found）；

　　5．　relaxation（repeating．一type）

　　6．　until　the　number，of　arcs　becomes　zero．

It　should　be　noticed　that　the　proeedure　works　correctly　even　when

the　2nd　and　5th　steps　are　removed．　Step　2　initial｝y　relaxes　the

given　constraint　network　to　eliminate　odd　labelings　which

apparently　does　not　partieipate　in　any　of　the　resulting　join．

After　performing　step　4，　it　is　no　more　guaranteed　that　the

network　is　relaxed．　Step　5，　however，　incurs　some　kind　of

relaxation　procedure　to　recover　the　relaxedness　of　the　network．

Anyway，　step　2　and　5　are　used　to　reduce　the　combinatoria｝

explosion　effect　by　removing　odd　labelings　from　some　｝abel

constraint　re｝ations，　and　to　update　the　weight　of　each　arc．

　　　　　The　loop　of　4　and　s　is　repeated　until　all　the　arcs　’are

joined　and　deleted　or　until　a　joined　label　relation　is　found　to

be　empty．　ln　the　former　case，’the　final　label　const’ttaint　relation

gives　all　of　the　solutions，　or　consistent　labelings．　ln　the

latter　case，　it　is　immediately　eoncluded　that　there　is　no

solutions．　When　the　constraint　network　is　not　connected，　・　each
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component　reduees　to　a　single　node．　Then，　all　of　the　solutions

are　given　by　the　Cartesian　product　of　the　label　．　constraint

relations　associated　to　those　final　single　nodes．

　　　　Table　1　shows　three　kinds　of　important　combinations　qf

relaxation　procedures　being　assigned　to　steps　2　and　5．　Method　1

does　not　practieally　contain　any　heuristics．　lt　performs　only　a

weak．’ 窒?撃≠?≠狽奄盾氏@once　at　the　beginning　in　step　2．　On　the　other

hand，　method’　3　always　keeps　the　eonstraint　network　completely

reJaxed．　The　arc　on　which　the　join　operation　in　step　4　should　be

applied　is　heuristically　ehosen　by　checking　the　weight　of　each

arc．　Thus　join　operations　in　method　3　are　carried　out　more

rapidly　using　less　working　area　than　that　in　method　1．　But　in

method　3，　it　takes　much　time　to　accomplish　global　rel’≠?≠狽奄盾

itself．　’　Method　2　is　an　intermediate　method　between　methods　1　and

3．　Proposition　1　in　Section　2．4　suggests　that　keePing　the　network

relaxed　is　sufficiently　attained　by　applying　a　local　relaxation

with　respeet　to　the　arc　on　which　the　last　join　operation　has　been

performed．

　　　　　Fig．　3　shows　the　transition　of　the　constraint　network　given

in　Fig．　1　when　the　method　3　is　applied．

4．　Experiments

　　　　　Implementing　three　methods　proposed　in　Section　3，　we　try　t－Q

make　elear　their　efficiency　and　characteristies．　Fig．　4　shows　two

types　of　graph’structures，　Nl　and　N2，　used　to　produce　concrete

examples　of　CLPs．　We　generated　100　concrete　CLPs　per　each　graph
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Table　1．　Three　main　combinations　of　relaxation　procedures．

relakation

iinitializing　type）

relaxation

irepeating　type）

method

高?狽?盾ъ

ethod�

23� ar㌻ial　relaxationp

≠窒狽奄≠戟@felaxation9

P0ba1　：relaxation�

nonel

盾モ≠戟@rela：x；ation9

P0ba1　：relaxation
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　　　tl＝（1　2）　．　t2＝（234）

R1

　　　　　　　　　　W＝41　／　IW＝3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W＝4

　　　払3（135）　　　　　t3＝（45）

R4
|w　＝7・3　R3〒｛ll｝

（a）　The　relaxed　constraint　network　of　Fig．1．

　　　　tl　＝（1　2）　t2’＝．（2345）

　　　　　　　　　　　　　W＝1
　　　　　　　　－d－a－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　4　t4＝1鑓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R4＝朧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　脇

（b）　The　network　after　performing　join（2，3）　of　〈a），

　　　where　tuples　marked　with　’一一d一　are　removed　by

　　　the　following　relaxation（repeating　type）．

Fig．3　Transition　of　the　sample　network　during

　　　　　　the　progress　of　the　method　3．　（continued）
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1’
W　＝1

　　　　　　　tl’＝（1　23　5）　t2’＝

　　　　　　Rl’＝｛bac　b｝　R2’＝｛acd　b｝

〈c）　The　network　after　performing　join（1，4）　of

　　　whic．　h　is　already　relaxed．

2’

〈2　34　5）

（b），

O　tl”＝〈12345）

　　　　　R1”＝｛bacd　b｝

（d）　The　result　derived　after　join（1’，2’）．
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structure　by　using　pseudo　random　numbers．　As　for　Nl，　the　number

df　labels　is　8　and　the　total　number　ot　labelings　in　all　label

constraint　relations，　Rl，．．．，Rs，　is　240　（i．e．　30　labelings　in

average　per　relation）．　As　’ ?盾秩@N2，　tfie　number　of　labels　is　10　and

the　total　number　of　labelings　is　320　（i．e．　40　labelings　in

average　per　relation）．　To　generate　each　concrete　CLP，　uniform

pseudo　random　numbers　are　used　n6t　only　to　make　new’labelings　one

after　another　but　also　，to　determine　Fo　which　node　the　next

labelings　is　to　be　added．

　　　　The　more　the　nu皿ber　of　labels　beco皿es，　　the　more　the　ratio　of

odd　labelings　increases．　The　average　degree　of　Nl　is　3．．75　which

is　greater　than　that　of　N2，　2．5．　As　the　average　degree　increases，

the　const．raint　becomes　more　tight；　thus，　the　number　of　solutions．

tends　to　be．less．　T6　sum　up，　the　conditions　of　．a　constraint

network　that　make　the　number　of　fi，nal　solution．s　small　and　the

computation　time　short　are’ ≠刀@follows：

　　　　　i）　the　average　of　degregs　is　large，

　　　　ii）　the　number　of　labels　are　large，　and

　　　iii）　the　avera’ge　size　of　the　label　constraint　relations　is

　　　　　　　　s皿a11．

Actually，　the　experiment　shows　the　average　number　of　solutions D　of

the　cases　Nl　and　N2　are　206’ D3　and　3100．1，　respectively．

　　　　The　generated　100　concrete　CLPs　per　each　graph，　Nl　and　N2，

are　processed　by　the　three　methods　shown　in’ sable　1．　The　average

CPU　time　to　solve　a　CLP　is　shown　in　Table　2．　As　we　mentioned　in

Section　3，　method　2　giv．es　the　best　results：　the　moderate

relaxation@procedure　is　effective　（comparing　with　method　1），　b．uDt
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tl＝（1　2　7）

　　　　　1 2

t2＝（1　4）

＝（1　36）

　　　　　6

鉱＝（257）

7

8＝（1　710）

　　　　　　　　ts　＝〈4　9　10）

　　　　　5H4
ts＝（358）　t4＝（3　9）

（a）　Nl　structure．

tl＝〈9　10）

　　　1

t2＝（1　6　10）

　　2

　　　　　6

t6＝（2　7　9）

7 8

　　　　　　　　　　　t7＝〈110）　ts＝（18）

　　　　　　　　　　　　　　5H4

　　　　　　　　　　　ts＝（245）　t4＝（35）

　　　　　　　　　　（b）　N2　structure．

Fig．4　The　graph　structures　used

　　　　　experiments．
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t3＝（3　6）

for　the



’Table　2．　Average・CPU　time　per　CLP　（sec）．

x

method 1 method 2 met耳od 3

Nl

m2

2，391

S，982

2．2441

R，766、

3．17．3

R，973
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there　is　n6　need　of　fuH　relaxation　（comparing　with　method　3）．　ln

case　of　Nl，　we　measured　the　variances　of　CPU　time　of　methods　1，　2

and　3，　which　are　2．653，　O．214　and　O．210，　respectively．　The　result

shows　that，　comparing　with　method　1；　the　other　two　methods　are

very　stable　in　computation　time．　And，　the　method　2　is　actually　as

stable　as　method　3．　This　fact　is　proved　also　by　measuring　the

correlation　of　CPU　time　of　each　CLP．　The　correlation　coefficient

of　methods　1　and　3　is　O．368，　while　that　of　2　and　3　is　O．873，

which　shows　high　correlation．

　　　　Next，　let　us　pay　attention　to　the　working　space．　ln　the　case

of　method　1，　about　10％　of　100　problems　of　Nl　require

extraordinarily　long　computation　time，　as　for　one　of　a　typicai

case　of　which　the　transition　of　the　size　of　working　space　is

shown　in　Fig．　5．　The　total　number　of　all　the　surviving　labelings

after　the　execution　of　each　join　step　is　expressed　by　the

vertical　axis；　thus，　it　also　gives　the　size　of　the　working　space．

As　a　matter　of　eourse，　the　final　Nvalue　of　the　vertical　axis，　or

the　number　of　solutions，　is　always　the　same，　240，　in　each　case　of

（a），　（b）　and　（c）　in　Fig．　5．　ln　the　case　of　method　1　（Fig．　5（a）），

a　combinatorial　explosion　is　observed　at　step　5．and　6，　where　more

than　8，000　labelings　survive．　On　the　other　hand，　in　the　cases　of

methods　2　and　3，　which　are　shown　in　Fig．　5（b）　and　（c），

respectively，　the　number　of　remaining　labelihgs　is　always

suppressed　under　300．　Thus，　method　1　is　inappropriate　especially

when　the　working　space　is　limitted．

　　　　As　discussed　above，　　皿ethod　2　gives　the　best　result　in　　terms

both．　of　time　and　space　efficiency．　ln　［4］，　sgveral　depth－first
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algorithms　are　compared　experimentally　by　using　N　queens　problem．

According　to　the　results　proved　in　［4］，　’　we　can　find　that　the

relative　efficiency　of　standard　backtraeking，　forward－checking

and　looking－ahead　are　very　similar　to　that　of　our　methods　1，　2

and　3，　respectively．　lt　means　that　forwardmchecking，　which　is

intermediate　method　between　standard　backtracking　and　looking－

ahead，　attains　moderate　heuristies　giving　best　trade－offs．

　　　　Our　experimental　programs　’are　written　in　Fortran　77　and　run

on　Perkin－El皿er　3220．　’W　e　皿ade　use　of　hashing　technique　（chainin9）

to　implement　the　join　operation　and　the　constraint　propagation

procedure，　as　was　referred　to　in　Section　2．4．

5．　Conclusion

　　　　　A　CLP　is　defined　by　a　set　of　units，　U，　a　set　of　labels，　L，

a　Unit　constraint　relation，　T，　and　a　label　constraint　relation，

R．　ln　the　foregoings，　we　first　extended　the　conventional

definition　　’　of　CLP　so　that　unit　relations　with　different

dimensionalities　may　coexist．　We　introrduced　constraint　networks

showing　any　CLP　can　equivalently　be　expressed　by　a　constraint

network．　Then，　a　novel　constraint　synthesizing　algorithm　which

reduces　the　given　constraint　network　to　a　single　node　containing

all　of　the　final　consistent　labelings　was　proposed．　We　defined

three　types　of　concretb　algorithms　and　proved　their　efficiency

and　characteristics　experimentally．

　　　　CLP　is　a　kind　of　search　problem　in　artificial　intelligence，

where　it　must　be　noted　that　too　much　stress　should　not　be　laid　on
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finding　the　optimal　path　only．　Our　experimental　result　also　shows

that　a　moderate　heuristics　gives　the　best　result．

　　　　　Since　’the　termination　cr’iterion　of　the　algorithm　is　that

’there　is　no　more　arcs　in　the　network，　it　works　correctly　ev．en

when　the　given　constraint　network　is　not　connect’ ?пD　Further，

whenever　it’is　’found　that　every　label　relation　contains　only　one

labeling　（，such　a　case　is　seen　in　Fig．　3（b）），　thb　algorithm　can

immediately　be　terminated，　giving　one　solution．　The　algorithm　iS

suitable　to　parallel　processing，　because　the　join　operation　and

the　constraint　propagation　are　locally　executable　as．　fo’ 秩@an　arc

．cgncerned．　lf　we　have　sufficient　number　of　processors，　the

computation　time　is　reduced　to　O（log1Vl）．
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