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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ABSTRACT

　　　　Spectral　mapping　theoremS　and　their　applications，　despite　oC

practical・　importance，　seldem　Sind　their　way　into　introductory

textbooks　of　．linean　algebna　and　matrix．theory．　The　neason

appears　te　be　traceable　to　the　way　the　Sunction　oS　a　single

matrix　variable　is　deVined，　as　is　in　Gantmacher　［1］．

　　　　Zn　this　nete　’we　denive　spectral．mapping　theorems　Srom

a醸h帥p。int。f　vieりby。bserving・asim’ ole’ 凾?煤@beautiM

correspondence　between　a　holomerphic　function　S〈z）　and　the

special　upper一一tria．ngular　matnix　f＊（z）　uhese　（i，　j）一entry　equals

“　（j．一i・）（z）／（j　一　i）　1・，　j　一12：　i・
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1．　　工NTRODUCT工ON

　　　　Let　S（z）　be　a　holomonphic　eunction　o“　a　complex　variable　z

delined　on　a　region　G　oF　the　complex　plane　and　let　A　be　a　complex

square　matrix　of　orden　n，　lt　a　centour　C　in　G　encloses　the

spectnum　oC　A　（i・e・，　the　set　oC　all　eigenvalues　or　A），　then　S（A）

is　de“ined　by

　　　　C㈲≦21i髭一tl…一’噛dt　　（1）

uhere　the　right－hand　side　is　independent　o；　a　p．articular　contoun

C5。1。ng　as　Cenc1・sesthe，5pect閃m・f　A・　See　DunF・rd＆

Schwartz　　［2，　　Chapter　7］・　　　工t　is　ue11－knoun　tha．t　if　ヂ（z）　　is　　a

polynomial　on　a　rational　Cunction　uhose　denominator　does　net

vanish　en　t．h．　e．specSrum　oC　A．or　a　pouer　s．eries　in　．z　convenging　ror

any　cinite　’噤C　theh　the　deCinition　oC　S〈A）　by　（1）　and　the　matrix’

obtained　by　substituting　A　into　z　in　S（z）　agree・　Fon・　exarnple，

taking　S（z）　＝　z，　we　have：

　　　　嚇i∫ct！tエ…一’dt　・（2）．

where　C　encloses　the　spectrum　oC　A，

　　　　The　pyrpose　oV　this　paper　i，s　to　give　the　aforementi．oned．Fact

an　alternative　appneach　that　is　rnore　direct　and　transparent，

using．only　the　Jondan　canonical　Sorm　theorem　and　an　algebraic

homornorphism（5ee丁heorem　l　in　the　ne×t　section）Srom　uhich　yet

another　hidden　Feature　oV　the　Jordan　block　emerges　（see　Example　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2



　in　’the　next　section）・　The　arguments　given　in　the　Sollowing

seeti・n55・1e1ソdepends・n　t卜e　spectral　analysis，。n　a　class。ヂ

　theonems　which　analyses　the　transCOrmation　eS　spectral　strueture

Und帥　the　tnansfonmation　A一＞t㈲　uh帥e　f（z）denotes　a

　polynomial　or　a　rattonal　Sunction　or’　a　power　senies　in　z

　convenging　for　a’ny　Sinite　z，　and　where　S（A）　denotes　the　matrix

　obtained　by　substttuting　A　into　z　in　C（z）　in　an　obvious　uay．

　　　　　The　topics　covened　in　this　nete　seldom　Sind　their　wGy　intb

　intr・oductorッ　te×tbooks　o・F　matr・ix　theorッ，　　in　a　・For・m　acce5sible　to

　readers　uith　modenate　mathematical　background　in　spite　oS　their

signiSicance　in’applications　oS　eigenvalue　pneblems・　Ue　　will

show　ih　th．is　note　that　this　can　be　done，．The　key　is’@given　by

the　systematic　use　o“　the　simple　mapping　r（z）　te　f・＊（z），　an

upper－triangular　matnix　whose　（i，　j）一entny　is　defined　，by

S（j一’i）　（z）／（j　一i）！，　j　Z　i．　lt　happens　that　the　mapping

represents　a　homomorphism　Crom　the　algebna　oS　，Sunctions　deSined，

on　a　complex　negien　to　the　commutative　algebra　of　upper一一

triangular　matrices　of　the　type　just　mentiened・　The　matrix　f＊（z’ j

is　a　well－kneun　mqtrix　appearing　in．　various　contexts　in　matrix

t卜le　ony，　　see，　　e・9・，　　Gantmacher・　［1，　　Chapter・　5コ，　　　『10r・eover・　　our・

approach　enables　us　to　dispense　with　the　intenpelat；on　theory　as

seen・e・・9・・in　Gantmacher［1，　Chapter　5コ，　and　leads　us　in　a

．natural　way　to　the　integral　representation　oS　matrix　Sunctien

ぞ（A）　as　given　in　DunSord　＆Schωar・tz　［2，　Chapter・　7コ：　See　Section

4　belowi
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2．　　IvlATR工X　REPRESENTAT工ON　OF　LAWS　FOR　DIFFERENT工ATION

Let

　ぬ

f，

　Let　C（z）　be　holomonphic　in　a　negion　in　the　cemplex　plane．

n　denote　a　positive　integer・　・　By．the　symbol　“”（z），　en　simply

we　mean　the　n　by　n　matrix　deSined　by：

　ナ

f（Z）＝

s（z） C’　（z）

c（z）

f，・（z）／2！　＿＿＿＿＿　　f　（n口1）（z）／（n－1）i

　　f・（z）　　　　　　　　　：
　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ

　ヘへ　　　　　　　　もら　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　　ヘ　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　、、　　　　　　　 、、 A、　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

●唖

　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　、　、　　　　　　　　　、、　、、

　　　　　　　　　　　　　、、、、　　　　　f，（Z）

　　　　　　　　　　　　　　　　、、、、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（Z）

（3）

Uhen　　the　　or・der・　n　o・F　the　squar・e　matrix　ヂ　（z）　must　　be　　indicated

eXplicitly・ue　use　the　5ymb・1［ヂ（z）］nヂ・「the　case・

　　　　Ue　卜aVe　the　・FO110Uing　theOrem・

THEORE「1　1．

　　　　　　　　　　　　　ナ　　　　ナ　　　　ナ
　　　　ゴ　　（f十9）　＝f　十9

　　　　2・ぐcf）㌧cf　＊，uh帥ecisac。n5tant

　　　　　　　　　　　　★　　　★　　★　　　　　★　　＊
　　　　3。　　（Cg）　＝　・F　　g　　＝　9　　・F

　　　　4・（ヂノ9）㌧S★（9★）一1＝（9＊プlf★，9＋0

　　　　5・’（1／9＞★＝（9★）葡1，9≠O

Pr・oo・F．　　ゴ　　and　2。　ar・e　obviou5．　　3。　is　pr・oven　by　Leibniz，s　laω3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r）　・　　（k－r）　　　　　　　　（k）
　　　　　　　　　　　　　k　　　ヂ　　　　（Cg）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
　　　　　　　　　　＝Σ

　　　　　　kl　　　　r＝・O　　r・！　　（k－r・）！　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
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40．　By　30　we　have

　　　　　　＊　f　＊　S　　＊　　＊　k　S．＊
　　　　　f　＝　（一一一一一g）　＝　（一一一）　g　＝　g　（一一一一）

　　　　　　　　　　　　g　　　　　　　g　g

where　g翼is　n・nsingu1帥since　g†・，りhich　pn。ve54・．

5．・Let　C＝1in　4．　and　use　the　Cact　S★　＝エ（identity　matri×）』

　　　　　The　mapping　s　一一〉　r＊　is　an　aigebnaic　hom6monphism；　surn　and

product　oS　runctions，　scal’ar　multiple　oS　a　function　cerrespond　to

sum’and　product　oe　matrices，　scalar　multiple・er　a　matrix！

respectively・

　　　　　The　Vollouing　example　illustrate　a　Seu　immediate

applications　eC　Theonem　1，

Example　1，　Com垂浮狽?Dthe　p一一th　pouer　ot　an　n　by　n　jondan　block

　　　　　J＝［ぢ’こ∴l

Let　f（z’ j　＝z．　Then　f＊ iz）＝z＊ ≠i，　and　by　3’ue　have：

JP．　（z　＊ jP　．　（z　P）＊　．

uhere

（　kP　） 　　　　　P！

’k！　（p　一一　k）！

zP　（9

　　　　N　x

）Z牲こ…（nE・

、　　　　　　　　　　　　　　　、

　、　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　　＼・＼’（呈

　　　　　　　　　　　　、、　
、

）』zp鴨n＋’

　　11

）　2．p－i

　zP
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　★　　　　　　　　o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　By　5E×ample　2。　　　Find　the　inver・se　oヂ　a　Jor・dan　block　J　（＝　z　）・

　　　　（z★）rl＝（1／z）★，z＋・

yielding

　　　　　　　　　　　z－1－z口2z－3．＿一（一1）n－1ゴn

　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　、　　　　　　　　　　　・f
　　　　　　　　　　　　　　　　Z　　　　　　、、　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぢ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1　　　　　　　　　　　　、＼　　　＼　　　　　　　，
　　　　J　　＝　　　　　、　　　　　、　　　＼　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、、　　　　　、、、　　　　　一2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　一Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　、、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、＼　　　一l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z

Example　3．　　　Find　the　inver・se　of　the　rFollouing　n　by　n　matr・ix　A：

　　　　　　　　ao　al…一一一一an－1
　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　瞭
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　A＝　　ao・ぐ＼、　i　　　，ao争0
　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　a
　　　　　　　　　　O　＼al

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－l
Let‘（z）＝aO＋a、z＋…＋an一、z　・Then　A　is「ep「ese．nted　as：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n－1＞
　　　　　　　　ヂ（0）　　f，（O）　一一一一一　　　ヂ　　　　　（0）ノ（n－1）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　 、
　　　　　　　　　　　　　　f（0）、　　＼、　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、＼　　　、、、　　　　　　　1　　　　　　　　　　★

　　　　A＝　　　　　　　＼　　＼、　　1　　　＝c（z）
　　　　　　　　　　　　○　＼ミIC・（・）　z＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（0）

　　　oBy　5

　　　　バ1＝［S★（Z）　］一1＝［ド1（Z）f

　　　　　　　　　　　　　　　　z＝O　　　　　　　　　　z＝0
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and thus

　　1

the

（j　一　v！

　　　　　　　　　　　　　　　一1
（i，　」）一’　entr、y　of　為

　　　コ　　　　コ

　　d〕顯■　　1

一（　　　）　　　コ刷■
　　　　　　　ヂ（Z）　dz
　　　　　　　　　　　　z＝0

is　given　by：

’i〈j

3．　SPECTRAL　MAPPZNG　THEOREIVIS

　　　　Unless　otherwise　stated，　ue　interpnet　henceforth　in　this

note　that　A　is　an　n　by　n　matrix　and　its　Jerdan　Sorm　is　given　by：

　　　　一一1

j＝V　AV＝

A　typical

the　form

where

J　＝
　i

Jl

o

J2

Jordan　block　J．
　　　　　　　　　　　　工

λi　1
　　、　　　　、、
　　　　　　　　　　

　　　　＼

○

Xl　，，．，，　Xm

o

are　not

N

o

N

NN
m

　　　　Jm

is　assumed to　be　oC　pnder　k
　　　　　　　　　　　　　i

　　　　　　　　　　　　　　，i＝　1，””
XN
mN
．　　1
　NN
　　　’　A一．

　　　　1

　　　　necessanily　distinct・

THEOREM　2　〈Spectnal　mapping　theorern）．

ヂUnC竜iOn；　ViZ●　　h（Z）　＝　ヂ（Z）ノ9（Z），　Uher、e

　　　　v（z）　＝　ao2P　＋　alzP－1　＋　一一一　＋　apts1　z　＋　ap，　’ao

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q－1　　　　　　　　　　　　q
　　　　g（z）　＝　bAz’十　b　　　　　　　　　　　　　　　　　　z’　十一一一　十b　z十b　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，b

　　　　　　　　　　　OT　’1一　一q－1　M　Tq　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7

rn

（4）

and　has

（5）

Let　h（z）　be　a　nationa1

1　O，　p20

キ0，q＞0



1・エ£9（λii＋・，　i＝1，…・m・then　9（A）　is　n・nringular　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　［h★（λ’）］k・［h★（λ2）］k20

　　　　）一lh（A））＝　　　　　・、　　　　　（6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　○　　　＼［h★（λm）］k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

uhere

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－l
　　　　　h（A）　＝　f（A）　［9（A）］　　 ＝　［9（A）コ　　 ‘F（A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　h（λi）h・（λi）一…h（ki一’～λi）〆（ki－1）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（λi）　　　、、、、、　　　　　　　　　

：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　［h★（λi）］k．＝．　　　＼＼ ＼　1　（7）
　　　　　　　　　　　　　ユ　○　　　．〉＼ll：ll：

2・エSh・（λ
堰j＋・s‘ 狽??獅≠i・rdan－V－f［h★ iλi）コki　has　a

singlej。ndanb1。ck．　Ifh・（λi）＝0・セhen　a」・rdan　C。rm。S

［h★（λi）］．　k．has－tw・・n　mo「e　Jo「dan　blocks●

3．det［1㈲一λエコ＝［h（λ、）．．　Aコk・＿〔h（λm）一λコkm－

P　r・　oo・F，　　10．　　Ue　have：

）一・

黶≠?iJ）＝

if（6’）一9（’　Jm）］

）一1　g㈲）＝・9（J）＝
狽〟i6’）…∴）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



エヂ9（λi）÷Q・i＝1，…，m，　tおeng（J）

9（禽）．　　Then3

　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1
　　　　）　　 h（A）　）　＝　）　　　　　　　　　　　　　　　　　f（A））［）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（A））コ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一l
　　　　　　　　　　S（J・）［9（J・）1　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 、
　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　O　　F（Jm）［9（Jm）∫’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ナ
F・n1．・ne　must　sh・ωthat　h（Ji）＝［h（λi）］k，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ．

　　　　　★　　　　★　　　　★　　一l
　　　　h　（z）　＝：　f　（z）　［9　（z）］

　　　　　　　　＝la・（z★）P＋…＋apl

Jordan　block　ji　is　repr’esented　as3

　　　　Ji＝［z＊コ

　　　　　　　　　　　kiZ＝λi

Thus　we　have：

　　　　　＊　　　　　　　　　　　　　一l
　　　　Ch（λi）コki　＝e（Ji）［9（J　i）コ＝h（」i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　★
20　・　　1・F　h，（幽λi）　SO，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

asi．　ngleJ。rdanbl。ck・　エFh’（λi）＝0，

1eξ真5t　　 rビリo

S。nm。e［h“（、）コk．

30・、

is　nonsingular　and　so　is

h（Jl一）　O

　　　XXNN．

O　h（J．）

・　By　Theorem　1

”1［bo（z“）q　＋　一一一　＋　bq　1＊］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　then　［h　（λi）］k．　has　　a　　single　　linearly

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ナ
inde・P・e　ndent　eigen＞ect。n　and　thus　a　J・ndan　C・rm、・f1 mh（λi）］k，　has
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　★　　　　　　　　ユ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　then　［h　（λi），］k．　has　　at

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　　　　　　　　　1inearly、independent　eigen＞ectors　and　thus　　a　　Jordan

　　　　　　　　　　　　　　has　tuo　or・mor・e　Jor・dan　blocks．

　　　The　pr・QoS　is　obviou5　and　is　omitted．　［i

9



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一l
E×ample　4・Let　A　be　diag・nalizable茎）喬）＝diag［λ、・…・λm］

uheトe　λ　　，．。．，λ　　ar、e　　not　nece55arily　　distinct．　　　For、　　rational
　　　　　l　　　　　m
h（z）　　＝　 ぞ（z）／g（z）　　uith　　g（λ．）　＝←　 0，　　i　　＝　　1，●．．，　　n，　　g（A）　　i5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

nOnsingular　and　ue　have3

　　　　－1
　　　）．h（禽））＝diag［h（λ、）・・…h（λm）］

THEORE岡3（Spectnal　mapPing　the・rem）・Let　h（z）be　an　infinite

　　　　　　　　pouer　serle5：

　　　h（z）＝a＋az＋az2＋一一．＝℃azk
　　　　　　　　　O　　l　　2　　　　　　k＝o　k

uh。se　radiu5。ヂ。。nvergence　is～trictly　greater　than　t　h’@e　spectral

radius　of　A●　　丁hen

　　　　　　　　　　　　　　［h★（λ、）］k　O

　　　）一業㈲）＝　　　　1＼、　　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　○　　［h★（λ）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

（the　Same　ヂOrm　a5　（6）　ヂOr・　r・atiOnal　h（Z））・

Proef，　　Let

　　　h　（z）　＝　a　　＋　a　z　＋　a　z2　＋　一一一　＋　a　zr，　r・　＝　1，　2，　。・・

　　　　r　　　　　O　　l　　　2　　　　　　　r　　　　　　　　“

By　Theor・em　2　ωe　have3

）一1

G（λ・）］kよ＼、0　．．（　9）・

　　　　　　　　　　　　　　　　○　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［h★（λ）コ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　m　k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m
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Since　each　X，　is　in　the　cincle　oS　convergence
　　　　　　　　　　ユ

limit　as　r　一一〉　Oo’in　（9）　yields　（8）．O

Example　5．　Let　h（z）　＝　etZ，　uhere　t　is　an

number・　Then　ue　have：

　　　　　　　　　　　　　　　Ei　O

　　　　ザ・et2）』　＼、
　　　　　　　　　　　　　　　　O　　E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

uh帥e
　　　　　　　　　　　　　　l　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、隔L

　　　　E．＝e，tAi　l　1　’一．

　　　　　ユ

oS　h（z），　taking　the

arbitrary　complex

一．一．．　’ 狽汲堰|1／〈k．　一　1）！

、

　＼く
　　　、　　　　、　、
、　　　　　　　　　　　 、

　、　　　　　　　　　　＼
　　ヘ　　　　　　　　　　　　 へ

　　　、　、’

　　　　　、　　　　　　、　 、

e

1

，

’

t

1

i

4。　　APPL工CA’丁工ONS　OF　SPECTRAL　「1禽PPING　THEOREMS

　　　　As　immediate　applications　oC　spectral　mapping　theorems，　ue

prove　two　theorems，　one　givihg　a　nec’ ?唐唐≠窒凵@and　suVFicient

condition　Cor　equality　er　twe　matrix　Sunctions　and　the　other　a

Cauchy　type　integral　representation　o｛　a　matrix　Sunction．

THEOREM　4　（Zdentity　thearem）・　Let　each　oS　¢〈z）　and　th〈z）　be　a

rational　“uncUon；　viz・

　　　　¢〈z）　＝　Si（z）／gl〈z），　th（z）　＝　S2（z）／g2〈z）

w．here　Fl（z），．gl（z），’ @C2（z）　and　g2（z）　are　polynemials・　Ue　assume

that　gl．　（’Xi．．）　“O　and　g2（Ai）　＊　O，　i＝　1，　・．．，　m，　uhere　Al，　．・・，xm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11



帥eeigenvalues・・Auhich　are　n。t　necessariiy　distinct・Let

Yl，　…　　，1」r　　denote　distinct　eigen＞alues　o’F　A・

ゴ，　　For・　φ（A）　＝　ψ（A），　it　i5　necessar・y　and　su・Fficient　that

　　　　　　　（i）　　　　　（i）

　　　　　φ　（1．t）錫ψ　（y），　i＝O，1，。。．，　m－1；j＝1，．。．，　r・　（10）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　］

where　mゴden。te5　the。rder・S　the　largest」o「dan　block

c・rresp・nding　tO　Pj・

20，　　For・　φ（A）　＝　ψ（A），　it　is　sufficient　that

　　　　　φ（i）（1．i）＝ψ（i～P　），i＝・，1，＿，P－1；j＝i，＿，rq1）
　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　コ

uhene　P Sdenotes　the　algeb「a’c　mult’pl’c’ty　oSUゴO

Pr・ooS。　　10。　　φ（喬）　＝　ψ（A），　if　and　only　if

　　　　　ザ1φ㈲）＝ザ1ψ㈲）　　　　　　　q2』）

By　Theor・em　2，　（12）　is　expressed　equi＞alently　as　follows：

　　　　　　　ナ　　　　　　　　　　　　　　ナ

　　　　　、［φ（λi）コk．＝［ψqi）］k．・i＝1・…・m

　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　工

or

　　　　　　　ナ　　　　　　　　　　　　　ナ

　　　　　［φ（P、）］　　＝［ψ　（P．）］　　・　」　＝　1・　・…　　r

　　　　　　　　　　コ　mゴ　　　　コmj

uhich　yields　（10）．

2．・Since鴨．≦P」・the．pr・・C　C・11・ws　immediately　f…10』

Example　　6　　　（Special　　case　　of　　Hermiセe－Birkhoヂf　　　interpolati，on

pr・blem）・SupP・se　a　nati・nal　functi・nφ（z）．is　gi＞en・T獅a

P。1yn・mialψ（z）can　be　constructed　s・thatφ㈲＝ψ（A），　uhere

ψ（z）　must　saセisSy　（10）・　　工・F　one　restr・ic｛　the　degnee　of　ψ（Z）　be　a圭

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12



mast　m一＋m　＋一一一一＋m　一1，　then　th（z）　is　uniquely　determined，
　　　　　　　ユ　　　2　　　　　　　r

The　Lag「ange幽Sy1＞este「int帥Prlati。n　polyn・mial　gives　a

representation　oV　such　¢（z）・．　A　practically　mone　use，Vul

expression，　houever，　is　given　as　the　sb”owing　Newton－type　corm：

　　　　　ψ（z）＝ゴ三、｛lil　’（4　“一　pk）、｛蕊aゴk（z　一　P」）k｝

Example　7，’　Let

、自 s『謝・b÷・

Compute　A　P，　where　p　is　any　integer　（if　p　〈　O　we　assume　that　A　is

nonsingulan），　Let

　　　　　¢（A）　：一一：　．AP＝col　＋　clA　i　tp（A）　（13）

where　c。　and　ci　are　unkn・un　c・nstants　t・be　det帥mined・F・n

〈13）　it　is　necessary　and　suVricient　that

　　　　£・　”Co＋¢x　Xi，i”　1，2　（14）

where　Xl＝　a　＋band　A2＝a－b，　Solving　（14）　ron　co　and　cl

yields：

　　　　，，．kixe＋xg一　Ag－xg．

　　　　　　　　21A2＋xg　A17＋xll

Example　8，　Find　a　general　term　expreSsion　for　the　foMewing

diCfe．rence　eqqat．ion：

　　　　Yn＋1“2yバyn一、＝O・n＝1・2…‘　　　（15）

13



whene　yo　and　yl　are　assumed　to　be　given．　Since

　　　　t『・〕＝じ1〕じ＝l

on
〔ll＋i〕．＝じ1プ［ll

the　pnoblem　is　neduced　to　that　oS　computing　the　pouer

じ二〕n

The　rnethod　in　the　pnevious　example　applies　and　y　is　given　as：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　nn　n－1　n－1
　　　　　　　　　　Ai一　A2　Ai　r　A　2

　　　　yn　＝　pt　Yl＋　’　Yo
　　　　　　　　　　　　2M　　　　　　　　2万

THE。REM　5（エntegnal　nepresen’
狽≠狽堰Bn。＿））．　Let　h（z）be　either

a　rational　Function　or　an　inVinite　power　series．　Let　C　be　a

simple　closed　curve　in　the　complex　plane，　Assume　that　h（z）．　is．

holomorphic　on　C　and　in　the　interier　ef　C・　Assume　Cunthen　that

everソ　eigen＞alue’of　a　gi＞en　squar・e　matr・i×　A　oS　or’den　n　lOcate＄　in

tAe　interior　oc　c．　Then

　　　　h（A）　＝；ii”ILi／T　Jc　h（t）　（tl　一一　A）一1　dt　（16）

Preof・　Theonem　2　or　3　gives：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14



　一一1

V　M ?iA）　V＝

　ナ
［h（λ・）］k、＝

　　　　　　　　、、

Since

　　　　，（k）（A，）一．Sl　J，　i－I

by　Cauchy’s　integral　Cormula，

N
N　＊

［h（λ盆コk

　　　　　　　　m

h〈t）

［’（・λi）］ki＝21i工、　h（t）

＝一

Tili’i・一　／c　h‘t’

t“一　X2

　　　ユ．

　　　　k＋1
一　x．）
　　　1

ue　have：

　　　1

t一一　x・

　　　1
　　　　　　N

dt ’ k＝O，　1，　．，．

　　　1　　　　　　　　1
　（t一λ．）2　，．一一　「（一丁＝＝一5：＝yE二一

　　　　■　　　　　　　　　　　　■
　　　　　　、　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　1
　＼　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　，
　　＼　　　　　　　　、　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　’＼　　　＼⊥
　　　　　　　、、　　　　　（t一λ、）ユ

　　　　　　　　＼、　　　　　　　　ユ．

　　　　　　　　　　、、
　　　　　　　　　　　　’　　1

　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　t一λ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　■

刷1、、O

x　　　　　　　x

　　　　　N　N
　　　x　“一1
　　　　N

　　　　　　t一一　A
　　　　　　　　　　i’

　　　　　　零21i∫c　h一工一Ji）一’dt

Thus　we　have：

一一P

dt

ノ

dt

〈by　Example　2）
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v”“i ?iA）　v＝tht　jc　h（t）

　　　　　　　一1
（tl　一　J一）
　　　　　　1

　　　　　　　　NN

O
N N
N

O

（t工一J　）
　　　　　　m

一1

dt

＝“

р奄狽秩@／c　h（t）　（tz　一一　J）”’i　dt，

uhich　pr’o＞es　（16）．口

　　　　Based　on　the　result　in　Theorem　5，　ue　deVine　h（A）　fon　a

general　h（z）：　Let’Cbe　a　simple　closed　curve　in　the　complex

plane，　h（z）　is　assumed　to　be　holomonphic　on　C　and　in　the

interior　oC　C・　Further　assumed　is　that　every　eigenvalue　ef　a

given　square　matrix　A　oC　order　n　is　in　the　interier　er　C，　Then

ue　define　h（A）　as　Callows：

h（A）　＝　lskl／T　1’c　h（t）　（tl　”’　A）一i　dt

（17）

We　knou　that　the　right一一hand　side　oS　（17）　is　detenmined　merely　by

h〈z）　and　A，　irrespective　or　a　panticular　C・　This　Ca．ct　is，

venilied　by　obsenving　the　nelation

It

en

6f

dit　lc　h（t） 　　　　　　　一1
　　　　　　　　　dt　＝V（tl　一　A）

h

i’s　also　clear　that　the　right－hand　side

a　particular　nonsingular　matnix　V　which

A，

（λ・1　0　－l

　　　　N．　IV
O　h（A．－－i）

　　　　　　　　　　m

　　　eS　（17）　does　not

　　　　yields　a　Jondan

depend

Sonm
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　　　　　Byセhe　gen帥alizati・n（17）・f　a　matri×functi。n，　the

necessary　and CsuSficieot　condition　for　¢（A＞　＝th　（A）　is　given　the

same　as　（10）　even　Sor　a　case　uhene　¢（z）　’ ≠獅п@th（z）　are　holomorphic

Sunctions　on　a　negion　that　centains　eveny　eigenvalue　oS　A　in　its

interior・　W．e　Funther　know　that　the　pelynomial　p（z）　o“　degree　at

mo5t　n　is　uniquely　det帥mined　5・’thatφ㈲＝ψ（A）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t．

5．　　CONCLUS工ON

　　　　　We　have　provided　a　method　Sor　deriving　a　class　af　spectsalc・

mapping　theonems　by　ebsenving　the　correspondence　betueen　a

holomerphic　Cunctien　S（z）　and　an　uPpen一一tniangular　matr．ix　f＊（z）

who5e　　（i，　　j）一entr’y　　is　defined　by　f　（ゴーi）（z）／（」　一　i）！，　　」　　層＞　　i．

Based・　on　the　spectnal　mapping　theorems　and　oun　intnoduced
conrespondence　between　S（z）　and　C＊（z），　we’have　alss　shown　a　way

fon　reaching　a　DunSard’s　integral　repnesentation　oe　“（A）　Vor　a

given　square　matrix　A．・

［1］

［2］
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