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Abstract　一　Thi　s　paper　develops　a　method　for　computi．ng　the　expected．number

’of　failures　and　the．expected　number　of　repairs　of　a　component　i　n　a　prescri　bed

time　interval．　Our　method　computes　directly　the　above　mentioned－quantit．ies

without　passing　through　a　conventional　step　of　calculating　the　unconditional

failure　and　repai．r　intensities　over　the　corresponding　time　interval．　Our

method　i　s　constructed　via　integral　equation　formulatidn　with－its　operator

equation　repIesentation．　’lt　is　shown　that　the　expected　number　of　failures

and　the　expected　number　of　repairs　can　be　computed　wi　th　the　same．precision

df　accuracy　as　that　of　the　unconditional　failUre　and　repair　intensities，

Which　canndt　be　possible　by　a　conventional　approach．
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1．　INTRODUCTION

　　　　　Probabilistic　evaluation　of　reliability　and　safety　provides　essential

information　for　designing　and　upgrading　systems，　maintenance　policy

optimization，　and　so　on．　Rigorous　methods　for　reliability　quantification

have　been　developed　by　Vesely　［1］・for　coherent　systems　and　by　lnagaki　＆

Henley　［2］　for　non－coherent　systems．　System　reliability　characteristics

are　tepresented　completely　in　terms　of　the　unconditional’failure　intensity

w（t），　the　unconditional　repair　intensity　v（t）　and　the　point－unavai．lability

q（t）　of　relevant　Components　whether　the　system　i　s　coherent　or　non－coherent．

　　　　　In　addition　to　rel　iability　parameters　w（t），　v（t）　and　q（t）　we　have　two

more　impQrtant　parameters　for　a　component：　the　expected　number　of　failures

w（o，t）　and　the　dxpected　number　of　repairs　V（o，t）　in　a　prescribed　time

interval　［O，　t］．　The　usefulness　of　W（O，t）　and　V（O，t）　l　ies　in　that　they

give　intuitively　understandable　measure　of　reliability　and　mainta・inability，

and　in　that　q（t）　i　s　represented　in　terms　of　W（O，t）　and　V（O，t）．　It　might

be　believed　thqt　w（u）　and　v（u）　for　O　s　u　s　t　must　be　known　for　computing

W（O，t）　and　V（O，t）　since　W〈O，t）　and　V（O，t）　are　given　as　integrals　of　w（u）

and　v（u），　respecti．vely，　over　the　time　interval　［O，　t］．

　　　　　This　paper　shows　that　W（O，t）　and　V（O，t）　can　be　computed　directly，

without　passing　through　a　step　of　calculating　w（u）　and　v（u）　for　O　：£　u　s　t．

The　direct　computation　of　W（O，t）　and　V（O，t）　i　s　made　possible　by　formulating

a　system　of　integral　equations　that　characterizes　W（O，t）　and　V（Q，t）　as

solutions　to　the　integral　equations．　The　integral　equations　are　reformulated

as　a　l　inear　operator　equation．　A　numerical　method　of　solution　is　given

to　the　l　inear　operator　equation．　By　examining　the　relation　between　our
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integral　equations　for　W（O，t）　and　V（O，t）　and　the　wel　l－known　integral

equations　for　w（t）　and　v（t），　we　show　that　our　method　can　compute　W（O，t）

and　V（O，t）’　so　that　they　have　the　same　precision　of　accuracy　as　that　of　w（t）

and　V（t）；　the　precision　of　W（O，t）　and　V（P，t）　is　generally　poorer　than

that　of　w（t）　and　v（t）　i　f　we　follow　a　conventional　approach　that　calculates

W（O，t）　and　V（O．t）　by　numerical　integration　of　w（t）　and　v（t）．　An　example

is　gi’ven　to　i　l　l　ustrate　our　method．

2．　PROBLEM　STATEMENT

　　　　　Let　w（t）　and　v（t）　denote　the　unconditional　failure　intensity　and　the

unconditional　repair　intensity　of　a　component　at　time　t，　respectively：

　　　　　w（t）dt　＝　Pr［component　fails　in　［t，　t＋dt）IEo］

　　　　　v（t）dt　t　Pr［component　repair　completes　in　［t，　t＋dt）IEo］

where　Eo　denOtes　the　event　that　the　component　was　as　good．as　new　at　time

zero．　Let　q（t）　denote　the　point－unavailability　of　a　component　at　time　t：

　　　　　q（t）　＝　Pt［component　is　not　working　at　time　t］

　　　　　The　set　of　parameters　｛w（t），　v（，t），　q（t）｝　of　components　is　necessary

for　probabilistic　evaluation　of　Minimal　cut　sets　（prime　impl．icants）　and

top－events　of　systems．　In　quantifying　icel　iability　and　safety　of　system．s，

we　usually　compute　1）　the　existence　probability　（unavailability）　and

2）　the　unconditional　occurrence　（failure）　intensity　for．　minimal　cut　sets

（prime　impl　icants）　and　tbp－events．　The　rel　iability　parameters　1）　and　2）

are　represented　completely　in　terms’of　｛w（t），　v（t），　q（t）｝　of　relevant

components　whether　the　system　is　coherent　or　non－coherent；　see　［1］　or

［3，　Chapter　7］　for　coherent　cases　and　［2］　for　non－coherent　cases．
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　　　　　Let　W（O，t）　denote　the　expected　number　of　failures　of　a　component　i　n

a　prescri　bed　time　interval　［O，　t］　and　l　et　V（O，t）　denote　the　expected

number　of　repairs　of　the　component’in　［O，　t］．　Then　W（O，t）　and　V（O，t）　are

given　by：

　　　　　w（o，t）＝f8　w（u）　du，　v（o，t）＝f8　v（u）　du　（1）

The　paramet．ers　w〈O，t）　and　v（o，t）　are　essential　for　rel　iability　quantification

since　1）　they　provide　intuitively　understandable　measure　of　rel　iability　and

maintainabil，ity　and　2）　the　point－unavailability　q（t）　can　be　computed　by

the　formula：

　　　　　q（t）　一w（o，t）　一　v（o，t）　（2）
see，　e．g．，　［3，　p．　193］．　Thus　we　may　say　that　the　fundamental　parameters

for　probabilistic　evaluation　of　rel　iability　and　safety　of　systems　is　the

set　of’　｛w（t），　v（t），　W（O，t），　V（O，t）｝　of　components，　rather　than　the　set　of

｛w（t），　v（t），　q（t）｝　of　components．

　　　　　Because　of　the　relation　〈1）　it　might　be　bel　ieved　that　W（O，t）　and

V（O，t）　are　’secondary’　parameters　in　the　sense　that　w（u）　and　v（u）　for

O　：s　u　：s　t　must　be　known　for　computing　W（O，t）　and　V（O，t）．　Figure　1　depicts

the　conyentional　approach．　for　computing　W（O，t）　and　V（O，t），　where　w（t）　and

v（t）　are．obtained　by　solving　the　following　system　of　integral　equatio．　ns

［1］，　［3，　p．　193］：

　　　　　w〈t）　一　fot　f（t－u）　v（u）　du　＝　f（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　v（t）　一　f8　g（t－u）　w（u）　du　＝　o

where　f（t）　and　g（t）　are　given　probability　density　functions　（pdf）　for　the

time　to　firSt　failure　and　the　repair　time，　respectively．
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　　　　　This　paper　makes　the’fol　lowing　assertions：

　　　　　1．　W〈O，t）　and’V（O，t）　can　be　computed　directly　without　requiring　the

knowl　edge　of　w（u）　and　v（u）　for　O　：s　u　s　t．　The　direct　computation　of　W（O，t）

and　V（O，t）　becomes　possible　by　formulating　a　system　of　integral　equations

that　characterizes　W（O，t）　and　V〈O，t）．as　Sol　utions　to　the　integical　equations．

Figure　2　iliustrates　the　proposed　approach　for　computing　W（O，t）　and　V（O，t）．

　　　　　2．　W（O，t）　and　V（O，t）　can　be　computed　so　that　they　have　the　same

precision　o．f　accuracy　as　that　of　w（t）　and　v（t）．　The　precision　of　accuracy

of　W（O，t）　and　V（O，t）　is　generally　pgorer　than　that　of　w（t）　and　v〈t）　if　we

follow　the　cQnventional　approaCh　in　Figure．1：　’ 狽??@original　precision　of

w（u）　and　v（u）　for　O　：s　u　s　t　is　lost　in　the　process　of　numerical　integration

for　producing　w（o，’煤j　and　v（o，t）．

　　　　　The　abov’e　mentioned　assertions　are　verified　in　the　subsequent　sections．

Remark．　In　theory，　the　set　of’　｛w（t），　v（t）｝　of　components　provide　sufficient

information　for　probabilistic　evaluation　of　systems　reliability　and　safety

because　of　（1）　and　the　relation

　　　　　q（tr）＝fot　［w（u）一v（u）］　du　（2t）

Assertion　2　suggests，　however，　that　the　set　of，　｛w（t）s　v（t），　W（O，t），　V（O，t）｝

of　components　must　be　thought　as　basic　information，　rather　than　｛w（t），　v（t）｝

nor’@｛w（t））　v（t），’q（t）｝　of　components　for　performing　probabilistic　evaluation

o，f　rel　iability　and　safety　with　high　preeision　of　accur．a，　cy．

3．　INTEGRAL　EQUA“tlONS

　　　　　The　expected　number　of　failures　W（O，t）　and　the　expected　number　of

repairs　V（O，t）　of　a　component　in　the　time　interval．［O，　t］　can　be　described
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as　sol　utions　to　a　systept　of　integral　equations：

　　　　　W（O，t）　一　fot　f（t－u）　V（O，u）　du　＝　F（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

．A，，，’V’　IOagi，1，18，：（：“，’”bltW，，（O，y’”li．d：　＝p，？・；t　O，，i’　1（：）Tdenotes　a　cumuiative

di’stribution　function　（cdf）　for　the　time　to　first　failure：

　　　　　F（t）＝fot　f（u）　du　（5）
The　integral　equations　（4）　are　derived　by　integrating　（3）　through　use　，of

Dirichlet　fOrmula：

　　　　　f9　［　f：　h（x，y）　dy　］　dx　＝　f9　［　／9　h（x，y）　dx　］　dy

where　h（x，y）　is　continuous　on　a　triangular　region　a　s　y　〈　x　s　b．

　　　　　Eq．　（4）　states　that　W（O，t）　and　V（O，t）　can　be　computed　directly

without　passing　through　a　step　of　calculating　w（u）　and　v（u）　for　O　：s．　u　s　t，

which　verifies　Assertion　1　given　in　the　previous　section．

4．　OPERATOR．EQUATIONS

　　　　　The　system　of　integral　equations　（4）　is．　reformulated　as　a　linear

operator　equation：’

where

レ幽・x＝膿；1・b＝〔F8t）〕

Iden・tes　the　’dent’ty　ope「at ｩand　Hg　a「e　Volte「「a’nteg「al　ope「ato「s

defi　ned　by：

　　　　　　Af［v（o，t）］　＝　f8　f（t－u）　v（o，u）　du

　　　　　　Hg［w（o，t）］　＝　f8　g（t－u）　w（o，u）　du

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－6一



The　integral　equations　（4）　or　operator　equation　（6）　is　usually　difficul　t

to　solve　analytically　if　f（t）　and／or　g（t）　is　a　non－exponential　pdf；　some

numerical　method　is　needed　for　the　cases．

　　　　　Let　pn　denote　a　bounded　linear　projection　（Pn2　＝　Pn）　from　a　Banach

space　C［O，　T］’of　real－valued　functions　on　the　interval　［O，　T］　onto　an

n一・dimentionaT　subspaceD　Sn　of　C［O，　T］．　We　have　the　approximate　gpgrator

equa．tion：

　　　　　LnXn　”’bn　’（7）
where

Ln＝

@（一piHg　一PIHt］　，　xn＝（U：），　bp　＝1　（P”oF（t）j

and　Pn　（n　＝　1，　2，．．．）　are　assumed　to　satisfy　the　conditions：

　　　　　（a）　ll　Ppz　一zil＝　oi：eT　1　P，z（t）　一　z（t）1　÷　O　as　n／・　co．

for　every　z　E　C［O，　T］，　and

　　　　　（b）ll　pn　ll＝sup層｛ll　pnzll：II　zll　＝　i｝＝い＝1・2・…（8）

Eq．　（7）　is’ 浮獅奄曹浮?撃凵@solvable．for　xn　since　the　inverse’ @Ln’”1　exists　for

any　n．　Actually，　Ln－1　is．’given　by：

L．L－1．（　（1－P’獅gfPnHg）“’1　’PnHf（1”PnHgPnHf）一1

　　　　　　n　lp，Hg（l　pt　pnHfp，Hg）一1　（1－PnHgPnHf）一1

Moreover，　a　sequence’ oxn｝　of　solutions　to　（7）　converges　to　the　sOlution　x

to　the　original　operator　equation　（6）　as　n　一〉　co　．　The　unique　solvability

and　convergence　aice　proven’under　assumptions　（a）　and　（b）　for　Pn’and　the

following　fact　［4］：

　　　　il　Hfll＝F（T）く1・ll　”gll＝G（T）＜1　　　　　（9）
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where　F（t）　is　given　in　（5》　and　G（t）　is　the　pdf　for　repair　time：

　　　　　G（t）一　t8　9（u）du

　　　　　It　is　imp・rtant　t・n・te　that　the　integral　equati・ns（3）f・r’w（t）and

v（t）　are　expressed　as　follows　［4］：

　　　　　Lxt　＝bl　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

where　bI＝co1（f（t），0）　and　the　solution　x8　gives　col（w（t），y（t））・　丁he

apProximate　operator　equation　that　associates　with　（10）　is　given　by：

　　　　　LnXn’＝bn璽　　　　　　　　　　　　（11）
where　bn’　＝　c・1（pnf（t）・0）・lt　is　pr・ven［5］that　a　sequence｛xn　l｝・f

solutions　to　（11）　converges・to　the　true　solution　x置　to　（10）．　　The

difference　between　（6）　and　（10），　or　between　（7）　and　（11）　1ies　solely

「n　the　right　sides　of　the　equations．　　Thus　we　have　the　following　observations：

　　　　　1．　The　numerical　method　［5］　developed　fo　r　solving　（11）　directly

apPl　ies　to　our　operator　equation　（7）　fo　r　W（0，t）　and　V（0，t）．

　　　　　2．W（0，t）and　V（0，t）can　be’c・mputed　with　the　same　precisi・n・f

accuracy　as　that　of　w（t）　and　v（t）．　This　is　the　Assertion　2　tha’t　we　stated

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

in　Secti・n　2・We　verify　the　asserti。n　by　the＃『scussions　given　be1。w・

　　　　　Operator　equations　（7）　and　（11）　have　the　Same　condition　number　［6，　P・20コ，

c・nd（Ln），which　’ 奄刀@defined　by：

　　　　　c・nd（Ln）＝’il　Ln旧I　Ln鱒111

．，The　condition　number　is　determined　independently　of　a　numerical　method　Qf

solution　and　provides　information　for　estimating　the　precision　of　nume　ri　cal

s・1uti・ns、・The　upPer　b・und　f・r　c・nd（Ln）is・btained・1n　a　similar　manner

to　［4］，　as　follows：

c・nd（Ln）≦max・｛11111pllil罐1ドr「篇1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－8一



or，　by　applying　（8）　and　（9），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1＋F（T））2　（1＋G（T））2

　　　　　cond（L，）　S　r’laX’｛rm．　F　T）G（T）　’　rm．　F　T）G（T）　｝

Let　3en　and　llfn’　denote　approxim，ate　solutions　to　（’ V）　and　（11），　respectively，

that　are　obtai　ned　in　any　manner　whatsoever．・　According　to　the　’backward

error　analysis’　［6，　7］，　orn　and　ftn’　are　c6nsi’dered　the　exact　solutions　to

sligh．tly　perturbed　equations

　　　　　Ll貨n』bn＋△bn・Ln3￥nt＝　bnl＋△bパ

respectively，　where　3？n　＝　xn　＋　Axn　and　3￥n’　’一’　xn’　＋　Axn’．　The　magnitude　of

relative　errors　are　evaluated　as：

1鋒llト。・nd（しn）｝　　　（12）

and

4iAX，：，lii　．s　cond（L，）　一Ui一一一1　nft！一il；x；一i－Pn：一一1・LLn3ifinil；　；sibn’ii　’　（i3）

Suppose　we　work　on　a　base　B，　floating－point　computing　system．　Let

cond（L，）　．s　BP・　lf　ll　Ab，ll／Il　b，ll　dnd　ll　Ab，’ll／ll　b，’II　are　assumed　to

be　of　the　same　order，　say　B－q，　then　（12）　and　（13）　imPly　that　approximately

at　least　the　first．．q－p　di’№奄狽刀@of　orn　and　ftn’　are　correct．

5．　METHOD　OF　SOLUTION

　　　　　The　numerical　method　of　solution　given　in　［5］　is　summarized　for　the

case　of　solVing　（7）．　Let　｛ei（t）　：　i　e一’　1，．．．，　n｝　be　a　basis　for　an

n－dimensional　subspace　Sn　of　C［O，　T］．　Since　（7）　impl　ies　Wn　．E　Sn　and

Vn，　E　Sn，　Wn’
＝End　Vn　are　expressed　uniquely　as：

　　　　　　　　　　　n．　n
　　　　　Wn　＝　iZ．rl　Ci　ei．（t）’　Vn　＝　ili　di　ei（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一9一



where　ci　and　di　are　real　numbers；　in　other　words，　c　＝　col（cl，．．．，　cn）

and　d　＝　col（dl，．．．，　dn）　determines　Wn　and　Vn．　Projection　Pn　that　maps

　　　　　　　　　　　　　　　can　be　written　as　follows　［8］：C［0，　丁］　into　S
　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　Pn　＝　el　el＊＋　e・・　＋　en　en＊

where　ei＊　are　l　inear　functionals　defined　by：

　　　　　el＊（z）　el　＋　…　＋　en’（Z．）　en　＝　PnZ

for　any　z　∈　C［0，丁］．　Thus　the　pro　bl　em　of　solving　（7）　is　reduced　to　that

of　solving　a　l　inear　system　of　equations

where　1　denotes　the　identity　matrix　of　order　n，　An　i　s　an　n　by　n　matrix

with　ei＊Hfej（t）　as　its　（i，j）一element，　Bn　is　an　n　by　n　matriX　with　ei＊Hgej（t）

as　its　（i，j）一element，　and　h　is　a　col　umn　vector　of　order　n　defined　by

col（e’P＊F（t），．．・，　en’F（t））．　The　linear　system　of　equations　（14）　can　be

solved　by　direct　methods　such　as　Gaussian　el　imination，　or　by　iterative

methods　such　as　Gauss－Seidel　method．

6．　’　EXAMPLE

　　　　　Let　f（t）　and　g（t）　be　exponential　pdf’s：

　　　　　f（t）　＝・x　exp（一xt），　g（t）　＝　u　exp（一vt）

where　X　and　v　are　constant　failure　rate　and　repair　rate，　respectively，

For　the　exponential　cases　we　know　the　analytical　expressions　for　W（O，t）

and　V（O，t）：

w（o，t）　＝　一x2Ll／1一一lrp．　t　＋　’i（s一’i）：1　；2’x　，2　）　｛i　一　exp［一（x　＋　y）t］　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

　　　　　　　　　　　　　　　　Xv　Xu
　　　　　V（O，t）　＝　’ptf．：d－1　t　＋　“et｛pt一；　；；，　v）2　｛1　一　exp［一（X　＋　u）t］　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　10　一



see・e・9・・He　n1　ey＆Kumam・t・［3・．P・2・3］・We　illustrate　thel ???? tiveness

f　our　method　fo　r　computing　W（0，t）　and　V（0、，t）　by　comparing　the　result

btained　via　our・method　with　true　val　ues　calculated　by　（15）。

　　　　Let　Pn　be・apiecewise　linear　・interp・1at・ry　pr。jecti・n：

　　　　　　　　　　　　

　　　　pnz　＝　i．1　Z（ti）ei（t）・z‘C［0・T］

here　ti　are　kn・t　p・でnts　f・r　which　O．＝tl＜t2＜…〈tn＝T・We　assume

n・t　1P EintS　are　equally　spaced：tドti　。1＝T！（n・1）詔sf・r　any　i・Then

r（t）are　given　by：

i（t）・｛
P∵二’”1：1：：ll．1憲：；

he　i－th　element・f　vect・r　h　and　the（i・」）一element・f　matriX　An　in（12）

re　glven　as：

　　　　ei★F（t）　＝　1　－　exp［一（’i－1）λs］，　　i　＝　1，・。・・　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　O，i＝Oori〈」一1

　　　　ei★Hfej（t）＝1一［1　一一　exp（一λs）］／（λs）一＝j≠1　　1（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛［exp（λs）一1］／（λs＞　一　1｝exp［一（i－1）λ’s］，　　」　＝　2。　i　＝　2，．．．，　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　［exp（一2λs）　一　2　exp（一λs）　＋　1］ノ｛λs　exp［一（i－」。1）λs］｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う≦」＋1・」＝2・…・．（n・一1）

he（1，J）一element　ei★Hgej（t）・f　matrix　Bn　is・btained　by　replacing　A　in

16）　byl．i。

　　　　Letλ＝0．Od1’　hr－1　and　y＝0．1　hド1。　Eq．（14）is　s。lvdd　by　Gauss－

eiiel　meth・d　undrr　the．f・11・wing　c・nvergence　criteri・n：

　　　　Ic（k＋1）．c（k）1＜εand　ld（k＋1）一d（k）1＜ε

here　c（k）．and　d（k）．　denQte　the　k・一th　i’t ?窒≠狽?Ef　c　and　d，　resp蜘ely，　and

e　set　c（0）＝d（0）＝c。1（0，．．．，0）andε＝1．0×10嶋10．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・11一



　　　　　Suppose　we　want　to　evaluate　W（O，t）　and　V（O，t）　at，　say，　t　＝　10　hr．

W．e　set　T　＝　10．　Figure　3　l　ists　approximate　solutions　Wn（O，10）　and　Vn（O，10）

for　various　values　of　n　that　are　obtained　by　solving　（14）．　Figure　3　also

indicates　the　true　vql　ues　of　W（O，10）　and　V（OilO）　that　are　computed　by　（15）．

The　relative　errors　of　solutions　for　a　case　of　n　＝　128，　for　instance，　are

evaluated　as：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一7
　　　　　1W（O，10）　・一　W12s（O，10）1／IIAI（O，10）1　＝　1．0　×　lo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－7
　　　　　1V（O，10）　一一　V12s（O，10）1／IV（O，10）1　一　1．o　×　lo

7．　CONCLUSION

　　　　　This　paper　has　given　a　system　of　integral　equations　that　describe

W（O，t）　and　V（O，t）　as　solutiops　to　the　integral　equations．　IP　is　shown

that　the　integral　equation　approach　enables　us　．to　compute　W（O，t）　and

V（O，t）　directly，　’without　assuming　a　knowledge　of　w（u）　and　v（u）　for

Osust．　lt　is　also　shown　that’ @W（O，t）　and　V（O，t）　can　be　computed

so　that　they　havd　the　same　precision　Qf　accuracy　as　that　of　w〈t）　and

v（t），　in　spite　of　the　relation　that　W（O，t）　and　V（O，t）　are　defined　as

integrals　of　w（u）　and　v（u）　over　the　time，　interval　［O，　t］．
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