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Abstract

　　　　There　are　two　principal　strategies　for　the　consistent　label　ing　problem　’（CLP）：　the

depth・一first　approach　and　the　breadth－first　approach．　The　former　is　typified　by

backtracking，・which　often　causes　a　costly　thrashing　phenomenon．　This　paper　proposes　a

novel　algorithm　that　takes　the　breadth－first　approach．　First，　it　is　shown　that　every　CLP　can

be　equivaiently　expressed．as　a　constraint　network．　Then，　an　efficient　algorithm，　which

tiepeats　relaxing　the　network　and　joining　two・nodes　in　the　network，　is　proposed．　The

algorithm　straightforwardly　reduces　the　given　network　to　a　single　node　containing　all　of　the

final，consistent　labelings．
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1．　lntroduction

　　　　The　purpose　of　solving　the　gonsistent　labeling　probjem　（CLP）　is　to　provide　an　efficient

way　of　analyzing　or　understanding　an　object　whose　structural　description　is　given　by　its

primitive　parts　and　their　interrelationships．　Application　fields　for　the　CLP　extend　from　image

understanding　problem，　such　as　scene　labeling，　to　puzzles，　such　as　the　N・一queens　problem．

There　are　two　principal　＄trategies　for　soiving　the　CLP：．the　depth－first　approach　and　the

breadth－first　approach［1］．　One　is　a　triaトand－error　method，　which　jnherently　induces

backtracking．　To　reduce　the　costly　thrashing　phenomenon　caused　by　the　simple　brute－force

method　of　backtracking，　many　refinements　of　the　depth－first　approach　have　been　proposed，

among’翌?奄モ?@fofrward　checking　proved　most　efficient［2］．　The　other　approach　is　calied　by

many　terms，　such　as　fiitering，　constraint－propagation，　constrainトsynthesizing　or　relaxation　of

a　constraint　network［3，4］．

　　　　First，　we　give　the　definition　of　the　CLP，　which　is　a　generalized　version　of　the　one

given　by　Haralick　and　Shapiro［5］．　Let　U＝　｛1，　．　．　．　，M｝　be　a　set　of　units　and　let　L．　be　a

set　of　labels．　Units　represent　the　primitive　parts　of　an　object　to　be　analyzed　or　understood．

Labels　are　possible　interpretations　of　units．　Then　a　CLP　is　represented　by　a　compatibi蹴y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v　．．i

model　（U，L，T，R），　where　T　S　1〈．VisMU　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　the　set　of　tuples　of　units　which　mutually　constrain　one

another　and　R＝　｛Rt　S：　Litt　1　t　（i　一r｝　is　the　set　of　constraint　relations．　Here，　（t1，　called

the　dimension，　is　the　number　of　components　in　tuple　t．　Our　problem　is　to　find　all　consistent

iabeiings，　or　M－tuples　of　labels　（l　l，　．．．，IM）　assigned　to　units　（1，．．．M），　satisfying　the

constraints　T　and　R　simultaneously．

　　　　Freuder［3］　has　developed　a　constrai　nt　synthesizing　algorithm　that　i　ncrementally

updates　the　constraint　network　by　adding　new　nodes　corresponding　to　constraints　of　hi　gher

order．　At　first，　the　constraint　network　is　merely　a　set　of　isolated　nodes　with　each　of　which

a　unit　and　its　unary　constraint’　of　label　s　are　associated．　One　node　is　inevitably　added　to　the
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network　for　every　cembination　of　units，　and　this　may　cause　algorithm’　inefficiency．　As　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M

shown　i，n　Sec．　3，　however，　there　is　no　need　to　introduce　as　many　nodes　as　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一1　but　only

the　same　number　of　nodes　as　the　number　of　constraint　relations．

2．　Constraint　Networks

2．1　Definitions．

　　　　　Aconstraint　netΨork　is　an　undirected．graph（V，E）with　a　weighting　functbn　w　which

a＄signs　an　integer　to『eaCh　arc．　With　each　node　in　V，　a　tuple　of　units　and　a　constrdint

relati．。n（a　set。f　p。ssible　labelings　f。r　the　tuple）are　asr。ciated・F。r　any　tw。　n。d6s　i　a繭

the「e　exists　an　arc（i」）iff　there　i§at　least。ne　c。mm。n　unit　p。ssessed　by　b。th　tuples　ti

and・tj　associated　with　the　two　nρdes．　Let　Ri　and　Rj　be　the　constraint　relations　which　put

restraint　upQn　tuples　ti・and　tj，　respe¢tively・We　n。w　define　theノ・in。perati。醐hich　is

repeatedly　apPlied　t。　the　c。nstraint　netw。rk　ynt旧t　reduces　t。　a　single　n。de・Our　definiti。n

of　join　is　essentialiy　the　same　as　that　of　the　natural　join　of　the　relatjonal　data　modeI［6］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Let　d　be　the　set。f　units　c。mm。n　t。　b。th　ti　and亡1，　which　are　the　sets。f　units　in　tuple＄　ti

and　tj・「e・　＄pectiveiy・Then　the」。in。f　Ri　and　Rl。ver　d　is　a　relati。n　in　which　each．　tuple

c。n＄ists。f　a　tuple　fr。m　Ri　c。ncatenated　with　a　tuple　fr。m　Rj　that　c。ntains　thel @same

d－labels．　In　a　constraint　network，　the　join　operation　also　causes　a　merge　of　nodes　i　and　j

into　on6　node，　deleting　the　arc（i，j）．　Every　arc　connecting　i　or　l匙。　anOther　node　k　remains

as　an　a「c　c。nnecting　the」。ined　n。de　and　n。de　k・　When　neither　Ri　n。r　Rj　c。ntains　a　tuple

th　at　does　not　partidpate　in　the　join，　the・arc（i，j）is　said　to　be　arc－consistent．　The　weighting

functi。n．　W　assigns　each　arc（1・j）a〃・ight　that　is　the　size◎f　the　j。ined　n。de鰍will　be

・btained　after　j。ining　Ri　and　Rj・The　weighting　functi。n　w　is　used　t。　determine　heuristicllly

on　which　arc　the　next　join　operation　shou置d　be　performed．
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　　　　　Fi　g．　1　shows　an　example　of　a　part　of　a　constraint　network．　The　common－unit　set　d　is

｛2，　31｝．　As　shQwn　in　Fig．1，　the　size　of　the　join　of　Ri　and　Rj　on　d　is　three，　which，　from

．the　definition，　becomes　the　weight　of　arc　（i，j）．　Tuple　（b，e，d）　in　Ri　does　not　participate　in　the

resulting　join　Rk，　because　its　common　part　（e，d）　does　nOt　appear　in　any　of　the　tuples　of　Rj．

In　Rj，　（a，e，g）　is　such　an　odd　tuple．　A　constraint　network　is　said　to　be　relaxed　if　all　of　the

arcs　are　arc－consistent．

　　　　　We　now　define　two　operations　used　to　relax　a　constraint　network．　The　constraint

propagation　from　node　i　to　node　j，　written　as　prop（i，j），　is　the　operation　that　eliminates　all

the　odd　tuples　in　Rj　that　will　not　participate　in　the　joined　relation　Rk．　Note　that　the　prop

operation　is　non’・一commutative．　ln　fact，　in　’ eig．　1，　prop（i，j）　deletes　tuple　（a，e，g）　from　Rj，　while

prop（j，i）　deletes　・tuple　（b，e，d）　from　Ri．　The　mutual　constraint－propagation　between　two　nodes

i　and　j，　written　as　nztttaat・一pnop（i，j），　gives　the　same　result　that　both　prop（i，j）　and　prop（j，i）

attain．　ApParently，　mu加aレprop　operation　is　commutative・　It　is　easy　t6　see　that　any

c6mpatibility　model　（U，L，T，R）　defined　in　Sec．1　can　be　expressed　by　an　e’ 曹浮奄魔≠撃?獅煤@constraint

nbtwork．　’Fig．　2　is　an　example　of　CLP　repreSented　as　a　constraint　network　A　filtering

．method　that　synthesizes　the　given　constraints　to　get．all　of　the　consistent　iabeiings　for　the

units　｛1，．．．M｝　i’s　described　as　follows：．

procedure　ConstrainトSynthesize；

　　　repeat

　　　　　　relaxation－phase：　relax　the　cbnstraint　network；

　　　　　　join－phase：　select　an　arc　and　join

　　　until　（number　of　arcs＝O）　or　〈join＝　fJZ5　）．

It　should　be　noticed　that　this　procedure　works　correctly’even　when　the　relaxation－phase　is

removed，　that　．is，　the　relaxatiQnrphase　is　introduced　only　for　efficiency’s　sake．　Before・going

into　the　detaiis　of　the　algorithm，　we　clarify　some　properties　of　constraint　networks．　When
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i
w（i．i）＝3

（a） ti＝　（123）

Ri＝

j

t．　一　〈2　34）

　J

R」羅

（b）

tk一　（1234）

Fi，　g．1　Examp．　Ie　Q．」．　（a）　a　part　o　f　a　，cons　traint．ne　tWork，

　　　　　　the　bbtai．．n．ed　join　of　Riand　Rj．

and　（b）
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t．＝　i3
　1

Rl＝

勲

園
1 2

tA＝　124
　2

R2＝

3

t3＝　36

R3＝

ac
bd
be
cf
db
fd

4

t4＝　156

R．＝
　4

aad
a　cb
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aeb
bcf
bda

5

ts＝　245

Rs＝

cde
ce　a

cec
ceb
db　c

Fig．　2　A　s　jnrple　constraint　network．
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node　k　is　adjacent　both　．with　nodes　i　and　j，　node　k　is　said　to　Pe　bi－connected　to　i　and　j．

Proposition　lt

Let　i　and　．j，be　adjacent　nodes　in　a　relaxed　constraint　network．　Then，　the　only　arcs　whose．

arc－consistency　．is　no　longer’　guaranteed　，after　joining　nodes　i　and　j　are　tho＄e　that　connect

the　joined　node　to　nodes　which　were　bトconnected　to　nodes　i　and　j，．

Proposition　2：

Let　i，　j　and　k　be　adjacent　n。des　in　a　c。nstrainいetw。rk　G　Let　G／be　the　same　netw。rk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　の

as　G　except　that　the　arc（j，k）is　not　included・If　tj．（tk⊆ti，　then　CG＝CGノ，　where　CG　and

CG1　are　the　sets　of　all　consistent　labelings・

N
Corottary　1：

If　tj　Cd．．ti　or　tkc．ti，　then　CG＝CGi・

Corottary　2：

Let　tj　A　tkgti　and　arcs　（i，k）　and　（j，k）　be　arc－consistent．　Then　the　arc一一consistency　of　arc　（i，k）

is　maintained　if　Ri　is　not　changed　（i．e．　not　redueed）　by　the　prop（j，i）　operation．

3．　The　Al　gorithm

　　　　The　detailed　algorithm　of　the　ConstrainトSynthesize　procedure　given　in　Sec．　2’is

described　here．　Fig．　3　shows　the　main　program，　where　lines　6－15　and　lines　16－17．

correspond　to　the　relaxation－phase　and　join－tphase　in　the　procedure，　respectively．　While

the　main　program　runs　correctiy　eveh　’ 翌??氏@iines　2－4　and　6－15　are　omitted，　this　portion　of

the　program　reduces　the　combinatorial　explosion　effect　by　removing　inconsi’ 唐狽?獅煤@tuples　of
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Iabeis　which　w川　not　contribute　to　a　final　consistent　labeling．　Q　and　P　are　used　to　hoid

pairs　（i．e．　arcs）　and　ordered　pairs　of　nodes　for　which　it　is　worth　applying’the

MUTUAL－PROP　procedure　（Fig．4（a））　and　PROP　procedure　（Fig．4（b）），　respectively．　We

implemented　the　algorithm　in　Fortran　77，　in　which　the　operati　ons　mutual－dprop，　prop　and

join　are　effectively　performed　by　using　hashing　techniques　similar　to　the　rough　selection

mechanism　of　the　LEECH　machine［7］．

　　　　A　concrete　．　example　showing　how　a　given　constraint　network　is　processed　by　the

algorithm　is　illustrated　in　Fig．　5，　where　the　constraint　network　of　Fig．　2　is　processed．　The

only　final　consistent　labeling　found　is　（a，d，b，b，c，e）．
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　2

　3

，4

　5

　6

　7

　8

　9

10

u
12

ユ3

14

15’

16

17

18

19

begin

　　　Q　’“｛（i，j）1（i，j）eE，　i〈j｝；

ll（i61．）‘’OO　fOr　each　aTc　（eE）；

　　　repeat

　　　　　　while　Qf¢　do

　　　　　　　　　begin

　　　　　　　　　　　　select　and　delete　an　arc　（i，j）　from　Q；

　　　　　　　　　　　　MUTUAI．一一PROP（i，j）

　　　　　　　　　end；

　　　　　　whi　le　Pf¢　do

　　　　　　　　　begin

　　　　　　　　　　　　select　and　delete　a　pair　＜i，」＞　from　P；

　　　　　　　　　　　　PROP（i，j）

　　　　　　　　　end；

　　　　　　select　the　arc　（i，j）　with　minj　mum　weight；

　　　　　　JOIN（i，j）

　　　until　＃arcs＝O

end．

Fl．g．　3　［h．　e　main．　program．
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20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

procedure　MUTUAL－PROP（i，j）；

　　　begin

　　　　　　if　E’．　s　lir．　or　t，　s　t，　then　JOIN（i，j）；

　　　　　　　　　　1－　J　J一一1
　　　　　　mutual－prop（i，j）；

　　　　　　cal　cul　ate　and　urpdate　the　ar　c－we　ight　of　（i，j）；

　　　　　　if　the　arc－weight＝O　then　teminate（not　fomの；

　　　　　　if　Ri　is　changed（reduced）　then

　　　　　　　　　P〈一　Pv｛〈i，k＞1（i，k）eE－Q，　kfj｝；

　　　　　　if　R．　is　changed（reduced）　then
　　　　　　　　　p2一　pv｛〈j，il＞1（j，k’）eE一（？，　kfi｝

　　　end．

Fig．　4（a）　・　MUTUAL－PRPP　procedure．

31

32

33

34

35

36

37

procedure　PROP（i，j）；

　　　begin

　　　　　　prop（i，j）；

　　　　　　cal　culate　and　xp　date　the　arc－we　ight　of　（i，j）；

　　　　　　if　Rj　is　changed（舳ced）then

　　　　　　　　　P←　P）｛＜」，k＞1（」，k）εE，　k≠i｝

　　　end．

’

Fig．　4（b） PROP　procedure．
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38

39

40

41

42

43

44

procedure　JOIN（i，j）；

　　　begin

　　　　　　Ride一　join（Ri，Rj）；

　　　　　　Q　一e　QV｛（i，k）1（i，k），（j，k）eE，　kfi，j｝；

　　　　　　P　÷　PV｛〈i，k＞1［（i，k）　E，kfj］　or　［（j，k）　E，kfi］｝；

　　　　　　E　一一　［EV｛（i，k）1（j，k）eE｝］一｛（j，k）1（j，k）eE｝

　　　end．

Fig．　4（c） JOIN　procedure．
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Fig．　5（a） lhe　rela　xed　network　of　Fig．2．

t一＝　13
　1

1
w＝3

2

t．＝　1245
　2

w＝5

w＝3 w＝　3

t3一　36

　　　　　　て
R」窪

3薗

3
w＝　3

4
t4＝

R．＝
　4

156

＾譲L

acb

ace
bcf

Fig．　5（b）　The　network　after　perfor皿ing　j　oin（2，5）　of　（a），

　　　　　　　　　　where　turp　les　marked　with　一　are　removed　by

　　　　　　　　　　the　following　re　laxat　ion－phas　e．
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t．＝　13
　1

R・＝
o謝

t”＝　36
3　、謁・

R3＝

1
w＝5

3

w＝　3 ＝3

2

t2＝　12456

R2催1｝

Fi’ 〟D　5（c）　The　network　after　perfoming　j　o　in（2，4）

　　　　　　　　　　which　is　alreqdy　relaxed．

of・（b），

tl＝　136

1
w＝1

2

tA＝　12456
　2

Fig．　5（d）　［［he　network　after　perf’orming　j　oin（1，3）　of　（c），

　　　　　　　　　　where　txples　marked　with一　are　removed　by
　　　　　　　　　　the　following　relaxat　ion．

Ol｝1灘｝

Fig．　5（e） The．　result　derived　after　j　oin（1，2）．

Fig．　S　Trans　ition　o　f　the　sanrple　network　during　the　progress
　　　　　　　of　the　algorithm．
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4．　Conclusion

　　　　A　new　filtering　algorithm　for　the　consistent　labeling　problem　has　been　proposed　that

makes　full　use　of　the　relational　join・　operations．　In　the　algorithm，　a　heuristic　is　used　to

determine　the　arc　with　which　the　next　join　operation　should　be　performed．　This　achieves

rapid　joi　n　operations　and　keeps　the　working　space　small．　The　given　constraint　network

defined　in　this　paper　is　straightforwardly　reduced　by　the　algorithm　until　it　becomes　only　a

single　node．　The　constraint　network　does　not　contain　any　node　that　has　no　correspondi　ng

constraint　relation，　so　it　i　s　kept　very　small　as　compared　with　that　of・Freuder’s［3］．

　　　　Further，　since　the　termination　criteria　of　the　aigorithm　is　that　there　is　no　arc　in　the

network，　it　works　correctly　even　when　the　given　constrai　nt　network　is　not　connected．　And

the　dimensions　of　tuple＄　in　T　need　not　be　the　same．　Our　filtering　algorithm　is　especially

suited　to　the　case　that　the　number　of　candidate　labels　for　each　unit　is　comparatively　large，

and　is　also　suitable　for　parallel　processing．

Acknowledgments

　　　　The　authors　would　like　to　thank　Professor＄　R　M　Haralick　and　L　G　Shapiro　of

Virginia　Tech　for　introducing　the　first　author　to　the　consi　stent　labeling　probiem　The　authors

also　thank　Professor　J．　W．　Higgins　of　University　of　Tsukuba　for．，his　vaiuable　suggestions．

14



References

1．　Nudel，B．：　Consistent－iabeling　problems　and　their　algorithms：　Expected－compjexities　and

theory－based　heuristics，　Artif．　Intel　l．，　21（1983），135一一178．

2．Haralick，R．M．，　E川ott，G⊥．：Increasing　tree　search　efficiency　for　constraint　satisfaction

problems，　Artif．　lntell．，　14（1980），263－313．

3．　Freuder，E．C．：　Synthesizing　constraint　expressions，　C．ACM，　21，11（1978），958－966．

4．　Mc．Gregor，J．J．：　Relational　consistency　algor］／thms　and　their　application　in　finding　subgraph

and　graph　isomorphisms，　lnf．　Sci．，　19（1979），229－250．

5．　Haralick，RM，　Shapiro，LG．：　The　consistent　labeling　prob！em，　Part　1，　IEEE　Tr．　PAMI，

1，2（1979），173－184．

6．　Date，C．J．：　An　lntroduction　to　Database　Systems，　2nd　ed．，　Addison－Wesley（1977）．

7．　McGregor，D．R，，　Thomson，R．G．，　Dawson，W．N．：　High　performance　hardware　for　database

systems，　Proc．　2nd　lnternatl．　Conf．　VLDB，　North一一Holland（1976），103－116．

15



INS丁1丁しSTE　OF　INFORMAT　I　ON　SC　I　ENCES　AND　ELECTRON　I　CS

　　　　　　　　　　　　UN　IVERSITY　OF　丁SUKUBA

　　SAKURA－MURA，　N　I　I　HAR！・一GUN，　I　BARAKI　305　JAPAN

REPORT　DOCUiVIENTATION　PAGE
REPORT　NUMBER

lSE－TR－85－42

TITLE

　　　Cons十rain†　Syn十hesizing

　　　Labeling　Prob　lem

by　Ne－twork　Reduction　for　the　Consisteni一

AUTHOR（S）

　　　Seiichi

　　　Katsuo

Nishihara

lkeda

lns±．　of　lnformation　Sciences　and

University　of　Tsukuba

Elec十ronics

　REPORT　DATE

l　November　30，1983

MAIN　CA丁EG6RY

　　　Problem　Solving　and Search

Nし麗3ER　OF　PAGES

15

CR　CATEGOR　1　ES

F　’．　2．2，1．2．8，1．2．IO，1．4．8，1，5．0

KEY　WORDS

　　back†racking，　comblna十〇riai　algOri†hm，　cOnsis十en†　labeling，　fll†ering，

　　constraint　network，　constraint　propagation，　constraint　synthesizing，
　　ne－twork　consistency，　join，　relaxa－tion，　scene　labeling，　search

ABS丁RACT

　　　　There　are　two　principal　strategies　for　the　consistent　label　ing　problem　（CLP）：　the

depth－first　approach　and　the　breadth一一first　approach．　The　former　is　typified　by

backtracking，　which　often　causes　a　costly　thrashing　phenomenon．　This　paper　propeses　a

novel　algorithm　that　takes　the　breadth－first　approach．　First，　it　is　shown　that　every　CLP　can

be　equivalently　expressed　as　a　constraint　network．　Then，　an　efficient　algorithm，　which

repeats　relaxing　the　network　and　joining　two　nodes　in　the　network，　is　proposed．　The

algorithm　straightforwardly　reduces　the　given　network　to　a　single　nbde　containing　all　Qf　ikthe

final　consistent　labelings．
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