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1．　lntroduction

　　　　　’

　　　　　Our　problem　is　to　find　algorithms　for　calculating　addresses　of　given　combinations

arranged　in　．lexicographic　order．　Consider　the　set　of　all　combinations　of　M　integers，

｛1，．．．．，M｝，　taken　N　at　a　time．　The　size　of　the　set　is　（lli1）．　Let（ul，．．．，uN）　and

（vl，．．．　，vN）　be　two　different　N一一combinations　whose　components　are　arranged　in　ascending

order，　i．e．　ui　sui＋1，　vi一くvi＋1　for　ls　i〈N．　Then　there　is　some　k　such　that　uk｝vvk，　and　ui＝vi　for

i＝1，．．．，k－1．　Let　us　call　such　a　k　the　first　different　position　of　components．　ln　other’

words，　k　is　the　minimum　subscript　that　suffices　uktsevk．　An　ordering　relation　is　defined　as

（u1，…・uN）ズ（v1，…・vN）when　ukくvk・where　k　is　the　first　different　p。siti。n。f

components，　and　vice　versa．　This　reiation，　called　lexicographic　qrdering，　is　a　total　ordering．

Now　arrange　all　the　N－combinations　in　lexicographic　order，　and　assign　sequential　numbers，

or　addresseg，　from　o　to　（NM）　一1．

　　　　　Tabie　1　shows　an　example　of　an　ordered　table　of　combinations，　where　M＝8，　N＝4．　The

address　ranges　from　O　to　69（＝　（2）一1）．　Generally，　the　first　combination　located　at　the

address　O’is　（1，2，．．．，N）．’The　last　one　located　at　the　address　（NM）一・1　is

（M－N＋1，．．．，M－1，　M）．

2．　The　algorithrns

　　　　　In　this　section　algorithms　for　calculating　the　qddress　of　a　given　combination　are

presented．　Firstly　we　consider　the　ordered　sets　of　combinations　of　M　integers　taken　N　at　a

time．　Next　the　algorithm　is　extended　to　the　case　that　permits　repetitions．

2．ユAddressing　of　combinations　without　repeti量iens
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Table　1．　Ordered　table　of　combinations
　　　　　　　　　repetitions，　where　M＝8，　N＝4．
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　　　　　　　　　　i，　…　，ui）l

where　1．xl．denotes　the　size　of　set　×．　Note　that　the　first　one，　i．e．　the　one　having　the

lowest　address，　of　those　combinations　is　（ul，．．．，ui，　ui＋1，．．．，ui＋N一一i）．　Let　Ai　denote　fhe

address　of　combination　（ul，　．．．　，ui，　ui＋1，　．．．　，ui＋N－i）　for　i＝O，1，　．．．　，N－1．　Then，　the　address

Ai＋1　of　combination　・（ul，…’，up　ui＋1，　ui＋1＋1，　．．．．，ui＋1＋N－i－1），　which　is・the　first

’combination　of　Sih（ul，．．．　，ui＋1）　in　lexicographic　order，　is　given　as　foHows：

　　　　　Ai＋1＝Ai　＋　lsi＋1（ul，．‘・・　，ui，　ui＋ol　＋　lsi＋1（uv…’，up　ui＋2）i　＋　・・．

　　　　Assume　an　N－combination　U＝（ul，．．．，uN）　is　given，　where　ui〈ui＋1　for　lfs　i〈N．　Let

Si（ul，．．．，ui）．denote　the　set　of　all　combinations　whose　first　i　components　are　egual　to

u1，…，ui・A旧he　c。mbinati・ns　in　Si（u1，…，ui）are　placed　c。nsecutively　in　an。rdered

table．　Further，　notice　that　the　size　of　Si（ul，．．．，ui）　is　equal　to　the　number　of

（N－i）一combinations　taken　out　of　M－ui　elements，　｛ui＋1，　ui＋2，．．．，M｝　，　i．e．

　　　　　　S蓋（u’＝（瞥），　　　　’　（1）

十

”Ar　＋
　　匪

Si＋1（U　1，　’

し鼠・・も曹。竃一ししし一1

£
　　押

・・

CUi，　Ui＋ゴ1）1

Si＋1（Ul，…　　　，Ui，　Ui＋j）
．

Thus，　by　using　（1），．

Ai＋1＝Ai　，，・　ULL宙黷P（面一（L（i＋jN一　Ctt1＞））

　　　　　　　　　　　　　　　　♂＝竃

for　i＝O，．．．，N－1，　where　Ao＝O　and　uo＝O．　ln　particular， if　ui＋1＝ui＋1，　then　Ai．1＝Ai．　The
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address　of　a　given　combination　U＝（ul，．．

　　　　　　　　　　　　　　　　N　よ㍉　　　　　．
　　　　addrM，N（U＞一　Z　2i　（M－N”一’“T．‘’一｝

　　　　　　　　　　　　　　　i＝s　e＝t

where　di＝ui－ui－1－1・

．　，uN），　denoted　by　addrM，N（U），　is　equal　to　AN，　thus

〉，
（2）

Exanzpte　1．

　　　　Let　M＝8，　N＝4，　for　which　the　ordered　table　is　shown　as　Table　1．　The　address　of　the

given　combination　U＝（3，5，6，8）　is　calculated　by　using　formula　（2）　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋鴇（8ヤ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　一　（g）＋（1）＋㊤＋（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　6z．

2．2　Addressing　of　combinations　with　repetitions

　　　　Next　the　algorithm　given　in　Section　2．1　is　extended　to　the　case　of　combinations　with

repetitbns　permitted．丁able　2　shows　an　example　of　an　ordered　table　where　M＝6，　N＝3．　In

general，　the　first　combination　located　at　the　address　O　is　（1，．．．，1），　while　the　last　one　is

（M，　．．．，M）．　The　size　of　the　ordered　table　is　equal　to　the　number　of　N一一combinations　of　M

eiements　with　repetitions　permitted，　i．e．　（M＋NN一’1）　，［1］．　Let　u＝（ul，．，．，uN）　is　a　given

combination，　where　ui〈．．．　ui＋1　for，ISi〈N．　Let　Si’　（ul，　．．　．，ui）　denote　the　set　of　all　coinbinations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



with　repet出・n＄permitted　wh。se　first　i　c。mp。nents　are　equal　t。　u1，…・ui・Theめthe　size

　　　　ノ
of　Si（u1，…　，ui）is　given　as　the　number　of（N－i）一combinations　with　repetitions　permitted

taken。ut。解ui＋1　elements，｛ui，　ui＋・，＿，M｝，i．e．

　　　　　　si（u1，…・Ui）1　一（州‡t）・・　　．（1’）

　　　　　ノ
Let　Ai　den。te　the　address。f　c。mbinati。n（u1，…・ui，　ui’・…ui）・wh；ch　is　the　first

c・mbinati・n・f　Sl（u1∴・・，ui）in　jexic・graphic・rder・　Then・the　address　Al＋1・f　c・mbinati・n

（uli…！Up　ui＋1，　ui＋・，…，ui＋1），　which　ir　the　first　c・mbinati・n・f　Sl．1（u1，…，ui＋1）is

given　in　a　si　mil　ar　manner　to　the　case　w辻hout　repetition　as　folIows：

　　　　　　　　　　　　　　　μも＋1」快も

　　　　Al＋1・　Al＋Σ二Si＋1（Ul，・・，，Ui　Ui＋」一1）l

　　　　　　　　　　　　　　　　　j－1

　　　　　　　　　』ギ罫（吟N一鮫＋｝　一i　　　　N一（t＋D）一（｛†｛））・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　

f。r　i＝O，・一，N－1・where　A。＝0，　uO＝1・ln　particular，　if　ui＋1＝ui，走hen　Ai＋1＝Ai・Theref。re，

the　address。f　a　gi＞en　c。mbinati。n　with　repetiti。ns　permitted，　U＝（u1，…，uN），　is　gi＞en　as

whe’窒?@dl＝UrUト1・

Exampte　2．

　　　　Let　M＝6　and　N＝3，　for．　which　the　ordered　table　with　repetition　permitted　is　shown　as

Table　2．　The　adptress　of　a　given　combination　U＝（3，5，5）　is　calculated　by　formula　（2’）　as
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Table　2．　Ordered　table　of　combinations　with　repetitions
　　　　　　　　　permitted，　where　Piv｛＝6，　1＝3．
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follows．

addrl，3（（3，5・5》レ寡轡コ聯田）＋斉

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋嘉（㌣；」つ＝　4’3

2．3　Algorithms　expressed　in　Pascal　programs

　　　　The　algorithms　given　above　for　cajculating　addresses　of

summarized　more　expiicitly　in　the　iorm　of　Pascal　programs；

　　　　　　　　　　　　　　function　addr：integer；

　　　　　　　　　　　　　　var　i，j，a：integer；

　　　　　　　　　　　　　　begin

　　　　　　　　　　　　　　　　　U［O］：’一dO；

　　　　　　　　　　　　　　　　．a：＝O；

　　　　　　　　　　　　　　　　　for　i：＝1　to　N　do

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　j：・一一一1　to　u［it］一u［i：1］一一1　do

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a：＝a＋Comb（M－u［ト1］一1，N－i）；

　　　　　　　　　　　　　　　　　addr：＝a

　　　　　　　　　　　　　　end；

for　formula　（2），　and

　　　　　　　　　　　　　　function　addr’：integer；

　　　　　　　　　　　　　　var　i，j，a：integer；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7
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begin

　　　u［o］：謬1；

　　　a：冨O；

　　　for　i：＝1　to　N　do

　　　　　　for　j：＝1　to　u［1］一u［レ』1］do

　　　　　　　　　　a：＝a＋Comb（M＋N－u［i－1］一j・一i＋1，N－i）；

　　　add／　：＝a

end；

for　formula　（2i），　where　M，　N　and　U＝（u［1］，　u［2］，　．．．　，u［N］）　are　assumed　to　be　declared　and

given　values　outside　each　procedure．　The　procedure　Comb（m，n）　gomputes　the　binomial

coefficient，　or　（X？，　whose　implementation　technique　is　briefiy　discussed　in　the　Appendix．

3．　Conciu＄ion

　　　　Algorithms　that　calculate　the’　addresses　of　given　N－combinations　of　M　integers

aゆged　in　lexic・graphic・rder　are　discus＄ed・Tw・r・ncrete　pr・cedures　f・「c。mbinati。ns

with　and　without　repetitioris　are　presented．　Our　techniques　may　be　appiicable　for　searching

data　composed　of　more　than　one　attribute－value　pair．

Acknowledgment

　　　　The　authors　thank　Professor　J．　W．　Higgins　of　the　lnstitute　of　lnformation　Sciences　and

Electronic＄　of　t｝，”te　U：lversity　pf　Tsukuba　for　hi＄　valuable　＄uggestions，

8



References

［1］　D．　E．　Knuth，　The　Art　of　Computer　Programming，　Vol．　1：　Fundamental　Algorithms，　2nd　ed．

（Addison－bWesiey，　Reading，　MA，　1973）．

［2］　T．　lriyama’s　program　（introduced　by

409－4i3．

s． Ohkoma　in　Japanese），　bit，　L　15，　4　（1983），

9



Appendix

　　　　The　c。mputati。ns。f　f。rmuia（2）a晦d（2m）can　be　perf。rmed　by　reCursiv＠pr◎。edul・es．

Let　us　defi　ne

　　　　　　　　　　　　　b　　　　　．

　　　　s（a，b，c）・Σ二（∵），

　　　　　　　　　　　　　1　＝t

for　a，b，c＞O．　Then，

　　　　s（a，b，c＞＝s（a－1，b，c）＋s（a－1，b，c－1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

Especially，

　　　　s（a，b，c）＝O　　　　　　for　b＝O　or　a≦；c，

and

　　　　s（a，b，c）＝b　．f。r　a≧b　and　c＝。・

Formula（2），　for　example，　is　rewritten　in　terms　of　function　s　as

　　　　　　　　　　　　　　　ロ　

　　　　　addrM，N（U）＝Σ二s（M一・Ui，1，di，N…i）・

　　　　　　　　　　　　　　　、＝1

Theref6re，　f。rmula（2）can　be　expressed　in　recursive　f。rm．　H。wever，　the　c。st　t。　execute

these　recursive　pr。Cedures　bec。me≒very　high’when　M　and　N　increase・

　　　　　Here　we　sh・uld　refer　t・adirect　executi・n　alg・rithm　f・r　the　bin・mial　c・efficient（・1））



（＝Comb（m，n）　in　oyr．　procedures）　which　was　given　by　T．　lriyama［2］．　We　can　formulate　（nM・）

（m≧n＞・）as（a‘り，where　b・n，　a＝m－n≧・，　With・ut　i・ss・f　generality．　By　definiti・n，

（9gb＞　＝
（α＋’cくα†2・一一一・　（a＋』

1　・ 2 ．

e　　“　　　“

． b

Let　us　assume　there　are　two　arrays　as

A［i］＝a＋i，

B［i］一i， for　ISLiSb．

Notice　that　a　multiple　of　B［i］　is　always　found　in　A［i－mod（a，i）］，　for　lsi．〈．．　N，　where　mod（a，i）

means　the　remainder．of　a　dMded　by　i．　Further，　the　values　of　B［i＋卜k］and　A［トmod（a，i）＋トk］

for　k＝O，1，．．．，L（b－i）／ij　are．all　multiples　of　B［il　（Lxj　means　the　fioor　of　x，　［ll）　Now，

for　i＝2　to　b，　repeat　the　execution　of　all　possible　division　operations　for　elements　in　A　and

B　by　B［i］．　Then　all　elements　in　B　become　．equal　to　1．　Thus　the　binomial　coefficient　is　finally

derived　by　just　multiplying　all　the　A［i］’s．　For　example，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　　3　t

　　　　　　　　　（z）一」悔』÷濃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　2　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／．∫・1・　＿1・s・卜7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　トト1・∠　　卜1・1・1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　二3s．

Thus　formulas　（2）　and　（2’）　can　directly　be　computed　by　using　this　algorithm．
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　　　　A　concrete　program　for　calculating　the　binomial　coefficient，

is　given　as　follows．

（mn），

lj｛．｝皇｝ヒ｝e

oξ｝oア5

｛1｝　ee　tt－1　C］
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i．’黶g pO　ei　一”’：”　［｝
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　　　　iき」識奪P窒蜜：1rlt白9∋r’；
ヨ　　　　　　　ロ

麺eq1！rl

馨妬；

1勇竜ξ∋｛⊇ξ｝r；

1｛㌔　（B＞蘇rrl／　t．　hek　n：rrl－rl；

ヂ◎r　i：二睾　乞◎　rl　do

　　　　鉱懸1コ1ハ

　　　　　　　　　臼［i］：＝ffi　一　ri　十1；

　　　　　　　　　露［i〕：＝i

　　　　　　　まユ
　　　　e轟韮コ乗
　　　　星　．　《　　，　　　　　響

f就　　　　裟　；二己二　　τ．◎　　b　　⊂｝（）

　　　　ト　　　　　uξ瞬1rl
　　　　　　　　　P：＝藝［詮｝；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　捕臼r12f　｛P＞曙｝
　　　　毫　　　　　　　　　．

be．o．irt

1：隷；
∫：＝（露rrl）　套lod　1；

r臼）｛∋∈…竜　喬ξ主一3ユ：＝倉£1－3ユ

　　　　　　　舞［主〕：＝三；［1ユ　d1＞

　　　　　　　　i：＝i繍

雛r達三1　i＞「1

　　　　　　　　　　　　　臼登り

　　　　　　　」督
　　　　6rlり勇
！．1：一一一　t4　，l

f（二｝r　1：＝1　亀O　rl　ご（：｝

　　　　1童　A乳主」＞1　τ籍きn

し。｝露1む：＝lil

郷：＝響昔飛圭主」；

1ti　Ai：　F」；

・p　；．

t
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i・1｝　［」　（［｝　1　C｝

06碧25
：」　［｝　｛｝3［｝

0694日
き。〔｝5〔｝

ρr。gr丑爾呂ddr（1’秩Eput，。uや戯）；

』bd凄；
vヨr縁，1耀β嬉i：1「沈躯εr；
　　　　繧：訂r丑y［e．．503◎デiRt．eg，er；
（暑碁）

13ξ134〔｝（甚粕ddr勲）

蟹｝350　　指乳戯io一言ddr：1就忌囎r；
95360　　v己r転3，δ：沁竜題εr；
｛〕〔三3ア9　　　　　b臼qln

l〕£｝380　　　　u［〔｝］：＝ξ｝；

駕396　　　　言：＝G；
臼毒4〔｝◎　　　　ヂori：ニlt◎誕do
毒血抑　　　　　 f◎rj：＝鷹匙◎遍13－u£1－3］一3弓。
⊂贈20　　　　　　己：・ヨ÷c◎撫b（1唾一蓋［1－13一∫，錘一主）；

o飴30　　　　丑δdr：＝君　　　　　　　　　　　　　’
き導44〔1　　邑r警d；

§鱈5⑪（菱垢ddrp蘇γ
｛te妬O　　fしmd1。n己ddrp：1r齢9¢r；
碧餉70　　v量r’i，」，a：1縫印¢r；
〔｝o娼。｝　　b的1n
　　　　　　　　　　　ビ｛〕〔｝49・（l　　　u［031・1；
倉（｝5〔｝o　　　　毒：＝蓼；

〔｝奪5耗｝　　　｛’。r　1：＝1　t．◎錘d◎

〔｝os2｛）　　　　　　　　　f◎r　j：ニ1　も◎i」　［i］一l」．　［1一錘3　（ま。

き65「30　　　　　　ヨ：・呂÷c◎顕b産子一u11－1］一．1・一1÷㌔1藤一1）；
き自546　　　　　　　　　　　　　ヨd・ゴrp：劇暑

13ξ応5£｝　　魯nご；

e｛｝565〈羅翻）
〔｝〔｝57e　bealn

蓼§530・　1：r鮎d甑紘謝）；
護壌5ヨO　　if醜〉暮春きrl
§む鎚自　　　　b題拍
き〔麟群　　　　　拓ri；＝1乞◎握d◎r鮎d鰻1｝｝；
な鵜26　　　　　1デ〈鉗二ω捕暮肴殿i圭費1請葎1，罫捻櫨詠雲r）
き奪630　　　　　　　　　a1需腱1堀B〈錘譲，翫・，轟弱rF・1；
8斑葡　　　　　　qotζ月　　　　　　　　　　　　　　
きξ｝55〔1　　　　臼r整d
二二も繍三面．
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