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ABSTRACT

　　　　A　nuiperical　method　for　solving　a　problern　in　unsteady

slag　flow　in　the　hearth　of　a　blast　furnace　is　presented．

This　problem　is　reduced　to　some　free　boundary　problem

for　an　elliptic　system．　The　potential　problem　for　a

given　free　boundary　is　approximated　by　the　penalty　meth－

od．　The　derivatives　of　the　potential　function　on　the

free　boundary　is　approximated　by　the　integration　of　the

penalty　term，　and　then　the　subsequen’ヒ　shape　of　the　free

boundary　is　ob’ヒained　by　solving　the　differen・ヒial　equa－

tion　for　the　motion　of　the　free　boundary．　　The　fini・ヒe

difference　method　is　used　to　solve　the　penali2ed　prob－

lem．　A　numericaZ　example　is　given．
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Numerical　Solution　of　Free　Boundary　Problem

　　　for　Unsteady　Slag　FZow　in　the　Hearth

Mako’ヒ。　NATOR工　and　Hideo　：KAWARADA

1．　　工ntroduction

　　　　　We　present　a　numerical　method　for　solving　a　problem　in　uns・ヒeady

flow　of　molton　slag　in　the．　hearth　region　gf　iron　producing　blast

furnaces　during　the　tapping　operation［1］．　This　probiem　is　reduced

toN　some　free　boundary　problems　for　an　elliptic　sys・ヒem．　This　・ヒype

of　problem　is　similar　to　the　porous　flow　of　underground　water　in

which　the　water　surface　is　a　free　boundary．　The　numerical　caicula一一

tions　of　this　type　of　problem　were　done　by　various　researchers［2－4］．

The　three一一dimensional　problem　of　the　slag　flow　in　the　hearth　was

solved　by　using　the　finite　element　method　by　lchihara　and　Eukutake［5］．

They　doncluded　・ヒhat　their　computation　scheme　is　not　so　efficient　as

it　is　appZied　for　the　practical　use．

　　　　　The　obゴect　of　this　paper　is　to　settle　this　computa’ヒional　in’sta－

bility　by　using　’ヒhe　penalty　method　developed　by　：Kawarada　and　Na’ヒori

一一@1　一



2．　Formulation

　　　　　we　consider　two－dimensional　slag　flow　in　the　hearth　which　is

bounded　by　impermeable　boundaries　y＝O，　x＝O　and　x＝a．　One　of　verticai

boundaries，　x＝0，　haS　a　tapPing　hole　near　the　boセtom．　　while　y＝9（x，t）

denotes　the　free　surface　of　the　slag　region（See　Fig．1）．

・ヒapping　hole

y

b

free boundary

y ＝
q（x，’ヒ）

le

■

o a　　　x

Fig．　1

A　velocity　potential can be　defined　by

　　　　p

¢＝　一一　＋y

　　　　y

where　p　is

fluid．　　工f

given　by

（1）

（2）

the　fluid　pressure　and　y　is　thd　specific　weight　of　the

it　is　assumed　that　Darcy’s　law　holds，　the　po’ヒential　is

A¢＝O

¢＝y　on　y＝g（xrt）

一　2　一一



（3）　¢y＝O　on　y＝O

（4）　．¢x＝O　on　x＝O　and　x＝ar　except　on　the　tapping　hole

（5）　¢x＝k（＞O）　on　the　tapping　hole．

　　　　where　k　is’some　constant．

　　　　The　motion　of・the　free　surface　is　given　by

（6）　gt　＝一　．（　¢y　一　¢．　g．　）1　y＝g（x，t）

　　　　　　　　　＝一一　v／i＋g〈　’gitt　l　y＝g（xit）　’

The　initial　shape　of　the　free　surface，　y　＝　g（xrO），　is　given　and

forms　an　initial　condition　for　equation　（6）．

　　　　　When　we　’ヒry　to　solve　’ヒhe　problem　formula・ヒed　above，　a　numerical

procedure　must　contain　a　routine　for　solving　the　potential　problem

（1）一（5）　for　a　given　free　boundary　y　＝　g（x，t）．　When　this　is　done，

the　derivatives　of　the　pbtential　function　can　be　calcuZated．　pn　the

free　boundary，　and　then　the　equa・ヒion　（6）　can　be　solved　for　the　sub－

sequent　shape　of　the　free　boundary．

　　　　　Tf　we　use　the　method　of　the　integrated　penalty　to　solve　the

potential　problem，　then　the　derivatives　of　the　po・ヒential　function

on　the　free　boundary　are　easily　obtained．　This　is　the　reason　of

our　application　of　the　penalty　method　to　the　free　boundelry　problems．

3．　Penalty　Method

3．1　Penalized　prpblem

　　　　　we　define　the　characteristic　function　xE（x，y，t）　such　as

（7）Xε（X・y’t）一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　3　一



where　the　domains　stNe
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

　　　stge　”　｛（x，y）IO　‘　x

and

　　　　sz　’＝　｛（x，y）IO　〈　x

as　shown　in　Fig．2．

　　　　　　　　　　　y

　　　　　　　　　　　b

and　st，　wh　ich　includes　st№d，

〈a，　o〈y〈ge（x，t）｝

〈a，　O〈y〈b｝

Ω

y＝9ε（x，t）

●

．

Ω　ε

q

are　defined　bY．

　　　　　　　　　　　　　　　　　P　　．　．．　a　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　2

By　the　’use　of　xE，　equation　（1）　is　approximated　by

（8）△φε一告Xε（φε一y）一・inΩ’

where　E　is　a　positive　constant．　We　add　a　new　bbundary　condition：

　　（g’）　¢E＝y　on　y＝＝b，

to　the　boun’р≠窒凵@conditions　（3）一（5）．

　　　　　工n　fact，　if　we　let　ε　be　sufficiently　small　’ヒhen　we　know　that

¢e　approximates　¢　in　stge　and　¢E　is　nearly　equal．　to　y　in　ft’ptstgE．

Therefore．　the　boundary　condition　（2）　is．apprOximately　satisfied．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　4　一



　　　　　工fwe　use　the　method　of　integrated　penalty，　equation　（6）　is

approximated　by

（io）　gZ＝　一一（i－e　S2xE（¢e一　y）　dy　）．

Nowr　the　second　term　in　th　e　right’ @・ha’　nd　s　ide　of　（10）　i　s　called　the

integrated　penalty．

　　　　follow■nq　notat■’ons　■n　the　d■scret■zed　sys’ヒem：

　　　　　　　　xi＝ih　，　O．；si；sN

　　　　　　　　yゴ＝ゴh　’o≦ゴ≦M

　　　　　　　　tk＝kAt　r　O£，　k

　　　　　　　　φiゴk一φε（Xi’yゴrtk）

　　　　　　　　gik　＝　ge（xi，tk）

　　　　　　　　Xiゴk＝Xε（Xi’yゴ’tk）

We　define　the　discre’ヒized　characteris’ヒic　function　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　ゴ〉［9ik／hl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l卿　ρik　　　，

（’ユ） @Xiゴk＝　h2　コ＝［qik／h］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋石ρik

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　j〈　［gik／h］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　5　一

3．2　Discretization　of　the　penalized　problem

　　　　　The　penalized　problem　（8）　with　the　boundary　conditions　（3）一（5）

and　（9）　is　discretized　by　the　finite．difference．　Also　the　free’

bpundary　equation　．（IO）　is　solved　by　Euler’s　method．　The　intervals

OSxsa　and　O　s　y　S　b　are　divided　into　N　and　M　equal　subinter．’

vals　of　width　h．　The　mesh　size　of　’ヒime　is　deno●ヒed　by　△’ヒ．　We　use

・ヒhe



N

where　［　］　denotes　the　Gauss　symbol　and

　　　　　　　　　Pik　＝＝　gik／h　．・［gik／h］・

Then　the　potential　function　¢ij’求@satisfies　the　following’ @equations

for　any　k　：

　　　　　　　　　峠2Xi」k）φiゴk一φi－i」k一φi＋i」k一φiゴー、k一φiゴ＋、k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　．　（O£i；SN，O；一S）’EM）

This　system　of　linear　equations　is　solved　by　the　incomplete　Cholesky

decomposition　combined　with　conjugate　gradient　method　［ll］．

　　　　　The　free　boundary　gik　is　obtained　by

　　（13）　gj一，k＋1＝gik＋AtF（9・ik）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M

（・4）F（gik）＝L・＋薯轟Xiゴk（φiゴk－yゴ）

エtsh・uld　be　n・ted　that　Xiゴk　andφiゴk　a「e　dete「mined　by　gik・

3．3　　How　’ヒ。　choose　the　penalty　parameter　ε．

　　　　　We　assume　E　is　expressed　by

　　（15）　e＝hU

and　trY　to　find　an　opeimal　value　of　o　to　minimize　the　difference　of

・ヒhe　right．sides　df　equa’ヒions　（6）　and　（14）・　　For　this　purpose’　we

consider　a　simpie　test　problem　（See　Fig．3）　：

　　　　　　　　　　　Au＝　O　in　S’2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

　　　　　　　　　　　u　＝　1－y　on　x　＝　O

　　　（16）

　　　　　　　　　　　u’＝1．一一x　on　y＝＝O

　　　　　　　　　　　u＝O　on　y＝1－x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r一　6　pt



y

a

l．

S’2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y＝　1　－　X

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ω

　　●　　　　　　　　．　　　　　　　9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig’．3

This　p「ob’em　has　an D　exact　so’ut’on　u

（・7）一
`蕨器ly＝9　（x）＝2，

whe　re　　　q（x）　＝　1－x．

　　　　　Here　we　construct　the

　　　　　コequat■on　：

（・8）今uε一exu・一・in』
ｶ

We　investiga’ヒe　the　difference　between

penalty　3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M

　　　　　　　　　（エP）i＝暮嵩Xi」Uiゴ

by　varyinq　the　value　of　σ　in　（15）・　We

σ’s3～4　fo「’／8≦h≦’／’6●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　7一

　　　　　　　　　　　　　　a　　　　x

　　　　　　　　　　　＝1闇x一￥・

discretized　probZem

　　　　　　　　　　　（17）　and

　　　　　　　　　　　　g’et’ヒhat

　Therfore　r

（Pfi）　of　the　penalized

the　integrated

the　optimai．vaiue　6f



3．4　　S・ヒabili・ヒy　condition

　　　　　Here　we　study　the　stability　conditiOn　of　（13）・　　工t　is　well

known　that　the　stability　condi・ヒion　is

（ig）　’At1・g－itiil　gs，　2，

whe　re
　　　　　　　　　F（g）　＝　一i＋2i　Sllxe（g）（¢e（g）一y）dy．

工f　we　use　the　property　［12］

　　　　　　　　　1¢e（x，g（xrt））1　s　co　Fr

where　co　depends　on’@¢Eand　ge，　then　we　have

　　　　　　　　　iF（9）一F（す）1≦澤lq一引・

If　we　substitute　co／」’E　into　I　BF／agl　in　（19），Lthen　we　have

　　　　　　　　　o　〈　A－tgo．〈　2．

　　　　　　　　　　　　　　否　＝

Therefore　we　may　choose

　　（20）　At＝Cl，iT

4．　Numerical　Example

　　　　　rn　this　section　we　present　results’for　the　problem　（1）一（6），

obtained　by　the　meヒhod　of　in・ヒegra・ヒed　penal’ヒy・　Data　of　the　problem

　　　　　　　　　a＝　1

　　　　　　　　　b　＝　o．312s

　　　　　　　　　k　＝　O．625

The　ta．pping　hole　is　located　at　（O，1／16）．　The　initial　surface　is

given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一　8　一



　　　　　　　　　g（x，O）　＝　O．．25．

The　parameters　used　for　the　numerical　calculations　are

　　　　　　　　　h　＝　1／16

　　　　　　　　　，　＝　h3　＝　1／4096

　　　　　　　　　△t＝〉／ε一・ン64．

エn’

eig，4　we　sh。w　the　resu、ts．

　　　　　　　　　Oe3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　40

（
　し

×

）
ひ

O．2

0．1

o

t＝O．5

　　　t　＝1

　　　　　　（．＝1．5

　　0．25　O．5

　　　　　　　　　　　　X

　　　　　　　　　Fキ9・4

O．75 1．O

一　9　一
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