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　　　　　　　　This　paper　discusses　rotations　and’reflections　in

three－dimensional・（3D）　computer　graphics　as　an　appl　ication　of

matrix　algebra．　We　give　two　representation　theorems　in　which

a　given　3　×　3　real　orthogonal　matrix　L　is　expressed　in　terms　of

direction　cosines　of　the　axis　of　rotation　and　of　’the　angle　of

rotation．　It　is　shown　that　these　representation　theorems　enables

us　to　compute　the　axis　of　and　the　angle　of　rotation　that　the

given　matrix　represents，　where　reflection　is　combined　with

rotation　in　the　case　of　det　L　＝　一1．　Several　appl　ications　of　our

method　in　3D　computer　graphics　are　included．
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1．　INTRODUCTION

　　　　　　　This　paper　discus．ses　rotations　and　reflecttons　in　three－dimensional

（3D）　computer　graphics　as　an　appl　icati．on　of　matri・x　algebra．　It　is　wel　l一一

known　that　a　3　x　3　real　orthogenal　matri，x　can　be　constructed　that　represents

the　3D　rotation　about　a　given　straight　l　ine　through　the　origin　by　a　given

angle；　see，　e．g．，　Rogers　and　Adams　［1，　Chapter　3］．

　　　　　　　In　this　paper　we　are　mainly　interested　in　the　converse　prQblem：

given　the　initial　and　the　final　states　of　a　rigid　body　with　d　single

fixed　point　（i．e．，　the　origin），　find　the　3D　rotation　of　the　space

which　bri．ngS　the　given　initial　state　of　the　rigid　body　tO　the・　given

final　state　of　the　rigid　body；　i．e．，　find　the　axis” 盾?@the　rotation

and　the　a．ngle　of　the　rotation　in’ @question．　We　will　give　a　numerical

method　for　computing　these　quantities．

　　　　　　　To　this　end，　we　first　state　and　prove　two　representation

theorems　（Theorem　1　ahd　Theorem　2）　each　of　which　expresses　a　given

real　orthogonal　matrix　L，　depending　on　det　L　F　1　or　det　L　＝　一1，　in

terms　of　the　direction　cosines　of　’the　axis　of　rotation　and　the　angle

of　rotati’on　that　the　matrix　L　represents．　We　agree　that　the　action　of

L　means　the　mapping　v＋　Lv，　where　v　is　a　coluMn　veCtor　of　order　3，

regarded　as　the　position・vector　emanatin．　g　from　the　origin．　We　wilT　show

that　the　solution　to　the　stated　problem　is　easily　derived　from　the

representati．on　theOrems．．　We　might　mentio’n　in　passing　that　our　mai．n

representation　theor’ems　are　obtained　entirely　without　geometric

intuition，but　in　a　’language　of　matrix　algebra．　Applications　to　3D

computer　graphics　is　then　effected　by　interpreting　the　main　theorems
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in　an　appropriate　geometric　language，

　　　　　　　As　an　apPlication　of　our　approach　to　3D’compnter　graphics，’we

will　state　a　method　for　mapping　a　given　right－handed　orth6norma1　set

of　vectors　existing　at　a　point　in　a　space　onto　another　right－handed

orthonormal　set　of　vectors　existing　at　another　point　in　the　space，’

using　translations　and　rotations．

　　　　　　　We　will　also　show　that　our　matrix　algebraic　approach　appl　ies

to　cases　in　which　3D　reflections　are　combined　with　3D　rotations．

2．　　REPRESEN丁ATION　THEOREIvlS

　　　　　　　Let　L　＝　（2ij），　i．，　j・　’＝　1’，　2，　3，　be　a　3　x　3　real　orthogonal　matrix；一

vi．z．，　LLT　＝　LTL　＝　1　where　LT　denotes　the　transpose　of　L　and　1　denotes

the　th／／rd　order　identity　matrix．　We　give　a　representation　theorem

for　L　for　each　ca＄e　that　det　L　＝　1　and　det．　L　＝　・一1．

　　　　　　　The　first　theorem．　connects　a　3D　rotatton　about・　a　straight　l　ine

with　an　orthogonal　matrix　whose　determinant　equals　one．

　　　　　　　TheOPem　l・　　SupPose　det　L　＝　1．　丁hen　we　have　the　following　five

properties：

　　　10　L　has　the　eigenvalue　1．

　　．20　There　exists　an　orthogQnal　matrix　V．with　det　V　＝　1　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　0　O

（2．i）　vTLv＝　l　o　cose　一sine

　　　　　　　　　　　　　　　　　O　sine　cose

3　“



3・Let　n＝（nl・　n2・　n3）T　den・tr　an　Uni’t　elgenvect・r（n丁n　・・1）

associated　wi・th　the　eigenvalue・1・for　L，　．　Then　L　is　’represented・as　foTlows：

（2．2）　L　＝．　nnT（i　一　colse．）　＋．’t　cose．　＋．　N．sine

where

　　　　　　　　　　　　　o　一n3　n2

　　　　　　N＝ln3　．0　一pl

　　　　　　　　　　　　－n2　nl　O

or　equivalently，

（2．3）　L一．

　　　40　lfLf

for　L　can　be

（2．4）　Cl　＝

ni（1－cose）＋cose　nln2（1－cose’）一n3sine　nln3（1－cose）＋n2sin．e

nln2（1一一co^se）＋n3sin9　n；（．1－cose）＋cdse　’ Dh Hn3（1－cose）一nlsine

nln3（1－cose）一n2sine　n2n3（1－cose）＋nlsin．e　ng（1－cose）＋cpse

　　　I，　then　the　eigenve’ctor　assocta’ted　with　the　ei．　genvalue　1’

found　among　vectors　cl，　c2　and　c3　given　by：’

whose　representation

（2．5）　cl　＝　2（1－cose）n1

1＋£11－222一・233）　1212＋221

212＋221　1，c2＝ll一一211＋222－233

　　2t　l　3＋Sl！t31　1　l　　Sl・23＋JZ・32

　　　　　　　in　terms　of　nl，　n2，　n3　apd

　　　　　　　　　　　nl

　　　　　　　　　　　n21，　c2　＝　2（1－cose）n2

　　　　　　　　　　　n3

，　C3　＝

e

n　1，

n2

n3

are’@given

213＋£31

　　223＋232

1，£11－222＋£33

iven　by：

，　c3　＝　2（1－cose）n3

nl

n2

n3
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　　　50　The　angle　e　satisfi．es　th．e　following　equaticns：．

　　　　　　　　2”　＋　222　＋　233　＝1　＋　2cose

　　　　　　　　22ド21　2＝2n3sinθ

　　　　　　　　213　mu　231　＝　2n2sine

　　　　　　　　232　”’　223　＝　2nlsine

　　　　　　　Preof　of　Theorem　1　wi　l　l　be　given　in　Section　3．

　　　　　　　The　above　theorem　states　that　an　orthogenal　matrix　L　wtth　det　L　＝　l

performs　a　3D　rotatton　about　the　axis　n　of　rotation　by　the　positive　angle　e．

The　fact　that　the　straight　l　ine　specified　by　vector　n　is　the　axis　of

r・tati・n　may　be　seeゆy　n・ting　that　Ln＝n・

　　　　　　　The　second　theorem　is　for　the　case　det　L　＝　t－1．

　　　　　　　The。rlm・2．　SupP。se　det　L＝．1．丁hen　we　ha＞e　the　f。11。wing　five

properties：

　　　10　L　has　the　ei．genvalue　一1．

　　　20　　丁・here　exists　an　orthogonal　matrix　V　with．det　V　＝　1、such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　－1　O　O

（2．7）　vTLv＝　l　o　cose　一sine

　　　　　　　　　　　　　　　　　O　sine’　cose

3・Let　n＝（np　n2，　n3）丁den・te　a　unit　eigenvect・r（nTn　＝・1）

ass・Ciated　wlth　the　eigenval’浮?|1　f・r　L丁hen　L　is　represented　as

follows：

（2．s＞　L＝　一一nnT（i　＋　cose）　＋i　cose　＋N　sin6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　5　一一



where

　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　N＝　1　n3

　　　　　　　　　　　　．一　n2

0r　equivalently，

（2．9）　L　＝

一・・ 獅R　n2

0　一n
　　　　　l

nl　o

一一

氏G（1＋cose）＋cose

nln2（1＋cose）＋n3sine

nln3（1＋cose）一n2s・ine

　　　40

found

　　　　　　　　　　　　　1－2　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋2
　　　　　　　　　　　　　　　　M　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　22　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　33

（2．10）　cl　＝1　・一212－Slt21

　　　　　　　　　　　　　　－231－213

whose　representation　in

（2ell）

50

一nln2（1＋cose）一．n3sine

－n
G（1＋cose）＋cose

－n2n3（1＋cose）＋nlsine

　The　eigenvector　associated　with　the　eigenvalue

among　vectors　cl，’ @c2　and　c3　given　by：

，　C2＝

“一　2　　　　　－2
　　　12　　　　　　21

1＋2　　　　　一£　　　　　　　　＋2
　　　11　　　　　　22

－2　　　　　－2
　　　　　　32　　　23

n2，　n3　and

33 ’

一一

獅撃獅R（1＋cose）＋n2sin’
p

－n Qn3（1＋cose）一nlsine

“n’〟ii＋cose）＋coSe

　　－1　for　L　can　be

　　　　　　　　　　　　　　　　terms　of　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　are
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1’

　　　　　　　　　　　　　　　　　nll　．　Inl

cl　＝　2（1＋cose）nl　l　n21，　c2　＝　2（1＋cose）n2　l　n21，　c3

　　　　　　　　　　　　　　　　　n31．　IP3

The　angle　e　satisfies　the　following　equattons：

　　　　　　　一2　　　　　　　　　　－2
　　　　　　　　　　　　31　　　　　　　　13

C3　＝　i　一Si！・23－SZ・32

　　　　　　1＋£　　　　　　　　　　＋2　　　　　　　　　　　　　　・一　2
　　　　　　　　11　　　　　　　　　　　　22　　　　　　　　　　　　　　　　33

　given　by：

＝　2（1＋cose）n3

nl

n2

n3
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（2．12）

as　follows：

　rotation

Theorem

　　　　　　　倉

Now　l　et

For　any　’№奄魔?f

plane　that

because

proves　that

　　　　　　　H倉

Thus　matrix　L　given　by　（2．8）　represents：

　　　　　　　（1）　a　3D　rotation　about　the　ax／／s　n　of　rotation　by　the　positive

angle　e，　followed　by　a　3D　reflectton　through　a　plane　that　contains　the

orig．　in　and　is　perpendi．cylar　to　n，　or

　　　　　　　（2）．a　3D　reflecti．on　through　a　plane　that　contains　the　origin　and

is　perpendi．cular　to　n，　followed　by　a　3D　rotatton　about　the　axis　ri　of

rotation　by　the　positive　angle　e，’　where　the　posi，ti．ve　angle　e　i．s

measured　about　the　original　direction　of　n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　7’　一一

2u　＋　£22　＋　233　＝　一1　＋　2co．se

22ド21　2＝2n3sinθ

’k13　一　231　＝　2n2sine

£32　一　£23　＝　2nlsine

The　geometric　interpretation　for　L　given　by　（2．8）　may　be　stated

　　　　　　Let　‘LV　denote　an　orthogonal　matrix　that　represents　a　3D

gbout　Vhe　axis．n　of　rQtati，on　by　t．he　pos．i’tive　angle　e．　By

1’@CLV　is　given　by：

＝・

獅獅s（1　一　cose）　＋　1　cose　＋　N　sine　．

H＝ト2mT，　which’　is　a　H・useh。lder　transf。rmaゼi。n［2，　P．286］．

　　　　　　vector　x，　Hx　gives　the　mirror　image　of　x　relativ’e　to　the

　　　contains　the　ori’gi．　n　and　is　perpend／／cular　to　vector　n；

of　this，　H　i．s　also　called　a　reflector．　A　simple　calculat／／on

　　　　H　and　CLV　commute　（i，e．，　HCLV　＝　‘LVH）　and　that

＝　‘LVH　＝　一一nnT（1　＋　cose）　＋1　cose．　＋Ns／／ne　＝　L・



3．　PROOFS　OF　REPRESENTATION　THEOREMS

　　　　　　　Properties　10　through　50　in　Theorem　1　are　proved　as．　follows：

　　　10　We　will　show　that　det（L　一　1）　＝　O：

　　　　　　　det（L　一　1）　＝　det（L　一　LLT）　＝　det　L　・　del（1　一　LT）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　det　L　’　det（1　一　L）　＝’det（1．　一一　L）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　（一1）3　det（L　一　r）　＝　r　det（L　一一　1）・

　　　20　Let　n　be　一an　unit　eigenvector　associated　with　the　e／／genval・ue　1

for　L．　1t　is　possible　to　find　yectors　a　and　b　so　that：

　　　　　　　（1）　the　triple　｛n，　a，　b｝’for叩s　an　orthonormal　basis　in　the

three－di．mensional　Euclidean　space　E3，　and

　　　　　　　．（2）　the　3　x　3　matrix　V　＝　［n，　a，　b］　sati．sfies　det　V　＝　1．

Then，

（3．b　Lv　＝　L　［nl　a，　b］．一　［Ln，　La，　Lb］．

since　La　and　Lb　are　dxpressed　as　l　inear　combinations　of’　n，　a　and　b

and　Ln　＝　p，　（3．1）　reduces　to：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1cd）　flcd

　　　　　　　Lv＝［n，　a，　b］IO　e　“fl＝VIO　e　f

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　g　hl一　IO　g　h

where　c，　d，　e，　’f’，　g，　and　h　are　scaiar　cohstants．　Because

　　　　　　　　　　　　　　　　lc畔

　　　　　　　vTLv．　＝io　e　df

　　　　　　　　　　　　　　　　O　g　h

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一　8　一一



is　an　orthogonal　matrix．，．　we　have　c　＝　d　÷　O　and　thus

　　　　　　　　L…；l

is　an　orthogonal　matrix．　Moreover，　we　have　det　Ll　＝1　since

　　　　　　　　det　Ll　i．det（VTLV）　＝　det　L　＝　1．

lt　is　well－knewn．　that　for　a　2　x　2　real　orthpgonal　matrix　Ll　with

det　Ll　＝　1，　there　exists　e　such　that

L1＝
kll：：調

We　thus　have：

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　0　O

　　　　　　　vTLv＝10　cose　一sine

　　　　　　　　　　　　　　　　O　sine　cose

　　　3Q　For　Proving　30，　we　need　the　followi．，ng　lemma．

　　　　　　　Let！1！！ng－mma　！．　Let　A　＝　（aij）　be　an　n　x　n　reai　orthogonal　matri．x

wi，th@det　A＝@1．　Let　Aij　denote　the　cofactor　of　aij・　T b?氏C

　　　　　　一aガAlj　f・ranyiandj・

　　　　　　　（Proof）　By　the　orthogonali．ty　of　A　＝　（ai，j），

　　　　　　　A－1　＝　AT　一　（aji）・

On．the　other　hand，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一9一



　　　　　　　パ1＝de祇’（A」1）・’（～1）’＝　adj　A

where　adj　A　denotes　the　adjoint　of　A，’
@Th’

浮刀@we　have：

　　　　　　　ajiL　＝　Aji　for’　any　’i　and　j［

（End　of　Proof　of　Lemma　1）．

We　nOW　，PrOVe　pr6perty　30．，・　From　（2！1）　￥re’have：

　　　　　　　　　　　　　　　1　　0　O　I　ll　　O
　　　　　　　L：vlo　cose’一sine　lvii＝En，a，b］’lo　cose

　　　　　　　　　　　　　　　O　sine　cose　l　IO　sine

：・11ihg　1［：idini’，；，x2a，：，：，b2：；，：．：s，e＋（pa’一ap’i’si．ng・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　riT

I＝
hV丁　］1；馳 謔P・1∵』

ln3d．3：h”：3．　T　．　bbT　．　i　．．　nnT・’

A　direct　caiculatioh　gives：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　二、。一

　　o

－s　1．　ne

cose

nT

a丁

　T



（3．4）
baT　一　abT　＝

where　the　second　equality・is　obtained　by　appl．yinq　Lemma　1’ @to

V　＝　［n，　a，　b］；　viz．，

n．1＝det

k：：制＝a2P3－a3b．2・

　　　　　　　n2＝rdetl（aa3i　：！）＝a3bi－aib3，

n3・det
t＝alb2・一a2b1・etc・

Substitution　of　（3．3）　and　（3．4）　into　（3．2）　yields　（2．2）．　Eqn．　（2．3）

is　obtained　by　expanding　（2．2）．

　　　40　Equating　the　matrix　elements　2ij　with　the　corresponding　elements

of　L　in　（．2．3）　apd　using　them　in　（2．4），　we　find　the　vectors　cl・，　c2　and　c3

may　be　expressed　in　the　form　of　（2．5）．　Eqn．　（2．5）　proves　that　each　of

Cl，　c2　and　c3　is　a　scalar　multiple　of　n．　lt　may　be　verified　that

［CI　S’C2，　c3］　＝　adj（L　一　1）．

blai－a’1bl’ D　．bla2－al，b2　’bla’3－al．b3

b2ai－a2bi　b2a2－a2b2　b2a3－a2b3

tb3gi－a3bl　b3a2－a3b2　b393－a3b3

　0　臨n3　n2

n3　O　・一nll＝N

鰯nQ　n1　0

　　　　　　is　obtained　by　applying　Lemma

一一@11　一



50　Eqn．・　．（2．6）　is　obta’ined　from　（2．．3）　by　noting　that　nTn　＝　1．

Thi’s　completes　the　Proof　of　Theorem　1．

　　　　　　　Remark　1．　Representation’　of　L　i．　n　（2．2）　or　（2．3）　contains　vector　n

but　is　independent　of　vectors　a　and　b　that’are　introduced　to　form　with

given　n　an　orthonormal　basis　in’ @E3．

　　　　　　　Remark　2．　Eqn．　（2．2）　in　Property　20，　in　Theorem　1　is　the　canonical

f－fa爬al・rth・9・nal　inatrix　L　wi．th　det国・Which　ls．・bta加ed

by　aPplying　Schur’s　theorem　［2，　p．302］，

　　　　　　　Theorem　2　can　be　proved　in　a　si，milar　manner　to　the　case　of

Theorem　1，　and　we　will　omi．　t　the　proof，　・We　just　note　that　the　followi．ng’

lemma　i．　s　required　ins．tead　of　Lemma　1，

　　　　　　　Let！！m！g－mma　g．　’Let　A　＝　（ai．j）　be　an　n　x　n．real　or・thogonal　matri’x

wi，th@det　A＝　一1．　Let　AiJ・　denote　the　cofactor　of　ai．j：．Thens

　　　　　　　aiゴーへ」f・r　any　i　and　j・

　　　　　　　（Proof）　Simil　ar　to　the　prQof　Qf　LemrBa　1，　and　i　s　omitted．

4．　　APP・LICA丁10N　TO　3D　COMPUTER　GRAPHICS

　　　　　　　This　section’shows　how　Theorems　1　and　2　are　applied　to　3D　combuter

graphics．　Some　possible　situ．ations’are　stated　below　in　the　form　of

problem－solution．．

　　　　　　　Problem　1．　Find　a　real　orthogonal　matrix　L　that　rotates・a　rigid

　body　about　a　given　axis　through　the　origin　by　the　positive’angle　e，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　12　一一



where　the　axis　of　rotacion　i．　s　specified　by　a　unit　vector　n．

　　　　　　　Solution：　The　solution　to　thi，s　problem　i，　s　well・・known　as

already　stated．

　　　　　　　bt2g！2！e！1！oblem　2’．　（Converse　problem　of　Problem　1）　Suppose　we　are

given　a　real　orthogonal　matri．x　L　with　det　L　＝　1．　Find　the　unit　vector　n

along　the　axis　of　the　rotation　that　L　repreSents　and　the　corresponding

posit，ive　angle　e　of　the　rotation．

　　　　　　　Solution；　・The　procedure　consists　of　three’steps：

　　　　　　　伽ec・mpute　vect・rs　c1，　c2　and　c3　fr・m　eqnl（2．4）．　Am・ng

them　choose　a　vector　c　for　which

　　　　　　Ilcll　＝　maX　｛ll　ci　ll　・　Ilc2　11　，　11c3　11　｝，

where　11aH　denotes　a　norm　of　vector　a　that　is　defined　here　as

lla”＝　（aTa）1／2．　For　thi，s，　we　’note　the　following　two　properti．es；

　　　　　　　i）．　’adj（L・一　1）　＝　［cl，　g2，　c3］‘　i，　s　sym．metric　（see　（2．4）），　and

　　　　　　li）　the　multipl　i，ci．ty　of　the　ei，genvalue　1　for　matrix　L　（L　f　1）

is　one，　qnd　thus　any　non－zero　vector　amo．ng　cl，　c2　and　c3　can　be

expressed　as　a　scalar・　multiple．of　another　non－zeto　vector　in　cl，　c2．

and　c3，　as　demonstrated　by　（2．5）．

　　　　　　　Because　of　the　above　two　characteristi，cs，　we．can　find　vector　c

that　gives　tle　greatest　n・rm　am・ng　llci閥。211　and　llc311　by　c・mpari、ng

the　absolute　values　of　elements　of　any　one　of　vectors　cl，　c2　and　c3・

Let　cl　be　taken　and　let　cl　be　denQted　i．．n　an　element・一wise　form　as

（clp　c2p　c31）T・An　alg・rlthm　f・r伽ding　vect・r　c　is　stated　as

follows：
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　　　　　　　if　tc“｛　一　max　｛lcul　，　lc211　，　lc3V｝．，

　　　　　　　　　　　then　llci　ll＝max｛llci　ll　，　ilc211　，　Hc311｝・

　　　　　　　（2）　The　unit　eigenvector　n　that　represents．　．the　axis　of　rotation

is　computed　as　，n　＝・c　／　IIcll　・

　　　　　　　（3）　From　（2．6）　we・have：

　　　　　　　cose　＝　（211．＋　222　＋　233，　一　1）　／　2．

An　algorithm　for　choosing　one　of　relations　for　sine　in　（2．6）　is．　as

follows：

　　　　　　　Tf　n　＝　ci　．Alci　ll　，　then　sine　＝　（232　一　£23）　／　（2ni）；

　　　　　　　1f　n　一　c2　／　Hg211　，’　then　sine　＝　（213　一　231）　／　（2n2）；

　　　　　　　If　n＝．　c3／ll　c3　ll・．then　sinθ＝．（22ド21　2）／（2n3）一’

The　angle　e　of　rotation　is　obtained　by　a　standard　algorithm　．for

computing　arccos×　and　arcs．inx．

　　　　　　　Remark　3．　The　angle　e　of　rotation　generally　falls　in　the

range　of　O　£　e’ 刀@2Tr．　ln　case　of　T’ 刀@e　s　2Tr，　one　can　represent　the

same　rotation　by　another　ahgle　e’＝　2T　一　e　of　rotation　for　which

O≦θ屋≦叩r・vided　the　directi・n・f　the・riginal　axis　n・f　r・tati・n

is　reversed，　i．e．，　n　is　replaced　by　一n．

　　　　　　　PrOblem．　3一．　Suppose　we　are　gjven：

　　　　　　　（1）　a　right・一handed　orthdnormal　set　of　vectors　（ul，　u2s　U3）

with　its　origin　at　point　O　in　the　three－dimensional　Euclidean　space　E3，
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　　　　　　　　（2）　another　ri．ght－ha・nded　o．rthonQrmal　set　of　VeCtOrS　（’Vl，　V2e　V3）

that．・shares　the　erigin　with　（ul，・U2，　U3）・

　　　　　　　Find　the　rotation　of　the　space　abogt　a　fixed　axis．．　that　maps

（up　，u2，　u3）　onto　（vl，　V2，　v3）．　．　’．

　　　　　　　SolutiOn：　Without　anY　loss’of　generality，　we　assume　that

the　poin’t　o　’i’s　the　origin　of　a　fixed　coordinate　system　in　E3；　i．e．，

the　position　vector　of　point　O　is　a　zero　vector．

　　　　　　　Let　U　and　V　be　orthogonal　matrices　defined　by：

　　　　　　　U　；　［Ul，　U2，　U3j，　V　i　［Vl　s　V2，　V3］

where　det　U　’＝　det　V　＝　1．　Then　the　real　orthogonal　ma’trix　L　with

det　L　＝　1　can　be　found　such　that：

　　　　　　　LU　＝V

o．r　equivglently，

（4．i）　L＝　vuT．

By　Theorem　1，　L　represents　a　rotation　of　the　space　about　a　fixed　axi．s

Let　n　＝　（nl，　n2，　n3）T　and　e　denote，　respectively，　the　unit　vector

along　the　axis　of　rotation　and　the　angle　of　rotation　such　that

L　represents．　The　vector　n　and　the　angle　e　are　determined　by　the

same　procedure　as　given　in　PrOblem　2．
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　　　　　　』△PPIi≦壁L。　We　will　provide　here　an　example　of　direct

apPl　ication　of　Problem　3．　　SupPose　we　are　given　right－handed　orthonormal

sets・f　Vect・rs（ul吹@u2・u3）and（vp　v2・v3）at　tw・di「Stinct　p・ints　in

E3，　say　P　aぬd　Q，　respectively．　Let　us　assume　that　a　sm・・th　three－

dimenslonaゴcurve　C　connects　P　and　Q　and　is　represented　parametrically；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ナ

viz．，　the　end　point　R（t）　of　the　position　vector．QR（t）　＝　r（t），……

（r1（t），　r2（t），　r3（t））T・ct　£　t．≦β・．　emanati．ng　fr・m　the・rigin・・f　a　fixed

c。。rdinate　system　in　E3　describes　the．¢urve　C，　where．φ＝r（。［r）and

ナ
oq　＝　r（β）　（see　Figure　1）．

　　　　　　　Let　L＝VUT　den・te　the　same　matrix　as　that　was　c・mputed．．in

Problem・「3；　viz、・・

　　　　　　　L＝vuT＝

nl（1－c・sθ）＋c・sθ　nln2（1－cgse）一n3sinθnln3（1－c・sθ）＋n2sinθ

nln2（1－cqsθ）＋n3sinθnl（1－c・sθ）＋c・sθ　n2n3（1－c・sθ）一nlsine

nln3（1－c・sθ）一n2sine　n2n3（1－c・se）＋nlsine・nl（1－c・sθ）＋c・sθ

where

　　　　　　　U・［upu2・u3］・V・［vpv2・v3］・

　　　　　　　det　u　＝　det　v　＝　1．

W6　cQmpute　n・（np　n2・n3）T　and　e　as　in　Prgblem　2・
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Let　e’it）　and　［（t）　b．e　defined　・as　foUQws；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

　　　　　　　e（t）　：一　r一一一一一一一一一（t　一　or）

　　　　　　　　　　　　　　　　B　一　c）c

　　　　　　　［（t）　’

nl（1－cos5（t））＋cos5（t）　nln2（1一一cosE一（t））一n3sinE（t）　nln3（1－cos5（t）〉＋n2sin5（t一）

nln2（1－c・s百（t））＋n3sin百（t）nl（1－c・s百（t））＋c・s百（t）　n2n3（1－c・s百（t））一n1　si　n5（t）

n1’n3（1－c・s百（t））一n2sin百（t）n2n3（1－c・s百（t））＋n1　sin百lt）nl（1－c・s百（t））＋c・s百（t）

It　is　easi．ly　checked　・that：

（4．2）　　百（α）　＝　0，　す（β）　＝　θ；　τ（α）　＝　1，　1＝（β）　＝　L．

In　a　commomly　used　homogeneous　coordi．　nate　expresston　（e．g．，　see　RQgers

and　Adams　［1］　where　points　in　space　are　represented　by　row　vectors

instead　of　our　column　vector　representation），　the　transformation　Z（t）

that　maps　（ul，　u2，　u3）　at　point　P　onto　an　orthonormal　set　of　vectors

（Wl（t）v，　w2（t），　w3（t））　with　its　origin　at　point　R（t）　on　curve　C　（see

Figure　1）　is　described　by：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

z（t）　一

1

0

0

0

・・ir1（t）
　　　　　　ロ

』10ir2（t）

・1i．r3（t）

コ　コ　ロ　 コ　　ロ　　ロ　ロ　コ　　　ロや　ロ

00；1　　　　　　●
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o　o

　　と

　　：

　　：

　　：

　　　

　　i

oi

o

o

o

1

　　　　　　　　ユ　　　　　　　　リ

100げ1（Ct）
　　　　　　　　　

010 堰|r2（α）

0　0　1　i－r3（α）

0　0　01　1
　　　　　　　　1
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If　we　let　Wi（t），　（Yi　and　g7i　be　column　vectors　Qf　order　4　defined　by：

畔1！叫11’i≡卜1叫㍗i≡酬

then　we　have：

（4．3）　Wi（t）＝z（t）2fi．，　ctst：sB，

where

（4．4）　CVi（oe）　一　1）i’堰@，　CVi（B）　一　2Xi　，・i－1，’
Q，　3，

which　follows　from　（4．2）．　Roughly　speaki．ng，　（4．3）　and　（4．4）．　gi”ve　the

mappi．　ng　of　U　e　orthonormql’set　of　vectO．“S　（Ul，　U2，　U3）　OntQ　（Vl，　V2，　’V・　3）

by　conti，nuous　rotatiOn　abput・the　fixed　di．rectio．　n　（n）　combined　with

the　continuous　t’ranslation　of　the　origin　of　the　orthonormal　set　of

vectors　along　the　gi．ven　curve　C．

　　　　　　　The　fo116vyfi　ng　problems　d．escribe　further　cases　that　may　happen

in　handling　3D　reflections　combined　with　3D　rbtations．

　　　　　　　E1tzg121g！！1oblem　Agt．．　Find　a　real　orthogonal　matrix　L　that　rotates

a　rigid　body　about　the　axis　n　of　rotation　by　the　positiv’e　angle　e　and

then　reflects　the　rigid　body　relative　to　the　plane　that　contains

the　origin　and　is　perpendicular　to　n．

　　　　　　　21t2g12！g！11oblem　G！tL．．　Find　a　real　orthogonal　matrix　L　Vhat　reflects－

a　rigid　body　rel’ati，ve　to　the　plane　that，　contains．．　the　grigin　and　is

perpendicu．lar　to　n　and　then　rotates　the　mir．　ror・　image　of　the　rigid

body　about　the　axis　n　of　rotation　by　the　positive　angle　e．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　18　．一



　　　　　　　Solutions　to　the　above　problerRs’a・r，　e　o．b．一tained　in　a　s／／mi，　lar

manner　to　the　cases　of　Problems　1　and　2，　and　are　ornitted　here．

5．　　CONCLUS工ONS

　　　　　　　We　have　gi．ven　a　matri．×　algebraic　method　suitable　for　studying

3D　rotatiOns　and　reflections　in　3D　computer’　graphics　applications．

’ln　particular，　a　nunierical　method　for　finding　the　axis　of　the　rotation

’that’
@a’　gi．ven　orthogonal　matri．x　represents　and　the　corresponding　angle

of　the　rotati．on　is　given．

［1］

［2］
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Figure　1． Orthonormal　sets　of　vectors　with　their

origins　on　curve　C
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