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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ABSTRACT

　　　　　This　paper　gives　a　unified　derivation　of　a　class　of　common

perturbation　theorems　for　matrix　eigenvalues．　We　prove　a　fundamental

inequality　that　appears　not　to　have　been　reported　despite　its

usefulness．　By　applying　the　fundamental　inequal　ity　to　special

cases　important　in　appl　ications，　we　derive　a　class　of　inequalities

that　are　useful　in　the　localization　of　matrix　eigenvalues．



1．　INTRODUCTION

　　　　　The　matrix　eigenvalue　problem　arises　in　a　wide　variety　of　areas

in　the　physical　and　social　sciences　a’s　well　as　in　engineering，　most

typically，　for　example，　in　the　stability　analysis　of　physical　systems

that　are　modeled　by　l　inear　systems　of　equations，　differential　equations，

and　so　on．

　　　　　Perturbation　theorems　on　matrix　eigenvalues　are　concerned　with

localization　of　eigenvalues，　i．e．，　to　produce　regions　in　the　complex

Plane　in　which　eigenvalues　of　a　given　matrix　l　ie’．　The　theorerns　place

bounds　on　the　variation　of　the　eigenvalues　in　terms　of　the　variation

of　matrix　elements．　The　informqtion　givgn　by　the　theorems　is　useful

in　estimating　true　eigenvalues　from　computed　or　approximate　eigenvalues，

in　analysing　the　stability　df　eigenvalues，　a’nd　so　on．

　　　　　In　this　paper　we　are　concerned　with　a　unified　derivation　of．

a　class　of　common　perturbation　theorems　for　matrix．eigenvalues．　To

this　end　we　prove　first　a　basic　inequality　（see　（2．1）　below）　which

appears　to　be　unreported　in　the　l　iterature．　Some　of　the　inequalities

presented　in　this　paper　are　well一一known　while　others　such　as　（2．1）　and

（3．9）　appear　to　be　less　well－known　despite　their　usefulness．

2．　PRELIIVIINARZES

　　　　　The　vector　and　matriX　norms　considered　in　this　paper　are　only

the　usual　q－norm　（or　2q－bnorm），　1　s　q　s　oo　（see　below　for　definition）．

一1一



Some　of　the　facts　that　follow　may　be　generalized　to　a　wider　class　of

norms，　However　we　will　not　discuss　such　generalization　in　this　paper．

Instead，　we　refer　the　interested　reader　to　［2，　Chapter　2］．

　　　　　We　begin　by　reviewing　basic　facts　on　matrix　norms．　For　each　n　＝　1，

2，…　　，　let　En　denote　a　real　or　complex　vector　space　of　column　vectors

of　dimension　n，　x　＝　（xl，．．．，　xn）T．　The　q－norm　on　En　is　defined　as　follows：

（1・1）X・’
iX1・…・Xn）T・En⇒

o　ll：｝；二：lllll∴’∴lll？　lq｝1／q’1≦q＜．．’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

Let　B　be　any　n　x　p　real　or　complex　matrix．　Let　ll　Bll　q，qi　denote　the

norm　of　B　as　a　l　inear　transformation　from　EP　to　En，　where　En　is　given

the　q－norm　and　EP　is　given　the　q’一norm，　i．e．，

（1’2）　llBIIq，q’＝MaX｛11BYIIq／llYllq，：YfO，YEEP｝’

ll　Bll　q，qi　will　be　denoted　by　simply　II　BII　q　if　q　＝　q’．　From　the　definitio．n

・fthe　matrix　n・rm　1卜　q，q・・we　have

（1’3）　llBYIiqS11BRq，q”llYIIq”YEEP’

Example　．1

Il　Bll　i

II　BII　．

［4，　p．179］．

　　　　　　　　　　n

＝　max　Z
　　lsjsp　i一一’1

　　　　　　　　　　n

＝　max　Z
　　1〈i〈n　j＝1

Let　B　be　any　n　×　p　matrix．

Ibijl　，　u1gtlu2　1．2s．tri×　ggo一！一y［［！n＝s！g！］i　umn－sum

Then

lbijl　，　！1！gt一！！z．！2s－trix　．：goy1：．s！，！！11w－sum

n．　gJrn！g　rm；

Il　Bll　．，i　” max
1：si　．〈一．．n

lmj　mP

lbijl　・

旦．9「m；
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E2tss｝11！R．！gample　2　［3，　p．21］．　Let　o12（’

a）　2）．’”llL　up2（B）　be　the　eigenvalues．　of

BHB，　a　nonnegative－definite　Hermitian　p　x　p　matrix，　where　B　is　n　x　p

（p　sn）．　The　p　numbers　ul（B），．．．，　ap（B）　2r一　O　are　called　the　g！ngy！／g．！z

ygt一！Jy1es－l　ues　of　B．　It　may　be　proved　that

　　　　　　　　ui　（B）　＝　ymfaxo　（ll　Byll　2　／ll　yli　2）　＝　ll　BHBII　i／2　＝　II　BII　2　，　and

　　　　　　　　σn（B）＝罪1（ll　By02／日yll　2）（always）・目（BHB）一1　ll　“1／2

〈provided　（BHB）一1　exists）．

　　　　　堕l12！12　9［3・P・52］・By　diag｛d1・…・dn｝we　den・te　the・diag・nal

matrix　with　diagonal　elements　dl，．．．，　dn．　Then

（1・4）II　diag｛dP…・dn｝　q，q・＝m早刈di　l・1≦q量≦1 早@S　ll・

In　particular，　H　IH　q，q，　＝　1，　1　s　qi　s　q　s　oo．　lnequality　（1．4）　is

generally　false　if　q’　〉　q．　For　example，　ll　l　ll　1，．　＝　n，　where　1　is　the

n－th　order　identity　matrix　（cf．　Example　1）．

　　　　　Remark．　Let旧l　be　a　n・rm・n　Eη．　It　is　called　an　abs・1ute　n・rm

司lxli＝旧xl　li　f・r　everyxin　En・where　lxl　＝（1xll，…，　lxnDT

for　x　＝　（xl，．．．，　xn）T．　Thd　norm　・ll　’ll　is　．called　a　n1gtngpongnotone　mptnzrm　if

lxl　S　lyl（i・e・・lxiヒlyib卜1・…・n）implies　ll　x目≦ll　yll・

　　　　　The　following　three　conditions　are　known　to　be　equivalent　［2，　p．47］：

　（i）　ll　・ll　is　an　absolute　norm；

（ii）　ll　・II　is　a　monotone　norm；

（iii）　ll．・II　is　such　that　for　any　diagonal　matrix　D　＝　diag｛dl，．・・，　dn｝　，

　　　　　　　1；1：％　（H　Dxll　／ll　xll　）＝　mg．x　ldil・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．　3一



The　q－n。rm。n　En　defined　earlier　is　an　example・f　abs・1ute　n・rm・n　En．

3．　　FUNDA図ENTAL　INEqUALITY

　　　　　LetA，　XandBbenxn，　nxpandpxpmatrices，　respective1Y，

where　p　＜　n．　Let　βbe　an　eigenvalue　of　B　but　not　of　A．　Then　for

1　≦．q，　q聖　≦．　oO，

（2・1）
?P（ll　Xyll　q／ll　Yll　q・）≦II（A一β1）一1（AX－XB）II　q，q・・

For　proof，　1et　Bv　＝　βv，　v　≠　0．　　Since　β　is　not　an　eigenvalue　of　A，

（A一β1）一1　exists　and　we　c・叩ute

　　　　　　　　！lxv　q・ll（A一β1）騨1（A一β1）x”llq・　ll（A一β1）一1（AX－XB）vllq

　　　　　　　　　　　　　　　≦H（A一β1）一1（AX－XB）11　q，ql・H”ll　q・

by　（1．3）．　　From　this　（2．1）　follows．

4．　APPLICATIONS

　　　　　we　n。w　give　several　apPllcati6ns・f（2．1）．

　　　　　（1）Gerschg・riパs　The・rem［4・p302］：Let　B・（bij）be　any　n　x　n

matrix　and　letβbe　an　eigenval　ue　such　thatβ≠bii・1＝1・…・n・

，Let　A＝diag｛b11…ゆnn｝and　let　X＝1・We　apPly（2・1）wlth　A・X

and　B　as　indicated　and　q　・＝　q　l　＝　oo．　We　obtain　by　Examples　l　and　3，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　1≦mlx（渦lbl」1／lb1デβD・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　j≠i

hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

（3・1）lbiデβ1≦jll　lbi・；l　fo「some’・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j≠i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－4一



This　ineqtiality　h・1ds　even　whenβ　equals　s。me　diag。nal　element。f　B．

Thus，　every』eigenvalue　of　B　is　conta「ned　in　at　least　one　of　the

Gersch　orin　disks　for　B：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　Gi＝｛λ：iλ口bi　il≦劃bijl｝・’＝1・…・・n・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j≠i

　　　　　（2）Diag・nali之able　case：Let　U－iAU　・　diag｛d1，・・．、，dn｝・Df・r　s・me

n・nsingular　matrix　U・The　dデs　are　the　eigenvalues・f　A・Let　X　be

any　n　x　p　matrix　（P　≦n）　whose　columns　are　l　inearly　independent．　　Let

B　be　any　p　x　p　matrix．　　Let　βbe　an　eigenvalue　of　B　but　not　of　A．

ApPlication　of　（2．1）　to　this　case　gives

1≦川q・ll（D一β1）一ill　q・ll　U“’1　II　qll　AX－XBII　q，q・／鶏（ll　Xyll　q　／Hyll　qi）

where　the　minimum　on　the　right一・hand　side　is　positive　since　X　has

linearly　independent　columns，　and　where

　　　　　　11（D一β1）一ill　q＝mlx　ldi一βr1・剛dデβ1｝一1（by　Example　3）・

Hence

（3・2）m戟En　ldi一β1≦condq（U）．　AX－XBlq・ql．／罪1（ll　Xyll　q／ll　Yll　qi）・

where　c・ndq（u）・　Il　ull　q・ll　u”1　II　q・the　q－c・ndlti・n　number・f　u・

Inequali　ty　（3。2）　asserts　that　given　any　eigenvalue　β　of　B，　there　is

an　eigenvalue　of　A　whose　distance　from　βdoes　not　exceed　the　number

given　by　the　right－hand　side　of　（3．2）．

　　　　　（3）　鋤皇」L．case：　　q　＝　q　l　＝　2．　　vJe　obtain　from　（3．2）

（3・3）min　idi一β1≦c・nd2（U）・ll　AX－XBI．1　2・II（XHX）旧111　i／2，

　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－5一



where　we　used　Example　2　and　the　fact　that　X　has　l　inearly　independent

coiumns　so　ghat　（xHx）一i　exists．

　　　　　（4）　StRgs　1－gJLal　ggt！lgse：　q　＝　q’　＝　2　and　A　is　normal　（AHA　＝　AAH）．

in　this　case　a　unitary　matrix　u　（uH　＝　u－i）　exists　such　that　u”iAu

＝　diag｛dl，・．・，　d，｝　・　Since　ll　Ull　2＝1　and　ll　U－1112一　ll　u－Hll　2－1

（by　Example　2），　（3．3）　reduces　to

（3e4）　mi．n　ldi－Bl　s　llAx－xBl1211（xHx）一i”i／2．

　　　　　　　　　1

　　　　　（5）　St　Res2一！gla　l　！xa｝Egs　e：　q　＝　q’，　n　＝　p　a　n　d　X　＝　1．　W　e　o　b　ta　i　n　f　r　om　（3．2）

（3．5）　m戟Dn　ldi’Bl：E．　condq（U）’llA‘一Bllq・

This　inequality　is　due　to　Bauer　and　Fike　［1］．

　　　　　（6）　Stpes｝　！g］mi　a　l　sLs，iLEgs　e　［3，　p．53］：　p　＝　1，　X　＝　x　f　O　a　n　d　B　E　（B），

where　B　is　a　given　number．　lnequality　（3．2）　reduces　to

（3’6）　M戟Dn　ldi－Bl　S　COndq（U）’II　AX”’BXII　q／　11　Xll　q’

Take　the　case　q　＝　2．　For　a　given　A　and　an　approximate　eigenvector

x　f　O，　the　natural　choice　for　B　is　a　well－known　Rayleigh　quotie．　nt

xHAx／xHx　which　minimizes　ll　Ax－Bkll　2　as　a　function　of　B．　This　can　be

easily　seen　from　the　relation

　　　　　　　　　ll　Ax－3xll　22　＝　ll　Axll　22　d一・　1xHAx12　＋　1z12

where　xHx　＝1　and　B＝　xHAx　＋　z．
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（7）@StP2gs　Lg．！eclal　12gtEgse：　A＝　（　BF　GC　）　，　where　A　is　n×n　and　B　ii　px　p．

Let　U－IAU　＝　diag｛dl，．．．，　dn｝　for　some　u．　we　apply　（3．2）　with　x　＝　（lp，　o）T．

We　find

　　　　　　　　ll　AX－XBIIq，q’＝　ll（？　GC）　（li］　””　（8）　’Bllq，q’＝　IIFIIq，q”

Substitution　into　（3．2）　gives

（3・7）mln　idデβ1≦c・ndq（u）・ll　Fll　qlq’・・

　　　　　（8）　StEes一！g一1一1　s2stl．se－se；　A　＝　（aij）’　is　an　n　x　h　matrix，　B　＝　（akk）　is

a1　x　1　matrix　（p　＝　1）　and　X　＝　ek　＝　the　k－th　column　of　the　identity

matrix　of　order　n．　we　still　assume　u－IAU　＝　diag｛dl，．．．’，　dh｝　for

some　U．　Then　（3．2）　gives

（3・8）　mln　ldi－akkl　s　condq（u）・｛1．！z一一．］　laik．　1’q｝i／q　，　k一’i，…，　n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ifk

丁aking　the　transpose　we　find

（3・s）’@ml．n　ldi－akkl　s　condq（U）　・　｛
№Rk　lakjl’q｝Vq．，k＝is・・．・，　．n・

　　　　　（9）　pat　egial．　s21t！Eis｝se：　A　r一　（aij）　is　normal　［2，　Problem　6，　p．86］．

Let　u－IAu　1　di’
≠〟ocxl，．．．，　ocn｝　with　U　unitary．　Then　cond2（U）　＝　1

’as　noted　earl　ier．　we　take　q　＝　2　in　（3’ D8）’　and　obtain

（3・9）　mlln　ldi”’akkl　s　｛jt！1　lakj12｝1／2　，　k－1，．．．，　n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jfk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－7一



Thus　each　disk

　　　　　　　Dk　＝　｛X　：　IX－akkl’　s．　｛ji“akj12｝i／2　，　k－i，．．．，　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jfk

contains　at　1　east　one　eigenvalue　of　A　y！1h1eEnenether　Dk　gygnlLgRE一　IN：tl一1bth　g：tng！zshers

g1tL　ngt」2t・　The　disks　Dk　are　smaller　than　the　usual　Gerschgorin　disks

for　A　（see　（1）　of　this　sectjon）．　A　stronger　version　of　the　Gerschgorin’s

theorem　［4，　p．303］　states　that　if　p　Gerschgorin　disks　for　A　are　disjoint

from　others，　then　the　union　of　the　p　Gershcgorin　disks　contain

exactly　p　eigenvalues　of　A　counting　multiple　eigenvalues　according

to　their　multiplicities．

　　　　　旦鯉ユ旦≦L．　Take　a　real　symmetric　（hence’，　normal）　matrix

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　10　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－6　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10　　　　　　　　　　　　　　AF　llO

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－6　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10

Then

　　　　　　　　Gl　＝　｛X　：　lx一一11　s　1．ol　，　lo一・2｝　，

　　　　　　　　G2　＝　｛A　：　lx－io”41　．s．　i，oooi　x　io”2｝．　，

　　　　　　　　G3・｛λ：1λ一1・獅8ヒ1・・1xl・噸4｝・

The　disk　G2　contains　G3　but　is　disjoint　from　Gl．　Hence　the　Gerschgorin’s

theorem　asserts　that　there　are　two　eigenvalues　of　A　in　G2，　On　the　other

hand，　（3．9）　asserts　that　there　is　at　least　one　eigenvalue　of　A　i．n　the　di．sk

　　　　　　　　D3　＝　｛j＞v　：　lxd－lo’一81　s　（1＋10－8）1／2　，　lo“‘4｝　，
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which　is　properly　contained　in　G3．

5．　CONCLUSION

　　　　　We　have　provided　a　unified　approach　for　deriving　a　class　of

perturbation　theorems　for　matrix　eigenvalues．　In　particular

inequality　（3．9）　gives　a　useful　complement　to　the　well－known

Gerschgorin’s　theorem　in　that　the　former　requires　no　knowledge　on

the　connectivity　of　Gerschgorin　disks．
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