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ABSTRACT

　　　　　This　paper　gives　a　method　for　quanti・ヒati▽e　evaluat：ion　of

reliability　parameters　of　components　which　are　essential

information　for　probabilistic　evaluation　of　system　reliabili・ヒy

and　safety．　We　take　a　linear　operator　theoretic　approach　in

constructing　our　method　for　solving　a　linear　system　of　lntegral

equations　which　go▽ern　七he　time－dependent　beha▽ior　of　・ヒhe

reliability　parameters．



1．　工NT：RODUCT工ON

　　　　　Probabilistic　e▽aluation　of　system　reliability　and　safeヒy　is

essential　for　designing　and　upgrading　systems　r　op’ヒimization　of

inspec’ヒion　and　repair　policy，　etc．　　Reliability　charac・ヒeris・ヒics

of　a　system　are　comple’ヒely　represented　in　terms　of　：reliabili七y

and　main’ヒainability　parameters　of　components　whe’ヒher　the　system

is　cohe：rent　［3，　P・6］　or　non－cohe：re血’ヒ　（a　’ヒypical　example　of　a

non－coheren’ヒ　system　can　be　found　in　computer－con七rolled　systems

with　sensor　systems；　for　example，　see　f4］）．’rt　is　necessary　to

compute　reliability　parame’ヒers　of　componen’ヒs　wi七h　high　p：recision

of　accuracy　for　precise　evaluation　of　sys’ヒem　r（∋liabili’ヒy・and

safety．

　　　　　This　paper　gi▽es　a　meヒhod　for　quan・ヒitati▽e　e▽alua・ヒion　of

reliability　parameters　（more　explici’ヒly，　unconditional　failure

and　repair　intensities）　of　a　sys’ヒem　componen’ヒ．　　We　take　a　linear

operator　theoretic　approach　in　’solving　a　linear　system　of

▽olter：ra　in’ヒegral　equations　of　’ヒhe　second　kind　which　represents

the　’ヒime－dependen’ヒ　behavior　of　・ヒhe　reliabiliセy　parame・ヒers　of　a

component・　We　gi▽e　a　method　for　solving　・ヒhe　sys・ヒem　of　integral

equations　numerically，　where　（i）　covergence　of　a　numerical

solution　of　an　exac’ヒ　solution　r　and　（ii）　convergence　of　・ヒypical

iterative　me”Lhods　are　proved．

2．　PROBI［，EM　STATEMENT

　　　　　System　una▽ailability　As（七）at　a　specified　time　p・int　t　and

the　expected　number　of　failures　Ws｛O，T］　in　the　prescribed　time

interval［0，T】　are　essen七ial　quantities　for　safety　and　：reliability

e▽aluati・n・f　a　system・Meth・d。1・gies　f・r　c・mputing　As（七）、and

Ws［OrT］　are　established　by　Vesely［2］　for　coherent　systems［3，p．．6］

and　by　lnagaki　and　Henley［4］　for　non－coherent　systems．　Both　of

’ヒhese　theories　assume　as　七heir　fundamen’ヒal　info：rmation　reliability

parameters　w（七）　and　v（t）　of　each　of　syste：m　componen七s　where

　　　　　w（t）　：　unconditional　failure　intensity　at’　time　t7

　　　　　　　　　　　　viz．　w（t）dt　is’ヒhe　expectednumbe；rof　failures　of　a

　　　　　　　　　　　　component　during　time　interval　（trt＋dt］

　　　　　V（’ヒ）　＝　unconditional　repair　intensity　at　time　tラ

　　　　　　　　　　　　viz．　v（t）dt　is　the　expected　number　of　repairs　of　a

　　　　　　　　　　　　componen七　during　七ime　in’ヒerval　（七，’ヒ＋dt］。

工’ヒ　iS　impor七ant　to　e▽alua’ヒe　w（・ヒ）　and　v（・ヒ）　at　high　precision　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　i　一



accuracy　so　that　Qs（t）　and　Ws［O，T］　can　be　obtained　accurately．

　　　　　The　following　linear　system　of　integral　equations　relates

unknown　parameters　w（t）　and　v（t）　with　known　parameters　f（t）　and

g（t）　［lrp．193］：
　　　　　　　　　　w（t）　一　／g　f（t－u）v（u）du　＝　f（t）

（1）

　　　　　　　　　　v（t）一／gg（t－u）w（u）du＝o　，　ostsT

where　f（t）　and　9（・ヒ）　are　probabili・ヒy　densi七ies　fo：r　the　first

failure　・ヒime　and　・ヒhe　：repair　time　of　a　co：mponen七，　respectively・

工・ヒ　is　usually　difficult　・ヒ。　sol▽e　（1）　analy’ヒically　except　for　’ヒhe

case　in　which　f（t）　and　g（七）　are　probability　densi’ヒies　for

exponential　dis・ヒribu・ヒions．　　In　this　paper　we　s七udy　a　me七hod　for

solving　（1）　numericall￥　for　the　case　in　which　f（t）　and　g（t）　are

arbi・ヒrary　probability　densi●ヒies・

3．　OPERATOR　EQUAT工ON
　　　　　We　reformulate　（1）　as　an　opera・ヒor　equation．　　：Le七　C［0，T］

denote　・ヒhe　Banach　space　of　real－valued　continuous　func’ヒions　on

［O，T］　with　sup－norm

（2）　Iloll　一　max　｛　1¢（t）1　：ostsT｝

for　¢　in　C［O，T］．　Let　Af　and　Ag　denote　integral　operators　defined

as：

（3）　Af¢　＝　！g　f（t．一．）¢（．）d．　＝　／g　Kf（t，．）¢（．）d．

（4）　Ag¢　＝　／g　g（t－u）¢（u）du　＝　／g　Kg（t，u）¢（u）du

where

（s）　Kf（t，u）＝（g（t－U）1　totieUrwise

（6）　KN（t，u）．／g（t’U）r　t）u

　　　　　　　　　　　g’”　Lo　，　otherwise

Let　（¢，V）T　be　a　column　vector　for　¢　and　’V　in　C［O，T］．　The　space

of　all　such　vectors　gi▽es　a　Banach　space　X　wi’ヒh　norm　defined　by：

（7）　　Il（φ，ψ），，’　ll－max｛llφ旧Ml｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　2　一



　　　　　Ledヒ　エ・deno’ヒe　an　opera七〇r　on　X　defined　as：

　　　　　　　　　　　　　　しA9　・／

Where　工　denotes　an　identity　opera’ヒ。：r　for　which　工φ　＝φ。　　Then　（1）

is　written　as

（9）　Lx　＝＝b
where　x　＝　（w（t），v（t））T　（unknown）　and　b　＝　（f（t），o）T　（known）．

工kebe　and　工nagaki　［5］　showed　’ヒhat　（工）　is　well－conditioned　（i．e．

the　c・nditi・n・number　c・nd（L）一ll　L旧IL－1　ll　is　n。t　very・arge）

irrespectiVe・f　the∀a・ue・f　G（T）’　・・　／l　9（七）d七if　F（T）÷（t）dt

is　no’ヒ　close　to　l　and　F（T）《G（T），　where　the　last　condi・ヒion　is

usually　valid．

4．　CONVERGENCE　OF　AN　APPROXIIYLATE　SOLUMON

　　　　　Let　Pn　（n＝lr2，．．．）　denote　a　bounded　linear　projection
（p2氏@＝　pn）　6’f　c［o，T］onto　an　n‘一dimensionai　subspace　sn　of　c［o，T］，

where

（IO）　IIP．¢一¢ll・“O　（n’co）

for　evexy　¢　in　C［O，T］．　VVe　discretize　（1）　as：

　　　　　　　　　　　　　エ　　　一PnAf　Wn　　Pnf

　　　　　　　　　　　一PnAg　　エ　　▽n　　O

Then　we　obtain　the　following　lemma．

LEM瓢A　l。　　Assume　tha’ヒ　P　　satisfies　（10），　then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

（a）　S”ni　IIPnll．〈“co

（b）　llPnAf¢一Af¢ll””O　and　llPnAg¢一Ag¢ll　・O

for　every　¢eC［OrT］

（C）　llPnAf－Afll　一“　O　and　IIPnAg－Agll　一’　O

（d）　（エーpnAfpnAg）一’exis七s　f・r－sufficient・y・arge　n・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　3　一



　　　　　For　the　proof　of　LEmm　1，　see　Appendix　1．

　　　　　The　las’t　proper’ヒy・（d）　means　’ヒhat　（ll）　is　uniquely　sol▽able

for　sufficiently　large　n：

　　　　　　　wn　（エーpnAfpnAg）帽’　pnAf（・一pnAgPnAf）一’　pnf

（12）　1　1＝
　　　　　　　vn　pnAg（エーpnAfpnAg）一’　（・一pnAgPnAf）口’　・

Then　we　ha▽e　the　following　七heorem　of　convergence．

THEOREM　1．　Suppose　that　Pn　satisfies　（IO）．　Then，

　　　　　　　　　　WneSnr　VneSn，

and

　　　　　　　　　　w“　＋　w　in　C［O，T］
　　　　　　　　　　　n

（13）

　　　　　　　　　　v一．　＋　v　in　C［O，T］
　　　　　　　　　　　n

where　（w，▽）　is　’ヒhe　solution　of　the　original　equa’ヒion　（9）．

　　　　　：For　the　proof　of　THEORE．TM［1，　see　ApPendix　［工．

5．　MATR工X　EQUATION

　　　　　Let　｛ei：　i＝1，．．．，n｝　be　a　Schauder　basis　for　subspace　Sn　of

C［O，T］．　Then　Pn　can　be　written　as

（14）　Pn＝elel＊＋…＋enen＊，　ei＊ej＝6ij

where　el＊，　…，　en＊　are　linear　functionals　defined　by

（15）　el＊（¢）el＋’”＋en＊（¢）en＝Pn¢’

for　any　φ　in　C［0，T］　（for　deqヒail，　see　［7］）。

　　　　　For　every　n　r　n：1，2r’e．，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

（16）　wn＝＝堰Glciei，　Vn”i；ldiei

where　ci　and　di　are　reai　numbers　depending　on　w　and　v，　re．＄pectively，

By　substituting　（14）　and　（16）　to　（ll），　we　obtain　the　foll　owing－

linear　system　of　equations　with　2n　unknowns　｛ci：　i＝1，e“，n｝　an．．d

｛d，：　i＝1，…　　，n｝．
　　l

　　　　　　　　　　　　　　　n

（’7a）ci一 C三、ei★Afeゴ’dゴ＝ei★f”＝’r’一 n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　4　一



（17b）

　　　　　　　コIn　ma七r■X

　　　　　「c・

　　　　　　　　≡

　　　　　　　『i

　　　　　　　ま

　　　　　　　　n

（18）

　　　　　「d・

　　　　　　　　…

　　　　　　　di

　　　　　　　　…

　　　　　　　dn

　　　ロ1●ヒ　■S

by　an　●

　　　　　　n

di一 S≧、ei★Ageゴ。ゴ

forrn，　（17）　can　be

）

r

　　　　　　　　　　　　　＝　0，

　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　wr■七ten　as

　　　　　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　…

ei★Afe・…ei★Afe S…ei★Afen
　　　　　　　　　　　　　…

　　　　　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　…

ei★A№?A…ei★Ageゴ∵・ei★Agen

　　　　　　　　　　　　　…

　　　　　　　　　　　　　：

i＝lr’”rn

）

j

f

dl
’lij

嵜

。：’

む」

e．　＊f
　1
　：・

ei＊f

　l

e　＊f
　n

o
ゴ

：

o
：

：

o

　　　　　　easy　’ヒ。　sol▽e　（18．）　by　七he　Gaussain　elimination　method　or

　　　　　　■・ヒerative　me・ヒhod．

　　　　　SupPose　we　solve　（18）　itera’ヒively　by　七he　point　Jacobi　me・ヒhod

or　by　七he　Gauss－Seidel　method・　Then　we　ha▽e　the　following　theore卑．

TH：EOREM　2．　　The　point　Jacobi　method　and　the　Gauss－Seidel　me・ヒhod

converges，　if

（19＞　IIP．l12F（T）G（T）〈le

　　　　　For　the　proof，　see　Appendix　工工工。

APPEND工X　工；　Proof　bf　LEMMA　l。

　　　　　Property　（a）　follows　from　the　unifor　m　boundedness　theorem　［6］．

　　　　　The　proof　of　（b）　is　obvious　from　・ヒhe　assumption　on　P　，　since
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
A．f¢　e　C．　［OrT］　・

Next’since　Af　and　A〟@a「r　completely　c・n七inu・us’the　argumen七in

［．7，　p．470］　can　be　applied　and　we　have　（c）．．

　　　　　Mnallyr　the　re　la　ti　on　（c）　means　that　there　exis七s　an　N　＞　O

s．uch　t．hat．

（A・・l　II　Pn“f　11≦・tくland　li　PnAg　ll≦β＜l

fQr　aU　n≧N’since　ll　Af　II＝F（T）＜1’il　“9　II－G（T）く・（seeエkebe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　5　一



and　1nagaki　［5］），　and

　　　　　　　　　　　llPnAfll　一　llAfll　1　〈　ilPn“f　一　“fll　“　O

（A．　2）

　　　　　　　　　　　llPnAgll　‘一　llAgll　1　‘　11PnAg　一　AgH　”’　O

as　n一＞oo．　Therefore，

（A．3）　（・一pnAfpnAg）一’ll≦（・一　pnAfpnAglD鱒’≦（・一αβ）一’・

End　of　proof　of　LEMMA　1．

APPENDIX　1工＝　Proof　of　THEOREM　l。

　　　　　First　property　follows　immediately　from

　　　　　　　　　Wn　＝　PnAfVn　＋　Pnf　e　Sn

　　　　　　　　　v　＝＝　p．A　w”E　S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　n　　　　　　　　　　n　ng

　　　　　Next，　Suppose　that　n　is　suffic」．ently　large　and　（’U）　is

solvable，　then

（A・4）
k割㍉聯1；1：二1罫論！・Pnf　］

Hence
（A・5）　llw．　一’　wll≦　（・一AfAg）一’1口lpnf－f　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　（エーAfAq）騨’一（・一pnAfAg）｝’旧lpn　IE　II

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦ll（エーAfAg）幽’II　llPnf－f　ll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ll　・〈エーphAfpnAgS’ll　11pnAfpnAg’一AfAg　ll　’ll（T－AfAgT’　ll　pnf　ll・

ApP・icati・n・・f（A・3）’ll　Af　II＝叩）r　ll　“gH　＝G（T）’and　the　inequality

（A・『6）　　pnAfpnAq－AfAg　≦　pnAf－Af旧lpnAg　ll＋　pnAg－Ag旧IA£　11

1eads　to
（A・7）　11W．ntWll　S（lc’F（1V）G（7？））ptl（”P．fem’fll“（1－ctB）”lllPn£’il（Bll’PnAfqAslI

　　　　　　　　　　’　G（T）　llPnAg－Agll））’

Thus　w　．　w　in　C［O，T］　as　n＋　oo．
　一　　　　　n

　　　　　Similarly，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　6　一



（A．，8）

Hence

　vn－v　≦（・一F（T）G（T））一’（　pnAq－Aq旧lf　＋β（liPnf－f　

　　　　　　　　“　（1－ctB）一111Pnfil（IIPnAf－Afll“G（T）llPnAg”Agll）））’

vn＋v　in　C［O，T］　as　n一〉　oo．　End　bf　proof　of　THEOREM　1．

APPEND工X　I工臨：　Proof　of　THEOREM　2。

1一（dlll．警：難1：器101：盤。£こ（C・’”●’Cn）T　and

（A・　9）
?黷撃氏Fレll

where　Fn　and　Gn　are　nxn　square　matrix　the　（i，j）一th　．element　of

which　are　ei＊Afe Sand　ei★Agej’　respec七ive・y・　and　ll＝（e、★f’…’en歯誤

The　point　Jacobi　method：Eor　（A。9）　is　represen・ヒed　as：

（A・io）　（iililjl＝［g．：”］

　　　　　Let　X　be　an　eigenvalue　of

（A…）・一・de

　　　　　　　　　　　　＝　（一〇ndet（G“F“一x2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　n

　　　　　Let　us

＝（XltX2r・…，x．）Tdefined　by　ll×II

a　function　in　C［O，T］．

given　by

　　　　　　　　　　llFnll　”’　llS．””P＝illFnXll’

工t；is　6bvious　from　（A．11）　that

（A・’12‘’）　IA21：UGnFnll：llGn

where

（A’13）　llFnll：llPnAfllr

c（k） P＋　（igi　，．　B（g（k）／　＋

d（k’j　（o］　（oj

七he　pqin’ヒJacobi　matrix　B．

．，det

i一Xoi　一xi＋xEilGnFnj

12　］

o］

Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　エ）

consider　a　particular　norm　of　an　n－vector　x
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　ll￥xiei　H　＝a　norm　of　￥xiei　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z

　　　　　　　　　　Then　the　matrix　norm　of　F　and　G　are
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　n

i口IFnlし

liGnll　El　llPn“gll’

一　7　一



The’firs’ヒ　inequality，　for　example，　is　proved　as　follows．

　　　　　　　　　llFnll　＝　ll．S”illllillFnXll　＝　tl，z，．，．S，1，1．P，，，・”．，g．ll（Pn“f）（II’iXiei）ll

　　　　　　　　　　　　　　＝　il，S．”¢？／＝111PnAfPn¢ll　5”S¢”IIP．IIIPnAfOil　＝　llPn“fll’

By　（A．1，1）　and　（A．13）r

（A・・4）1λ1≦IIPn　llpmf　9］T－II　Pn　11　v而・

zf　the　last　quantity　is　less　than　one，　then　I　X　I〈lr　which　means

・ヒha・ヒ　the　poin・ヒ　Jacobi　me・ヒhod　converg6s．

　　　　　Fo：r　・ヒhe　Gauss－Seidel　me・ヒhod，　i・ヒeration　scheme　is　represented

as
　　　　　　　　　　c（k＋1）　＝＝　F　d（k）　＋　b

　　　　　　　　　　“　n一　　　　　　　一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（k＋1）
　　　　　　　　　　　（k十1）　＝　G－c
　　　　　　　　　　d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－

Then　the　eigenvalue　of　the　i・ヒeration　matrix　is　given　by

　　　　　　　　　　det［　一〇XZ　一xiF＋nGnFn　］　一一一　O’

Hence　it　follows　・ヒhat　the　eigenvalues　of　the　i’ヒeration　ma●ヒrix　of

・ヒhe　Gauss－Seidel　methods　are　exactly　the　square　Qf　’ヒhose　of　the

Jacobi　Me一ヒhod　and　n　zeros：

　　　　　　　　　　iXI　：£　llGnFnll　S　llPnl1211AfMl“gll　＝　HP’n112F（’）G（’TL）・

From　・ヒhe　las・ヒ　rela・ヒion　it　is　clear　七hat　the　condi・ヒion　（19）　is

sufficien・ヒ　for　・ヒhe　con▽ergence　of　・ヒhe　Gau＄s－Seidel　珀ethod。　　End

of　proof　of　THEOREM　2．
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