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ABSTRACT

　　　　　This　paper　develops　a　me七hod　for　e▽aluating　the　magnitude

of　errors　which　may　arise　in　numerical　computation　of

pncobabilistic　parameters　for　systiem　safety　and　reliability

quantification．　Our　method　is　const：ruc・ヒed　on　・ヒhe　basis　of

the　theory　of　linear　operators　in　functional　analysis．

Reliability　theoretic　interpretation　for　our　main　mathematical

result　is　presented．



1． 工NTRODUCTION

　　　　　ProbabilisYic　evaluation　of　reliability　parameters　．i，s

essential　in　systepa　safety　and　reliability　quantifica・ヒion．

Fo「cohr「ent　systems［1］’the　c・mputer　pr。gram　KエTT　basing・n

the　theory　by　Vesely　［2］　is　widely　used　to　calculate　reliability

parame’ヒers　such　as　availability，　expected　number　of　failures，

e’ヒ。・　工nagaki　＆　Henley　［3］　developed　recently　a　new　prQbabilis・ヒic

method　for　e▽alua’ヒing　reliabili・ヒy　parameters　of　non一・coherent

sys’ヒems　to　which　the　Vesely　l　s　・ヒheory　does　not　apPly．

　　　　　工’ヒ　is　necessary　to　obtain　reliability　parameters　with

high　precision　since　七he　parameters　are　basic　informa・ヒion　for

designing　or　upgrading　systems，　inspection　Scheauling，　’窒?垂≠奄

policy　determination，　etc．　The　authenticity　of　the　obtai’ned

re］・iabili’ヒy　parameters　is　dependent　on　（i）　the　degree　of

uncertainty　con’ヒained　in　da’ヒa　which　a士e　used　in　assessing‘

reliabiiity．　parameters，　and／or　（ii）　the　magnitude’ 盾?f ?窒狽nr’ r

which　may　occur　in　numerical　computa’ヒion　by　use　of　compu七er．

　　　　　The　problems　of　data　uncer七ainty　are　discussed　in

WASH－1400　［4］，　in　which　a　statistical　approach　（Monte　Carlo

simulation）　is　adopted　for　evaluating　the　effect　of　error

caused　by　data　uncertainty　to　system　reliabiiity　characteristics．

The　error　analysis　of　numerical　computation，　on　the　contrary，

h．as　not　been　performed．
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　　　　　This　paper　develops　a　method　for　quantitative　evaluation

of　the　magnitude　of　errors　which　rnay　arise　in　compu’ヒing

reliabUity　parameters　numerically．　We　take　a　linear　operator

theoretic　approach　in　constructing　our　method　for　evaluating

errors．　The　developed　method　have　a　potential　applicability

ih　the　data　uncertainty　problems．　This　suggests　that　we　will

have　a　non－s’ヒa’ヒis’ヒical　（i．e．　deterministic）　approach　as　well

as　a　s’ヒatis七ical　approach　which　has　already　been　developed

in　［4］　for　the　problems．

2．　　INTEGRAL　EΩUAT工ONS

　　　　　System　safe’ヒy　and　reliability　cha：racteris’ヒics　are

completely　represented　in　’ヒerms　of　component　reliabili’ヒy

parameters　whe一ヒher　the　system　is　coheren’ヒ　or　non－coheren’ヒ．

rヒ　is　known　’t：ha’ヒ　reliability　parameters　of　every　component

are　governed　by　●ヒhe　following　simul’ヒaneous　sys’ヒem　of　integral

equations　（see，　e．g．　［5］）：

w（t）　＝　f（t）　＋　f8　f（t－u）v（u）du

（L）

v（t）　＝　f8　g（t－u）w（u）du

．2一



where：

　　　　　W（t）　：

’v（・ヒ）：

f　（t）　：

，g　（t）　：

工ntegral　eqUat■OnS

equa’ヒions．tV

”Volter＃a　operators”

unconditional　failure　intensity　at　time　t；　viz．
　　　　　　　　　　　　　　十

the　s－expected　number　of　times　the　faiiure　of

’cornpbnent　occurs　at　time　t　per　unit　time

unconditional’repair　intensity　at　time　t；　v’　iz．　the

s－expec’ヒed　number　of　repairs　of　componen’ヒ

completed　at　time　t　per　unit　time

probability　densi’ヒy　：Eunc’ヒion　for　first　failure　of

component；　viz．　f（t）dt　is　the　probability　that

the　first　component　failure　occurs　during　the　small

in’ヒerval　［t，　t＋dt），　gi・ven　that　the　component　was

li：ke　neW　a・ヒ　time　ZerO

probability　density　function　for　repair；　viz．

9（t）dt　is　’ヒhe　probability　that　component　repair　is

completed　during　［t，　七＋d’ヒ），　given　’ヒhat　七he

component　failed　at　time　zero

　　 　　　　　in　the　form　of　（1）　a：re　called　tl▽ol’ヒerra

　Let　A　and　B　denote　integral　operators　called

　　　　　　　　　of　convolution　type　defined　as　follows：

A（・）

B　（・）

＝　f8　g（t－u）（・）du，　i．e．　A（w（t））　＝　f8　g（t－u）w（u）du

＝店f（七一u）（・）du’i・e・B（v（七））一∫8　f（t－u）v（u）du

（2）

（3）

th　The　a．　bbr．　eviation ”s一’V　implies　”statistical（ly）”．

　　　　　　　　一3一



The’氏@（o　6an　be　written　as　follows：’

（U［1］）　＝＝　〈f6t））　’（fs　g（t－g）w（u’）du

　　　　　　　　　　　＝　（f6t’）　’（fs　，（ti［）（・）du

　　　　　　　　　　　＝（f6f’）＋．（X　：）（￥［1］）

By　intr。ducinq　the　identily。perat。rエ，

エ（▽（t）・）＝▽（t’）’we。bta奄氏@m。「e　compgct

vi　z　．，

or

　　　　　Lx　．＝　b

where

L一

i一1．　一’，B），x一（￥［1’，），b一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　4　一一

f8　f（t－〟jv（u）du）

∫苫f（諱怐jdり（1：1：）

　　　　　　　　　　（4）’

i．e．　　工．（w（t））　＝w（t），

representation　f・o’r　（4）；

　　　　　　　　　　（5a）

　　　　　　　　　　（5b）

（f’　（t　o））



3．　　POSS工B：LE　ERRORS　工N　NUMER工CAL　COMPUTAT工ON

　　　　　エtis　difficult　td。btain　an　exact　s・luti・n　x　df（5b）一

because　of：

　　　　　1）　data　uncertainty　which　arises　by　shortage　of　enough”’

ard・unt・f　field　data　f・r　assessing　the　true　E（t）。r　g（七）

　　　　　2）　truncate　error　in　tepresenting　reql．f（t）　or’g（t’）　in

terms　of　tractable　analytic　functions

　　　　　3）　round－off　error　in　compu’ヒatiqn

　　　　　4）　use　of　approxiMate　formulae　for　numerical　integration，

e．g．　trapezoidal　rule．

　　　　　Errors　1）　and　2）　occur　in　data　representation，’and　3’）’

and　4）　occur　in　，numerical　computaeion．　Becguse　of　thesf　errorsr

parameters　in　（5b）　are　actually　L＋AL　and　b＋Ab　instea’ пf №?@L　and

br　respectively．　Thus　the　integral　equation　which　we　actually

sol▽e　is　writ’ヒen　in　the　form：

（L＋AL）（x＋Ax）　＝一　b＋Ab （6）

where　x十Ax　is　the　e．xact　solution　of　（6）．’

　　　　　An　essential　problem　is　to　assess　the　magnitude　of　the，

deviatiQn　△x　from、the　exac’ヒ　solution　x　of　the　ideal　equa・ヒion

（5b）　i．　n．．　terms　of　AL　and　Ab．　By　expanding　（6），　we　obtain：
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A，
堰@＝　（L＋Az，）’1　（．（4L）x　t　Ab）

　　　　　　　　＝（エ†L－1△L）「’ガ’（一（△L）x＋△b）・・（7）

Thus

　　　　　“A’x“≦“ゴ’1』（叫li　x　1（＋1△b“）1

　　　　　　　　　　　　　i　一“L－i　ALI

　　　　　　　　　≦吉：望繭1嘔ll・1嗣圃b一∫8）

Therefore

l鍍ト、1睾llll憲1（織舞）

　　　　　　　　　　　≦、胤瑠（鴇＋‘鴇）◎

where@cond（L
黶j 鼈黶@is　the　”condition’number　gE　L”　which　is　defined

as　follows　［6］：

Cgnd　（L）一“L曜1レ・’一1・・）1

（g）
@t6us　us’the　Feiationship　among　no 撃窒獅刀@of　reiative．　errcr．　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－6一



ll　Ax“／“xNX，　RAZJ“／11L“　and　ll　Ab“／　llb“．　Also　says　（9）　that　cond（L）

governs　the　precision　of　the　solution；　viz．　if　cond（L）　is

small，then　solu七ion　x　is　insensi’ヒive　・ヒ。　・ヒhe　parameter

deviation　AL　or　Ab7　i’f　cond（L）　is　large，　on　the　contrary，

then　x　may　be　sensitive　to　AL　or　Ab　and　it　may　be　hard　to

obtain　a　hiqh　quality・solu’ヒion　by　use　of　any　sophisticated

solution　method　even　if　the’integral　equation　（5b）　has　slight

parameter　errors．

4．　　EVALUAT工ON　OF　cond（：L）

4．1　Upper　Bound　for　cond（L）

　　　　　Now　let　us　evaluate　K　L　il　and　ll　L－lll，　and　thus　cond（L）．

Operator　norm　“L“　is　defined　as：

　　　　　ll　L“＝＝　sup　“Lz“　（u）
　　　　　　　　　　　（1　z眺＝l

where　vector　norm　“zll　＝　ll　col．（zl，　z2）ll　is　taken　a．s　the

”maximum：norm”　which　is　compu’ヒationally　’ヒractable；viz．

　　　　　“z“＝　rnax｛“zL“，　lt　z2“｝　（12）

Then　ll　L“　is　evaluated　as　follows：
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　　　　　（1　Ll＝“⊇謝co’・（zi－Bz2’z2－Az・）　

　　　　　　　　　＝“妻記E、m副z・一　Bz2“』’“z2階Az・“｝

　　　　　　　　　㍉、罪・max｛“z・“＋“　Bz21いlz2“＋“Az・旧

　　　　　　　　　≦“罪、max｛“z・1田1　Bl、’“z211，　“Z2“＋（1　A　ll●聴z・“｝

　　　　　　　　　＝　max｛1　＋“B“　r　1　＋　llA（1｝　　　　　　　　　　　　　（13）

Let　us　pr・ceed　t・e▽a・uating　ゴ’　．　The　inverse。pera七。r　L一・

is　given　by3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1
　　　　　　　　　　　　　（1－BA）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（エーAB）
　　　　　　一l
　　　　　L　　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－l
　　　　　　　　　　　　　A（工一BA）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（エーAB）

　　　コ

舗ご、欝ll’fl∵’＝ゴ’L＝（副’T　

　　　　　llL幽1トsup　llゴlz蟻

　　　　　　　　　　　　　UzU　＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（エーBA）噛’z、＋B（エーAB）一’z2

　　　　　　　　　　　＝　　sup

　　　　　　　　　　　　　li　zll　＝’A（・一BA）一’z、＋（エーAB）幽’z2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－8一



　　＝　sup
　　　ll　z　ll　＝l

s．sy．tp．　max｛“（i－BA）一lzlN　＋“B　a－AB）一1

　　　“zil＝1

　　〈　sup　max　UNQ－BA）　一ll’tl　z，tl　＋　ll　B（1－AB）　一“・il　z．H　r

　　　NXz“＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　　　　　　　　　　　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

By　apPlying　the　followinq　inequali’ヒies

　　　　“（エーBA）一1　≦・／（・一　BA　）≦・／（・一　ll　B　ll・　A　）

　　　　“（エーAB）偶1　≦・／（・一11　AB　il）≦・／（・一　A　・　B　）

　　　　　　　　　　　一1
　　　　　　　　　　　　　“　S　UA“／（1　一一　“BAIi）　fE．　“A“／（1　一“B“・ll　All）　　　　11　A（工一BA）

　　　　llB（エーAB）扁1　≦　B“／（・一　AB　）≦　B　／（・一　A　・ll・B・｝｛）

to　（ls），“L－1“　is　further　evaluated　as：

　　　　ゴ・tヒmax｛’＋ll　B“，’＋ll　A　11｝

　　　　　　　　　　　　　　　　1－ll　A（1・“Bll　1－11Al（・llBll

　　　　　max｛　（エーBA＞咀’z、＋B（エーAB）騨’z2　ll　・　A（・一BA）一’z、＋（エーAB）一’z2　ll｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z2“　r　llA（r－BA）　一1zl“，　＋　ll（i－AB）一lz211　｝

　　　　　max｛　1（エーBA）一’ll・“z、li＋ll・B（エーAB）一’“・ll　z2　li

　　　　　　　　　　　　“A（i－BA）一1“・“zl“　＋　ll（i－x・AB）一1“’llz2“

＝max｛1（エーBA）一lll＋liB（・一AB）一IR　A（エーBA）一lll＋li（工一AB）聰ll｝（・5）

（17）

（16）
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Thus　cond（L）　is　evaluated　aS　follows：

　　　　　cond（L）　＝“L“・“i，一1“

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋　llB（（　1＋ll　A　ll

　　　　　　　〈　［max｛1十“B“，　1十“All｝］・［max｛一，　一　｝］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－llA帆・（IB賦　　1－HA　ll・購B　II

　　　　　　　　　　　　　　（1＋（iA“）2　（1＋llBll）2

　　　　　　　＝max｛一一一一一一一一一　，一｝　（18）
　　　　　　　　　　　　　　1一一“A“’liB“　1－llAII’llBII

4．2　Evaluating“All　and　tt　B“

　　　　　We　now　need　norms　U　A　lt　and　UB　ll　of　Vol’ヒerra　opera七〇rs　A　and

B　defined　by　（2）　and　（3），　respec’ヒively．　To　this　end，　we

briefly　’ヒurn　’ヒ。　ano七her　class　of　integral　operators　called

”Fredholm　operators．”　We　have　the　following　well－known　fact　［7］

lt

Hf　the　Fredholm　operator

　　　　　C（’）　＝　f2　K（ttu）（’）dur　i・e・　C（y（t））　＝　fX　K（tru）y（u）du　（19）

has　kernel　K（t，u）　which　is　con’ヒinuous　in　t　and　u，　then　the　nor皿

Qf　operatdr　c　is　g“ven　by：

　　　　UC“＝＝　．le2ib　f2　IK（t，u）ldu　”　（20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一10一
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It　is　noted　that　the　Vol’ヒerra　opera1ヒor

　　　　　D（・）＝∫まK（t，u）（・）du，　i・e・D（y（t））一店K（t，u）y（u）du（2・）

can　be　t：ransferred　to　a　：Fredholm　operator　by　redefining　’ヒhe

ke：rnel　K（t，u）；　viz．　if　we　in’ヒroduce

　　　　　灸（t・U）一／1（1’∵嵩　　
（22）

・ヒhen

　　　　　D（・）一∫2　K（t，u）（・）du，七≦．b　　　（23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Thus　deri▽ed　：Fredholm　operator　D　has　kernel　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：K（trU）　with

discon’ヒinuity　on　t　＝　u．　In　the　similar　manner　’ヒ。　the　case　of

the　Fredholm　operator　C　with　continuous　kernel，　i’ヒ　is　shown

that　’ヒhe　norm　of　operator　D　with　non－negative　kernel　：K（’ヒru）

is　qi▽en　by：

　　　　llDll　一a！2ib　fgn（t・U）du　　　　（24）

（for　the　proof，　see　APPENDIX）．

　　　　　Thus　we　can　determine　UA　1（and　llBII　as　follows：

　　　　AK　＝＝。｛12iT　f：　e（t－u）du　　、　（25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1：L・一



　　　　“B“＝　ollL2｛i，，　f’Zi　f（t－u）du　（26）

where

　　　　　？i（t一一u＞　一i　glt一””　2　f：　’［一　．t　．　．　（27）

：　，？（t－u）　＝＝　［g，‘tN””　2　f：i；　．　（2s）

and　T　is　a　cons’ヒant　such　that、t　≦　［［，．

　　　　　工t　is　useful　・ヒ。　no・ヒe　that：

　　　　　f：　？i．（t一一u）du　＝＝　f8　g（t－u）du　＝　G（t）　（2g）

　　　　　僻（七一u）du一∫8　f（t－u）du－F（t）　．　（3・）

where

　　　　　G（t）：　probab±lity　distribution　function　for　repair；

　　　　　　　　　　　　viz・G㈲is七he　pr・bability　that　c。mp。nent　repair

　　　　　　　　　　　　is　completed　by　time　t，　given　that　the　componen’ヒ

’　faUed　at　time　zero
　　　　　F（t）．：　probability　distribution　function　for　first

　　　　　　　　　　　　failure　of　component；　viz．　F（t）　is　the　probability．

　　　　　　　　　　　　tha七　the　first　failure　of　component　occurs　by　七ime　t，

　　　　　　　　　　　　given　that　t：he　component　was　like　new　at　・ヒime’zero

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－12一



Since　G（t）

obtain：

and　F（t）　are　rnonotonically　increasing　in　t，　we

　　　　“A“＝，max　G（t）＝G（T）　（31）
　　　　　　　　　　　O〈t〈T

　　　　llBll：Jmax　F（t）＝F（T）・　（32）
　　　　　　　　　　　O〈t〈T

The　above　（31）　and　（32）　give　reliability　theoretic　interpretations

f．or　the　norms　of　Volterra　operators　A　and　B；　j．e．　II　A　II　is　the

probabili’ヒy　that　component　repair　completes　in　T　units　of

time　，　and　ll　B“　is　the　probability　that　the　first，faUure　of

compo孕ent　occurs　in　T　units　of　time・　Subs・ヒitu・ヒing　（31）　and　（32）

into　（18），　we　obtain：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a＋　G（［v．））2　a＋　F（［v））2

　　　　　cond（L＞　s　max　｛一一一一一一一一一一一一L一一一　，　一　｝　（33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一一G（T）F（T）　1－G（T）F（T）

If　we　evaluate　numerical　errors　in　solution　x　of

t’　we　may　usually　expect　’ヒha・ヒ　G（T）〉〉　：F（T）　holds

reduces　to：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　十　G（T））

　　　　　cond（工、）　〈

　　　　　　　　　　　　　　　　1　一　G（tr）F（T）

（5b）　for　large

and　that　（33）

（34）

／

／
一13　一一



5．　　CONCLUS工ON

　　　　　Linear　opera・ヒor　theoretic：method　was　presented　for

evalua七ing　the　magnitude　of　errors　in　numerical　comput二ation

of　reliabili’ヒy　parameters．　工t　was　shown　that　our　me‘ヒhod　has

an　easily　understandable　interpretation　from　the　viewpoint　of

reliability　theory　though　the　derivation　of　the　method　might

be　rather　ma七hema’ヒical．　Applications　of　’ヒhe　presented　method

to　practical　problems　wili　appear　in　the　succeeding　paper．

［1］

［2］

［3］

［4］
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APPEND工X：　Deri▽a七ion　of　norm　　D

　　　　　We　will　de’ヒermine　’ヒhe　norm　of　operator

　　　　　D（・）＝f2　KN（t，u）（・）du　（Aml）

with　non－negative　kernel　ft（t，u）．．　We　will　follow　the　proceduxe

given　in　［7，　pp．　83一一84］．

　　　　　Putting

　　　　　Dy＝f2　K”（t，u）y（u）du，　（A－2）

there　results

　　　　“DY“　：　si，ip　1flll　i￥（t’，u）y（u）dul

　　　　　　　　　　　　t

　　　　　　　　　s　s：p　ly（u）1　s：p　f2　IKN．（t，u）ldq

　　　　　　　　　－mGX　ly（u）ls呈P∫旨貸（tlu）du

　　　　　　　　　＝　m：x　1y（u）1　matx　fg．K‘V（t，’u），du

where　t’he　last　equality　holds　since　fg　Kl　，（t’，u）d’u　is　continuo．us

in　・ヒ．　We　七hus　know　・ヒhat：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一16L



　　　　　Dy　lヒ　y　max∫雪衰（七，u）du　　　　　（A－3）
　　　　　　　　　　　　　　　　七

〇r

　　　　ll　D“s　mgx　fll　i￥（t，u）du’　（A－4）
　　　　　　　　　　　　t

since　fab　ft（t，u）du　is　continuous　in　t，　f2　ft（t，u）du　must　assume

its　maximum　at　a　point　to　of　the　interval　［ar　b］；　viz．

　　　　　f2　ft（toru）du　＝　mgx　f9　ft．（t，u）du

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

We　put

　　　　　zo（u）　＝sgn　ft（to，u）　（A－s）

Let　yn（u）　be　continuous　functions　approximating　zo（u）　such　that

always　jyn（u）ヒ・and　in　additi。n．everywhere　except・n　a　set

Men　Of　measure　en，　yn（u）　＝　zo（u）　holds・　Here　En　s　1／（2Mn）　wher．e

　　　　　M＝　max　ft（t，u）　（A－6）
　　　　　　　　　t，u・

Then。n　Mεnr　lyn（u）．一40（u）i≦2・Fur七herm。re

　　　　l∫旨灸（七’u）z。（u）du一虐灸（t，u）yn（u）du　l

　　　　　　　　≦∫ヨ1衰（t，u）日z。’（　u）一yn（u）ldu

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－17一



　　　　　＝　f2　ft（tr”）lzo（”）　一“　y．（u）ldu

　　　　　　　　　　　ft（trU）IZo（U）　“一　Yn（U）ldu　　　　　＝　fM

　　　　　　　　en

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　l

　　　　　〈　2　MaX　K（trU）’　＝　一一’”一　（Am7）
　　　　　　　　tru　2Mn　n

for　every　t　E　［ar　b］・

　　　　Consequently，　for　all　t　E　［ar　b］r

　　　　　flll　i￥（t，u．）zo（u）du　£　fll　’ft（t，u）y．（u）du　’　÷　S　llD“’“y．ll

N・wputting　t＝tO’we・b七ain・

　　　　　∫雪灸（七，u）du≦“D“・llyn“＋’　　　（A－8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

Since　ll　yn“　s　1，　there　results　from　（A－8）　a＄　n　÷　oo

　　　　　f2　ft（toru）du　s“DK　（A－g）

i．e．

　　　　　mgx　f2　KN（t，u）du　s　llDll　（A－io）
　　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－18一

　　　1

十

　　　n



工t　follows　from　（A－4）　and　（A－1　O）：

“D　lt　＝ max∫含灸（t，u）du

　t

（A一一ll）

（End　of　APPEND工X）．
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