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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　In　this　paper，　we　develop　a　simplicial　branch－and－bound　algorithm　with　two－

phase　bounding　operation　for　solving　a　class　of　concave　minimization　problems　to

which　many　of　problems　with　row　rank　nonconvexity　reduce．　ln　the　first　phase

of　the　bounding　operation，　we　enlarge　the　feasible　set　of　each　linear　programning

relaxed　problem　to　facilitate　application　of　some　procedures　for　improving　the

efliciency．　ln　the　second　phase，　we　tighten　the　lower　bound　deteriorated　by　this

enlargement，　using　a　Lagrangian　relaxation．　Computational　results　indicate　that

the　proposed　algorithm　is　promising，　compared　with　a　standard　simplicial　branch－

and－bound　algorithm．

Key　words：　Global　optimization，　concave　minimization，　low－rank　nonconvexity，

branch－and－bound　algorithm，　Lagrangian　relaxation．

1 Introduction

In　this　paper，　we　develop　a　branch－and－bound　algorithm　for　solving　a　class　of　con－

cave　minimization　problems　to　which　many　of　problems　with　low　rank　nonconvexity　［8］

reduce．　The　major　feature　of　this　class　is　that　the　variables　involved　in　the　objective

function　are　a　small　fraction　of　the　whole　variables．　As　a　typical　example，　let　us　consider

the　linear　multiplicative　program　［4，　7，　9，　10］：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　minimize　n；・＝i（cl　y十cio）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　By　S　b，　y　20，

where　c7・y十　cio　〉　O　for　any　feasible　solution　y．　ln　general，　the　number　T　of　afiine

functions　in　the　obj　ective　is　assumed　to　be　far　less　than　the　dimensionality　of　（1．1）．　lf

we　introduce　a　vector　x　＝　（vi，．．．，　v．）T　of　auxiliary　variables，　（1．1）　reduces　to　a　concave

minimization　problem　in　our　target’class：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　minimize　2；・．．i　log（xi）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　一一一xi十cJ・yS一一cio，　i＝1，．．．，r　（1．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BySb，　（x，y））O．

　　＊The　author　was　partially　supported　by　the　Grand－in－Aid　for　Scientific　Research　（C）（2）　15560048

from　the　Japan　Society　for　the　Promotion　of　Science．
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Another　example　is　the　production－transportatio皿problem［11，12，16，171．　This　is　a

kind　of　network　flow　problem　and　minimizes　the　sum　of　concave　production　and　linear

transportation　costs．　lf　we　move　the　transportation　cost　function　to　the　set　of　constraints

by　means　of　an　auxiliary　variable，　the　obj　ective　function　is　left　with　only　the　concave

production　cost　and　atixiliary　variable．　For　various　other　examples　that　can　undergo

similar　transformations　to　this　class　of　problems，　the　readers　are　referred　to　the　textbook

on　Iow－rank　nonconvex　structures　［8］．

　　　If　the　obj　ective　function　is　separable　into　a　sum　of　univariate　functions　like　（1．2），

problems　of　this　class　can　be　solved　rather　e伍ciently　using　the　recta，ngular　branch－and－

bound　algorithm　［3，，　9，　11］．　To　deal　with　a　wider　range　of　problems，　we　do　not　assume　the

separability　in　this　paper，　but　tailor　the　simplicial　branch－and－bound　algorithm　［5］　to

suit　the　class　and　to　facilitate　application　of　some　procedures　for　improving　the　eMciency．

In　Section　2，　after　giving　the　problem　settings，　we　will　review　the　basic　workings　of　the

simplicial　branch－and－bound　algorithm　and　explore　diMculties　in　its　implementation．　ln

Section　3，　to　overcome　those　diMculties，　we　will　modify　the　linear　programming　relaxed

problem　to　be　solved　in　the　bounding　operation，　by　enlarging　the　feasible　set．　This

modification　does　not　affect　the　convergence　property　of　the　algorithm　but　naturally

deteriorates　the　quality　of　the　lower　bound　on　the　optimal　value．　To　prevent　rapid

growth　of　the　branching　tree，　we　will　propose　the　second　bounding　operation　based　on

a　Lagrangian　relaxation　in　Section　4，　and　give　a　detailed　description　of　the　algorithm

incorporating　two　bounding　operations．　Computational　results　of　comparison　with　the

standard　simplicial　branch－and－bound　algorithm　are　reported　in　Section　5．　Lastly，　we

will　discuss　some　r’emaining　issues　to　be　resolved　in　the　future，　in　Section　6．

2 Problem　settings　and　the　simplicial　algorithm

Let　D　c　IRr　be　an　open　convex　set　and　f：D　一一〉　R　a　concave　function．　The　problem

we　consider　in　this　paper　is　a　concave　minimization　over　a　polyhedral　set：

minimize　z＝　f（x）

subject　to　Ax十By　S　b，（x，　y）20，
（2．1）

where　A　E　IRMXr，　B　E　IRMX（”M’），　b　E　IRM　and　1　S　T　S　n．　Let　us　denote　the　feasible　set

and　its　projection　onto　the　space　of　x，　respectively　by

　　　3ニ’｛（x，y）∈Rn　lAx十By≦b，（x，y）≧0｝，　X＝｛x∈R「1ヨy，（x，y）∈S｝．

Using　these　notation，　（2．1）　can　be　embedded　in　R’

P
minimize　z＝　f（x）

subject　to　x　E　X．

We　assume　that　S　is　bounded　and　has　a　nonempty　interior．　The　same　is　then　true　for

the　projection　X；　and　so　we　have　v　：max｛2S・．．i　2　j　l　x　E　X｝．　We　assume　the　domain

D　of　f　large　enough　to　include　the　set　｛x　E　IR’　i　O　S　ccj　〈一　v，2’　＝　1，…　，r｝・

　　　Unless　the　obj　ective　function　is　separable，　the　most　often　used　solution　method　for

concave　miniMization　is　the　simplicial　branch－and－bound　algorithm　［5，　6，　15］．　Let　us

run　through　its　basic　workings　on　our　problem　P．
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OVERVIEW　OF　THE　STANDARD　SIMPLICIAL　ALGORITHM

In　the　simplicial　branch－and－bound　algorithm，　we　first　need　to　define　an　r－simplex　A　i

including　X．　For　the　value　v　defined　above，　let　v；・　＝　vei　for　i　＝　1，．．．，r，　where　ei　E　Rr

is　the　ith　unit　vector．　Then　A　i　is　given　by　the　convex　hull　of　vl，．．．，v，i　and　v；＋i　＝＝　O．

Since　X　is　just　a　subset　of　Ai，　problem　P　is　equivalent　to　the　following　with　A　：Ai：

P（A）
minimize　x＝　f（x）

subjectto　xEXnA．
Then，　as　we　subdivide　Ai　into　smaller　simplices　A」’ C　2’　E　L，　satisfying

U　ムゴ　＝＝△，　　int（ムゴ）∩int（△k）　＝の　　if　j　≠メ6，

ゴ∈L

we　solve　each　subproblem　P（A」’ j　of　P（A’）　with　a　feasible　set　X　n　A3’，　where　int（・）

represents　the　set　of　interior　points．　Since　P（A」）　is　of　the　same　class　as　the　initial

P（Ai），　we　cannot　solve　it　in　a　direct　manner．　lnstead，　the　following　recursive　method

of　three　steps　is　used：

Let　2C　：＝：　｛1｝　and　k　：＝　1．　Repeat　Steps　1－3　until　L　＝　O．

Step　1．　Take　an　appropriate　index　2’k　out　of　L　and　let　A：＝　A」le．

Step　2　（bounding　operation）．　Compute　a　lower　bound　zic　on　the　optimal

　　　　value　z（A）　of　P（A）．　lf　f（×’）　一　zk　s｛　E　for　the　best　feasible　solution

　　　　x＊　to’P　obtained　so　far，　discard　A　from　further　consideration．

・Step　3　（branching　op　eration）．　Otherwise，　divide　the　simplex　A　into　two　sub－

　　　　simplices　A2k，　A2k＋i　and　add　their　indices　to　£．　Let　k：＝　k　十　1．

In　this　description，　6　2　O　is　a　given　tolerance，　and　z（A）　is　regarded　as　十〇〇　if　X　n　A　＝　¢．

When　the　set　L　comes　to　be　empty，　we　have　a　globally　E－optimal　solution　x＊　to　problem

P．　However，　if　the　value　of　e　is　set　to　zero，　the　simplicial　branch－and－bound　algorithm

does　not　terminate　in　general，　and　generates　an　infinite　sequence　of　nested　simplices
｛Ake　l　e　＝　1，　2，．．．｝　such　that

△k・⊃△k・⊃…，x∩ i胴≠の・

Even　in　the　case　where　E　〉　O，　to　terminate　the　algorithm　in　finite　steps，　we　have

to　subdivide　Ai　in　a　way　that　makes　neoo＝iAhe　a　singleton．　The　simplest　subdivision

rule　to　ensure　this　exhaustiveness　is　bisection．　We　select　the　longest　edge　of　A　＝

conv（｛vi，．．．，vr＋i｝），　say　vp－vq，　and　divide　it　at　a　fixed　ratio　of　cu　E　（O，1／2］，　where

conv（・）　is　the　convex　hull．　Letting　v　＝　（1　一　cu）vp　十　orvq，　then　A2k　and　A2k＋i　are　given

as　follows

A2k＝conv（｛vi　li＃p｝u｛v｝），　A2k＋i＝conv（｛vi　l　ilq｝u｛v｝）．

If　E＞Oand　the　bisection　rule　is　adopted，　we　ca：n　obtain　an　E－optimal　solution　to　P　af七er

a　finite　number　of　steps，　using　either　of　the　usual　selection　rules　at　Step　1：
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Depth　first．　The　set　L　is　maintained　as　a　list　of　stack．　An　index　2’ 求@is　taken　from　the

　　　　top　of　L；　and　2回目　2k　十1　are　put　back　to　the　top　at　Step　3．

Best　bound．　The　set　£　is　maintained　as　a　list　of　priority　queue．　An　index　」’k　of　least　zk

　　　　is　taken　out　of　L．

LINEAR　PROGRAMMING　RELAXATION　AT　STEP　2

The　most　time－consuming　step　in　the　simplicial　branch－and－bound　algorithm　is　Step

2．As　is　well　known，　the　e伍ciency　of　algorithms　of　this　kind　depe耳ds　largely　on　this

bounding　operation．　At　Step　2，　to　compute　a　lower　bound　zk，　we　usually　replace　the

obj　ective　function　f　of　P（A）　by　its　convex　envelope　g　on　A　and　solve　a　problem：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　戸（△）黙∵＝呈（葦）x∩△．

The　convex　envelbpe　g　is　an　aflfine　function　which　agrees　with　f　at　r　十　1　vertices　of　A．

Since　A　is　given　by　the　vertices，　we　can　easily　determine　the　value　of　g　at　any　point

x　E　A　if　we　have　x　as　a　convex　combination　of　vi，　i　＝　1，．．．，r　十　1：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　r十1　r十1
　　　　　　　　　　　　　　　x＝2vi‘gi，　2igi＝1，　C＝（‘g，，．．．，（g．．，）T　l｝il　O．　（2．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i：1　i＝1

By　the　concavity　of　f，　we　immediately　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（X）一£f（Vi）Ci　EEII　f（x），　Vx　E　A．　（2．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

Substituting　（2．2）　into　P（A），　we　see　that　P（A）　is　equivalent　to　a　linear　program　of　n十1

variables：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　minimize　z＝　fTC

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　AVC＋By　S　b　（2．4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eTe　：1，　（e，y）20，

where　e　E　Rr＋i　is　an　all－ones　vector　and

　　　　　　　　　　　　　　　　f．＝＝［f（Vi），…，f（Vr＋i）］’J　V＝［Vi，…，Vr＋i］・　’　（2．5）

Obviously，　（2．4）　has　an　optimal　solution　（g，　Y）　if　and　only　if　X　n　A　＃　O．．　Then　we　may

set　zk　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7一甑撚eチの

Note　that　when　X　n　A　＃　¢，　we　have　a　feasible　solution　5C　to　the　subproblem　P（A），　and

to　the　target　problem　P，　by　letting　X　＝　V4．　We　can　therefore　update　the　incumbent　x＊

with　X　if　necessary．

　　　Certainly，　the　linearized　subproblem　tt’（A）　is　far　easier　to　solve　than　P（A）．　However，

since　the　number　of　subproblems　generated　in　the　course　，of　iterating　Steps　1－3　is　an　ex－

ponential　in　r，　in　the　worst　case，　we　ca皿ot　obtain　an　optimal　solution　nor　an　E－optimal

solution　to　P　within　a　practical　amount　of　time　if　we　solve　each　P（A）　from　scratch．
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In　the　rectangular　and　combinatorial　branch－and－bound　algorithms，　one　can　solve　lin－

earized　subproblems　successively　using　sensitivity　analysis　of　the　simplex　method，　or

using　specialized　algorithms　if　the　original　problem　has　some　favorable　structure．　Un－

fortunately，　such　a　procedure　does　not　work　well　on　P（A）　because

（a）　each　（2．4）　associated　with　P（A）　has　a　different　constraint　matrix，　and

（b）　no　（2．4）　inherits　the　structure　of　the　original　problem　（2．1）．

Due　to　（a），　we　cannot　utilize　the　optimal　solution　to　P（A」le－i）　as　the　initial　solution

in　solving　P（A」le）　through　sensitivity　analysis，　because　it　might　be　neither　feasible　nor

dual　feasible　for　（2．4）　associated　with　P（A」’le）．　Moreover，　due　to　（b），　even　if　the　original

problem（2ユ）has　a　networ：k　structure　fbr　instance，　we　cannot　apply　any：network　flow

algorithms　to　each　P（△）．　To　overcome　these　di伍culties，　we　need　to　add　some　new　twists

to　the　relaxation　of　each　subproblem　P（A）　at　Step　2．

3 Modified　linear　programming　relaxation

One　way　of　sweeping　away　both　difliculties　（a）　and　（b）　is　to　replace　the　constraint　x　E　A

in　P（A）　by　a　simple　bounding　constraint　on　x．　Let

㌍謝罪才1洪罫｝ブー1，…，r7 （3．1）

where　vi」・　denotes　the　2’th　component　of　vi．　Also　let

r（A）　＝　｛×　E　IRr　1　s　g　x　s　t｝，

where　s　＝　（si，．．．，s，）T　and　t　＝　（ti，．．．，t．）T．　Then　we　have　A　c　r（A）．　lnstead　of　P（A），

we　may　solve　the　following　to　obtain　a　lower　bound　zk　at　Step　2：

P（A）
minimize　z＝　g（x）

subject　to　xEXnr（A）．

However，　if　we　transform　the　variables　x　into　e　via　（2．2），　we　would　face　the　same　difii－

culties　as　（a）　and　（b）．　Here，　we　try　another　way　to　draw　an　explicit　linear　programming

representation　of　P（A）．

　　　Suppose　that　the　convex　envelope　g　of　f　is　given　by　cTx　十　c．＋i，　where　c　E　IRr　and

cr＋i　E　R．　Since　g　agrees　with　f　at　T　十　1　vertices　of　A，　the　following　equations　hold：

cTvi＋cr＋i＝f（vi），　i＝1，．．．，r＋1．

Note　that　vi’s　are　a伍nely　independent　if△is　generated　according　to　the　bisection　rule．

By　adding　an　all－ones　vector　eT　to　V　given　in　（2．5）　as　the　（T　十　1）st　row，　we　have　a

nonsingular　matrix：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u一［多］，

and　for　f　in　（2．5）　we　have

［cT，e．＋1］　＝　fTUum1．
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Thus，　g　is　specified　as　g（x）　＝＝　cTx　十　c．＋i，　and　P（A）　is　represented　explicitly　as　a　linear

program：
　　　　　　　　　　　　　　Minimize　z＝　cTx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

　　　　　　　　　　　　　　subjectto　Ax十Bygb，　sSxSt，　y20．

If　X　n　r（A）　1　¢，　then　（3．2）　has　an　optimal　solution　（X，　Y）．　The　following　can　be　an

alternative　for　the　lower　bound　zk：

2一 `ナCr＋1撚蛤）≠の

Lemma　3．1 Among　z’VC　2　and　the　optimag　value　z（A）　of　P（A），　theTe　is　a　regationship：

zN@〈一　7　S　x（A）．

Proof：　lmmediately　follows　from　（2．3）　and　the　inclusion　relation　of　the　feasible　sets　of

　　　It　should　be　emphasized　that　each　（3．2）　has　the　same　set　of　constraints’　as　the　original

（2．1），　except　for　the　bounding　constraint　s　S　x　S　t，　though　associated　with　a　different

subproblem　P（A）．　The　bounding　constraint　can　be　treated　almost　the　same　way　as　the

usual　nonnegative　constraint　in　the　simplex　and　network　flow　algorithms　［1，　2］．　There－

fore，　when　（2．1）　has　some　favorable　structure，　we　can　exploit　it　in　solving　each　（3．2）．

In　general，　we　can　generate　an　optimal　solution　（～鳶rf．kX一，　y）　to　（3．2）　associated　with　P（A」’k）

from　the　preceding　（ftk　mi，　Yk一’）　in　two　steps：　（i）　restore　the　feasibility　of　（Xk－i，　Yk－i）　for

P（AO’le）　with　dual　pivoting　operations，　and　（ii）　reestablish　the　optimality　of　the　resulting

feasible　basic　solution　with　primal　pivoting　operations．　Since　（ffknti，Ykthi）　violates　only

the　bounding　constraint，　step　（i）　requires　a　very　few　pivoting　operations．　lf　step　（i）　fails，

both　P（△3りand　P（△3りare　infeasible．

CONVERGENCE　PROPERTY　WHEN　USING　P（A）

Any　optimal　solution　X　to　P（A）　obtained　by　solving　（3．2）　iS　obviously　feasible　for　the

target　problem　P；　and　hence　we　can　update　the　incumbent　x＊　with　X　if　necessary．

However，　ff　might　be　infeasible　for　P（A）　and　can　satisfy

！（3（）＜乏， （3．3）

unlike　the　optimal　solution　X　of　P（A）．　lf　（3．3）　holds，　A　contains　no　feasible　solution

better　than　X，　because　z’V　i　s　a　lower　bound　of　f　on　X　n　A，　and　we　can　discard　A　from

further　consideration．　ln　addition　to　this，　we　can　discard　A　if

f（x）〈f（vi），　i＝1，．．．，r＋1． （3．4）

Recall　that　f　is　concave　and　achieves　the　minimum　on　A　at　some　vertex．

words，　the　minimum　of　f（vi）’s　is　another　lower　bound　on　the　value　z（A）　of　P（A）

minimizes　f　on　X　n　A　c　A．　Let　us　define　the　lower　bound　zk　at　Step　2　as

zh　＝　max｛zN，　min｛f（vi），…　，f（vr＋i）｝｝・

In　other

　　which

（3．5）
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　　　If　neither　（3．3）　nor　（3．4）　holds，　the　simplicial　branch－and－bound　algorithm　might

generate　an　infinite　sequence　of　nested　simplices　｛Ake　1　e　＝　1，2，．．．｝　in　A　when　E　is

zero．　Even　in　that　case，　we　can　show　that　zke　defined　in　（3．5）　tends　to　f（Xke）　as　e　一　oo，

because　r（△ilりshrinks　to　a　single　point　as△ke　does．　When　E＞0，　it　follows　from　this

property　that　f（x’）　一一　zk　S　E　holds　for　some　k　＝：　ke　before　Ake　becomes　a　point．

：Lemma　3．2　3卿郷e　tんαt｛△ke　l　e＝1，2，＿｝is　an吻6nite　sequence　of　nested　s勿m－

pliees　generated　by　bisection．　Then　we　have

血涙（f（艶）一zke）＝0・ （3．6）

Proof：　’For　the　sequence　｛Ake　l　e　＝　1，2，．．．｝　we　can　assume　that

！（vke）≦誰く！（鉾），
t

（3．7）

where　vke　is　a　vertex　of　Ake　minimizing　f．　Let　｛v｝　：　fieoo一一iAke．　Then　we　see　from　the

definition　of　r（△kりthat∩窪1r（△kり＝｛v｝．　Since　both　vke　and　3Cice　belong　to　I「（△kり，

we　have　vice　一　v　and　ftke　一　v　as　e　一〉・oo．　Moreover，　by　the　continuity　of　f　we　have

，ISm．　f（vke）　：　，ISm．　f（Xke）　一　f（v），

which，　together　with　（3．7），　implies　（3．6）． 一

SOME　ISSUES　TO　RESOLVE　IN　RELAXATION　P（A）

Lemma　3．2　guarantees　that　the　simplicial　branch－and－bound　still　works　if　we　use　the

relaxation　P（A）　instead　of　the　usual　P（A）　in　the　bounding　operation　of　Step　2．　Before

applying　it　in　practice，　however，　we　need　to　resolve　two　issues．

　　　First，　P（A）　requires　one　to　compute　the　inverse　of　the　（T　十　1）　×　（r　十　1）一matrix　U

every　iteration　to　determine　the　objective　function　cTx　of　（3．2）．　This　is　the　main　reason

why　the　representation　cTx十　c．＋i　of　g　has　been　avoided　in　the　past．　However，　this　is　not

a　big　challenge　if　we　adopt　the　depth　first　rule　at　Step　1．　Because　most　U’s　are　different

from　their　predecessors　in　only　one　column，　we　can　update　the　inverse　of　the　kth　matrix

Uk　from（Uk－1）一1　almost　always　in　time　O（r）using　the　rank－one　update［2］。　Suppose

that　Uh－i　and　Uk　are　the　same　except　for　the　pth　column．　Let　upk　＝　［（vpk）T，1］T　denote

the　pth　column　of　Uk　and　let

w＝：（uk－i）一iu，k，　E＝1＋（e，一w）epT／w，，

where　1　denotes　the　identity　matrix　and　wp　is　the　pth　component　of　w．　Then　we　have

（Uり一1＝・E（ぴ一1）一1． （3．8）

Since　vpk　j　s　a　convex　combination　（1　一一　or）v8－i　十　dvvij－i　’of　two　vertices　of　A2’le－i，　we　have

wp　＝　1　一　or，　wq　一一一一　or　and　the　other　components　of　w　equal　to　zeros．　As　a　result，　the　eta

column　of　E　has　only　two　nonzero　entries　1／（1　一　or）　and　一〇r／（1　一　or）　in　the　p　and　qth

rows，　respectively．　We　see　from　（3．8）　that　the　inverse　of　Uk　is　yielded　if　we　replace　only

the　p　and　qth　rows　of　（Uk－i）一i　by　their　affine　combinations．
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　　　The　second　issue　is　much　more　serious．　As　shown　in　Lemma　3．1，　the　lower　bound
zN@yielded　by　P（A）　is　inferior　to　2；　and　the　difference　is　not　expected　to　be　so　small．

Although　it　is　somewhat　tightened　to　zk　by　f（vi）’s　in　（3．5），　the　essential　reason　for　in－

troducing　their　minimum　is　merely　to　guarantee　convergence　of　the　algorithm　by　Lemma

3．2．　Therefore，　the　branching　tree　when　using　P（A）　might　grow　more　rapidly　than　when

using　P（A）．　To　prevent　the　rapid　growth　of　the　branching　tree，　we　have　to　introduce　a

full－scale　procedure　for　tightening　z’V．

4　Algorithm　using　two－phase　bounding　operation

For　z’V　yielded　by　P（A），　let　G　＝　｛x　G　Rr　1　g（x）　）　zA’｝．　Since　X　n　A　is　a　subset　of　this　half

space　G，　no　feasible　solution　to　P（A）　is　lost　if　we　add　x　E　G　to　P（A）　as　a　constraint．

The　resulting　problem　is　then　equivalent　to

minimize　z＝　f（x）

subject　to　Ax＋By　S　b，（x，　y）20
　　　　　　　　　　　　　xEA，　cTxl｝ir　7－cT＋i・

（4．1）

In　the　preceding　section，　we　have　relaxed　the　objective　function　f　and　the　constraint

x　E　A．　lnstead，　we　try　relaxing　Ax　十　By　S　b　here，　by　introducing　a　Lagrangian

multiplier　A　E　IRM．　Then　we　have

　　　　　　　　　　L（△；λ）謡蹴之＝蔓（ぎ）よλ；（塗識三ツーC。＋、，

by　noting　x　｝il　O　for　any　x　E　A．　lf　cTvi　〈　zN　一　c．＋i，　or　f（vi）　〈’　z’V　equivalently，　for　each

vertex　vi　of　A，　then　L（A；　A）　is　infeasible．　ln　that　case，　the　hyperplane　aG　＝＝　｛x　E　Rr　l

g（x）　＝　2｝　separates　A　and　X；　and　we　can　discard　A　because　P（A）　is　infeasible．

　　Suppose　that　L（A；A）　has　an　optimal　solution　（x（A），y（A））　and　denote　the　value

f（x（A））　十　AT（Ax（A）　十　By（A）　一　b）　by　z（A）．　As　is　well－known　（see　e．g．　［13］），　we　have

z（A）Sz（A），　VA20．

However，　to　use　L（A；　A）　as　a　procedure　for　tightening　z’V，　we　need　to　fix　the　value　of　A

appropriately　so　that　z（A）　〉　zN　holds．

LAGRANGIAN　RELAXATION　L（Ai）t）　AND　ITS　SOLUTION

Since　the　structure　of　L（A；　A）　is　similar　to　P（A），　we　can　relax　it　into　a　linear　program

as　in　the　same　way　as　we　have　obtained　P（A）．　Let　us　replace　f　and　A　by　g　and　r（A），

respectively，　in　L（A；　A），　and　further　drop　the　constraint　cTx　1｝lr　7　一一　c．＋i．　Then　we　have

　　　　　　　　　ip（），）　＝　min｛（cT　＋　A’A）x　＋　）t’By　一一　）｛’b　l　s　E｛　x　E｛　t，　y　｝i　O｝，

where　s　and　t　are　defined　in　（3．1）．　The　right－hand　side　can　also　be　thought　of　as　a

Lagrangian　relaxation　of　（3．2），　i．e．，　problem　P（A）．　As　long　as　A　satisfies　ATB　2　O，　the

value　ip（A）　is　finite　and　coincides　with

　　　　　　　　　ψ（λ）＝max｛sTIL　一一　t丁v　一一　bTλ jLL　一v＝c十　A’A，　（iL，　y）　｝ii　0｝
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by　the　duality　theorem　of　linear　programming．　Therefbre，　we　have

　　　　　　　　　　max｛φ（λ）1λTB≧0，λ≧0｝＝max｛ψ（λ）1λTB≧0，λ≧0｝．

Note　that　the　right－hand　side　of　this　equation　can　be　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　maximize　z＝　一bTλ十sTμ一tTu

　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　　　ATλ一μ＋〃＝一。　　　　　　　　　　　（4．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BTλ≧0，（λ，μ，レ）≧0，

which　is　the　dual　problem　of（3．2）．　Let（λ，β，シ）be　an　optimal　solution　to（42）．

：Lemma　4．1　There　is　a　relαtionship’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（λ）十Cr＋1≦2，　∀λ≧0．

wんεγre　tんεε（7uαlityん。♂（1＄｛ゲλ＝λ．

　　　The　dual　optimal　solution（λ，β，シ）is　generated　as　a　byproduct　in　solving　the　primal

problem　P（△）．　We　adoptλas　the　Lagrangian　multiplier　of　L（△；λ）．　As　is　easily　seen，

：L（△；λ）can　be　decomposed　into

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　minimize　；llx＝　！（x）十λT（Ax－b）
　　　　　　　　　　　　　　　Lx（△；λ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　tO　　　　X∈△∩σ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　minimize　zy一λTBy
　　　　　　　　　　　　　　　L．y（△；λ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　　　y≧0．

Whenλ＝λ，　the　Iatter　problem　has　an　obvious　optimal　solution　y（λ）＝Obecause

（λ，β，シ）is　an　optimal　solution　to（4．2）and　BTλ≧Oholds．　Thus，　fbr　an　optimal

solution　x（λ）to：Lx（△；λ）the　optimal、　value　of　L（△；λ）is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z（’）t）一！（x（X））＋XT（Ax（X）一b）．

Theorem　4．2　Among　z（λ），　z’v　and　the　vαlue　z（△）o／P（△）フthere　is　a　relationship’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7≦z（λ）≦z（△），　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）

ωんεre‘んθ伽傭θ9駕αあ孟ψoZ45謝吻げX（λ）¢｛V、，＿，V，＋、｝α裾μ55孟r2吻concave

on△．

Proof：Since（λ，μ，シ）is　an　optimal　solution　to（4．2）and　s≦v¢≦tfbr　each　vi，　we

have

　　　　　　　　　　　　！（v¢）＋XT（Av¢一b）一cTvi＋cT＋、＋XT（Av¢一b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一iiTVi　一　i＞TVi　一一　XTb＋Cr＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧i］iTs一シTt一ヌTb＋Cr＋、一ゑ

By　the　concavity　of！，　the　point　x（λ）in△must　satisfy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　ガ　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝！（x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（λ））＋λ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ax（λ）一b）≧2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　之（λ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9



Suppose　x（A）　¢　｛vi，．．．，v，＋i｝．　Then　x（A）　lies　among　vertices　of　A　n　OG；　and　we　have

x（A）　＝　（1　一　6）v，　＋　Bv，　for　some　v，，　v，　and　5　E　（0，　1）．　Therefore，　the　following　holds：

z（‘j）‘）〉（1一β）［！（Vp）＋乱丁（AVp－b）］＋β［！（v，）＋ヌT（AVq－b）］≧2，

if　f　is　strictly　concave　on　A． 一

　　Although　L．（A；　A）　is　a　concave　minimization　problem，　we　can　solve　it　in　polynomial

time　if　the　value　of　f　is　given　by　oracle．　Since　the　objective　function　is　concave，　×（A）　is

a　vertex　of　A　n　G．　The　numb　er　of　its　vertices　is，　however，　O（r2）　at　most．　We　need　only

to　check　the　objective　function　value　at　the　intersection　of　aG　with　each　edge　vi－vs一　of

A　such　that　vi　E　int（G）　and　vj　¢　G，　as　well　as　at　each　vi　E　G

DESCRIPTION　OF　THE　MODIFIED　ALGORITHM

The　bounding　operation　of　Step　2　we　propose　consists　of　two　phases：

Step　2．エ．　Solve　P（△）and　compute　xk　de丘ned　in（3．5）．　Ifノ（x＊）一zん≦e　for

　　　　the　incumbent　x＊，　discard　A　from　further　consideration．

Step　2．2，　lf　f（x＊）　一　zk　〉　6，　solVe　L．（A；A）　and　compute　x（A）．　lf　f（x“）　一

　　　　z（A））　S　c，　then　discard　A　from　further　consideration．

The　following　is　the　detailed　description　of　our　simplicial　branch－arid－bound　algorithm

for　solving　problem　P：

algorithm　2PHASE－BB
begin

　　compute　v　：＝　max｛£3r・＝i　xj　1　x　E　X｝　and　let　Ai：　：　conv（｛vei，．．．，ve．，O｝）；

　　L　：＝　｛1｝；　z＊　：＝＝　十〇〇；　k　：＝　1；

　　while　L　i7E　O　do　begin

　　　　　select　2’ic　E　L　and　let£：＝：LN｛2’k｝；A：＝　AOle；　／＊　Step　1＊／

　　　　　let　vi，．．．，v，＋i　denote　the　vertices　of　A　and　let　V　：＝　［vi，．．．，vr＋i］；

　　　　　U　：＝　［VT，e］T；　［cT，cr＋i］　：＝＝　［f（vi）7一・t7f（vr＋i）］U－il

　　　　　solve　P（A）　of　minimizing　g（x）　＝cTx十。．＋i；　／＊　Step　2．1　＊／

　　　　　if　P（A）　is　feasible　then　begin

　　　　　　　　let　gk　be　an　optimal　solution　to　P（A）　and　z’V　：＝　g（Xic）；

　　　　　　　　ifノ（5（りくz＊then　update之＊：＝・！（5（りand　x＊：＝Xk；

　　　　　　　　if　z’V　一〈　max｛f（vi），．．．，f（v．＋i）｝　then　begin

　　　　　　　　　　zk　：＝：　max｛zN，　min｛f（vi），…　，f（Vr＋i）｝｝I

　　　　　　　　　　if　f（x＊）一zk　＞6then　begin　／＊　Step　2．2　＊／
　　　　　　　　　　　　　define　L．（A；　A）　for　a　dual　optimal　solution　（A，　pt，　il）　to　P（A）；

　　　　　　　　　　　　　compute　an　optimal　solution　x（A）　to　L．（A；　A）　and　the　value　z（A）；

　　　　　　　　　　　　　if　f（x＊）一z（A）　＞cthen　begin　／＊　Step　3＊／
　　　　　　　　　　　　　　　　select　the　longest　edge　vp－vq　of　A　and　let　v　：＝　（1　一一　or）vp　十　cuvq　for

　　　　　　　　　　　　　　　　a　fixed　cv　G　（O，1／2］；

　　　　　　　　　　　　　　　　A2k　：＝　conv（｛vi　1　i　；　p｝　u　｛v｝）；　A2k’i　：＝　conv（｛vi　1　i　＃　q｝　U　｛v｝）；

　　　　　　　　　　　　　　　　∠二：＝∠二U｛2尾2k十1｝
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end

　　　　　end

　　　end

end；

k：＝　k十1

　　　end

end；

The・rem　4．3　When・一〇，　the　segttence｛3ck　lk　＝　1，2，．．．｝generαt・d　by吻・rithm

2PHA　SE．β・Bω二日んθゐθ5かbound　rule　hαS　aecumulαtion　points，θαCん0抽んicんis　a　g励α吻

optimal　solutien　to　problem　P．

Proof：　When　the　algorithm　terminates　in　finite　time，　the　assertion　is　obvious．　Suppose

that　it　does　not　terminate　and　generates　an　infinite　sequence　of　nested　simplices　｛Ake　l

e　＝　1，2，．．．｝．　Since　the　best－bound　rule　is　adopted，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　詐≦zゴ≦z（ムゴ），∀ゴ∈£，

at　the　keth　iteration．　Recall　that　z（△りis　the　optimal　value　of　subproblem　P（△3）and

min｛・x（A2’）1］’　E　£｝　is　equal　to　the　value　z（Ai）　of　the　target　P．　Therefore，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ・〈z（△1）≦！（xkり，　e＝1，2，．＿

However，　by　Lemma　3．2，　we　have　f（Xice）　一　zke　一　O　as　e　一　oo．　This　implies　that

f（xke）　一〉　z（Ai）　as　e一　oo．　一
Corollary　4．4　When　6＞0，αlgoTitん？η2P、if　4　SE－BB漉抗either　oノ抗εdepth－firstαnd

わest－60鴛揺蕩ε3彦erm・inates嬉θrα配位εnumber　oノ伽rα彦ionsαnd　yieldsα9♂0わαlly　E－

optimal　solution　x“　to　problem　P．

Proof：　lf　the　algorithm　does　not　terminates，　it　generates　an　infinite　sequence　of　nested

simplices　｛Ake　1　e　＝　1，2，．．．｝　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　f（xke）一zke　2　f（x＊）一一一xke＞e＞O，　e＝1，2，．．．．

However，　f（Xke）一zke　一一一＞Oas　e一一〉　oo，　which　is　a　contradiction．　1

5 Numerical　experiment

Let　us　report　numerical　results　of　having　compared　computer　codes　of　2PHASEBB　and

the　standard　simplicial　branch－and－bound　algorithm　using　only　the　relaxation　P（A）．　We

refer　to　them　here，　as　2phase　and　sta　ndard，　respectively．　The　test　problem　we　solved　is

a　concave　quadratic　minimization　problem　of　the　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鼎誌瑠1警，翻≧。，　　（5・・）

where　Q　E　Rr’Xr’，　At　E　IRM’Xr’，　B’　E　RM’×（n’一r’），　bt　E　RM’，　d　E　IRn’一r’　and　w　is　a

positive　weight．　The　matrix　Q　＝　［qial　was　generated　so　as　to　have　two　nonzero　entries　in

11



each　row，　i．e．，　（qii，gi，i＋i）　for　i　＝　1，．．．，r’　一一　1，　and　（qrti，　qr，r，），　where　qii　＝　qr，Ti　＝：　1．0　and

the　rest　were　drawn　randomly　from　the　uniform　distribution　on　［0．0，　1．0］．　Then　QTQ　has

three　nonzero　entries　at　most　in　each　row．　Also，　each　component　of　d　was　a　uniformly

random　number　in　［O．O，1．0］．　To　make　the　feasible　set　bounded，　b’　was　an　all－ones　vector

and　each　component　in　the　last　row　of　［A’，B’］　was　fixed　at　1．0／n’．　Other　components

were　all　random　numbers　in　［一〇．5，1．0］，　where　the　percentages　of　zeros　and　negative

numbers　were　about　20％　and　10％，　respectively．　Selecting　various　sets　of　parameters

（m’，　n’，　T’，　w），　we　solved　ten　instances　of　（5．1）　for　each　set　using　2phase　and　standard　on

a　Linux　workstation　（Linux　2．4．21，　ltanium2　processor　1．3GHz）．

COMPUTER　CODES

Both　codes　2phase　and　standard　were　written　using　GNU　Octave　（version　2．1．50）　［14］，　a

Matlab－like　computational　tool，　in　accordance　with　the　depth－first　rule．　The　tolerance

e　was　fixed　at　10－4．　To　adjust　the　form　of　（5．1）　to　（2．1），　we　introduced　an　additional

variable　〈　and　applied　the　code　2phase　to

minimize　一（1／2）xT　Q丁Qx一ωζ

subject　to　A’x’十B’y　S　b’，　（x，y）20，

　　　　　　　　　　〈一dTyso，　，〈20・

（5．2）

where　we　should　note　〈　）　O　because　d　2　O．　The　size　（m，　n，　T）　of　（5．2）　is　therefore　equal

to　（m’　十　1，n’　十　1，T’　十　1）．　As　for　standard，　we　applied　it　directly　to　（5．1）　because　it　uses

only　the　relaxed　problem　P（A），　which　can　be　written　［6］　as

minimize　（f’）TC－wd’y

subject　to　A’V’e＋B’y　g　b’

　　　　　　　　　　e’C＝1，　（C，y）　｝lr　O，

where　V’＝［v1，＿，vr，＋1］and　f’＝［！（v1），＿，！（vr）＋1）］T　for〆十1vertices　v／s　of

　　　　　　　ノ
ム⊂】［RT．　As　the　subdivision　rule　of△，　bisection　of　ratioα＝1／2　was　adopted　in

2phase，　but　not　in　standard，　because　we　fbund　in　our　preliminary　experiment　that　the

convergence　of　standard　with　the　bisection　rule　is　too　slow　to　be　compared　with　2phase．

Instead，　we　took　the　way　to　bisect　the　longest　edge　of　the　minimal　face　of△which

contains　an　optimal　X　・・　V’ξof戸（△）．　Although　this　subdivision　rule　does　not　guarantee

the　converge：nce，　standard　incorporating　it　terminated　fbr　every　tested　ins七ance　of（5．1）

and　generated　the　same　output　as　2phase　with　the　usual　bisection　rule．

NUMERICAL　RESULTS

In　Figures　5．1－5．4，　line　plots　are　given　for　comparing　the　behavior　of　2phase　with　that

of　sta　ndard　when　the　size　of　constraint　matrix　［A’，　B’］　was　fixed　at　（m’，　n’）　＝　（40，80）．

The　solid　and　broken　lines　represent　the．results　of　2phase　and　standard，　respectively．

　　　Figure　5．1　shows　the　variation　in　the　average　number　of　branching　operations　required

by　each　code　when　w　was　fixed　at　5．0　and　r’　was　increased　from　16　to　32．　We　see　that　the

dominance　between　2phase　and　sta　ndard　is　reversed　around　T’　＝　25，　and　can　confirm　that

the　second　phase　of　the　bounding　operation　using　the　Lagrangian　relaxation　L．（A；　）t）

works　properly．　The　variations　in　the　average　CPU　seconds　are　plotted　in　Figure　5．2．
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Table　5．1：　Computational　results　of　2phase　when　w　＝＝　5．0．

γノ＝0．2ηノ T’　＝0．3n’ T’　＝O．4nt T’　＝0．5n’

m！×　nl time ＃ t伽me ＃ 翻mε time

60　×　120

180　×　120

80　×　160

240　×　160

100　×　200

300　×　200

23．2　O．646

17．0　2．646

15．8　1．156

8．0　7．854

22．0　2．526

26．6　21．83

41．0　1．309

54．4　5．311

55．0　3．376

77．2　20．08

54．8　6．117

66．6　41．55

91．0　4．030

49．2　6．554

134．9　12．06

117．4　33．19

129．0　23．97

135．4　81．56

141．9　10．56

141．3　18．34

238．3　42．29

229．5　80．40

256．1　89．83

200．2　170．8

The　code　2phase　surpasses　sta　ndard　in　computational　time　at　every　r’，　which　we　can

understand　the　problem　（3．2）　associated　with　P（A）　is　easy　enough　to　cancel　out　the

inferiority　of　2phase　in　the　number　of　branching　operations　for　r’　〈　25．

　　　Figures　5．3　and　5．4　show　the　variations　in　the　average　number　of　branching　operations

and　CPU　seconds，　respectively，　required　by　each　code　when　r’　was　fixed　at　20　and　w　was

changed　in　｛3．0，　3．5，　4．0，　5．0，　7．0，　10．0，　20．0｝．　Unfertunately，　both　codes　are　very　sensitive

to　changes　in　w，　especially　when　w　〈　5．　Nevertheless，　2phase　needs　considerably　less

branching　operations　than　sta　ndard　when　w　：E｛　4，　which　is　totally　due　to　the　tight　lower

bound　z（A）　computed　in　the　second　phase　of　the　bounding　operation．　This，　together

with　the　ease　of　solution　to　（3．2），　yields　the　significant　advantage　of　2phase　against

standard　in　computational　time　when　w　〈　10．

　　　From　the　above　observation，　we　can　expect　that　2PHASE－BB　has　potential　for　solv－

ing　much　larger　scale　problems　than　the　standard　algorithm　can，　unless　the　concavity

part　has　a　lot　of　weight　in　the　objective　function．　We　therefore　tested　the　code　2phase

on　（5．1）　of　size　（m’，n’）　from　（60，120）　to　（300，200）　with　w　fixed　at　5．0．　The　number　of

nonlinear　variables　r’　was　set　from　20％　to　500ro　of　the　whole　variables，　i．e．，　the　maximum

size　of　（m’，　n’，　r’）　was　（300，200，100）．　The　computational　results　are　listed　in　Table　5．1，

in　which　＃　and　time　indicate　the　average　number　of　branching　operations　and　CPU

seconds，　respectively，　required　by　2phase　for　each　（m’，n’，r’）．　We　see　from　this　table

that　the　number　of　branching　operations　increases　rather　mildly　as　m’　and　n’　increase，

in　contrast　to　the　case　of　r’．　The　similar　tendency　can　be　observed　in　the　CPU　seconds．

We　could　solve　still　larger　scale　problems　by　elaborating　the　computer　code　of　algorithm

2PHASE－BB，　as　long　as　the　number　r’　of　nonlinear　variables　is　about　30％　of　the　whole．

6 Conclusion　and　Future　lssues

We　have　developed　a　simplicial　branch－and－bound　algorithm　for　solving　a　low－rank　con－

cave　minimization　problem　（2．1）．　The　maj　oic　feature　of　this　problem　is　that　the　variables

involved　in　the　objective　function　are　only　a　part　of　the　whole．　ln　the　bounding　operation
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of　the　algorithm，　we　have　proposed　to　enlarge　the　feasible　set　of　each　linear　program－

ming　relaxed　problem，　in　order　to　facilitate　application　of　specialized　algorithms　and

sensitivity　analysis　of　the　simplex　method．　Furthermore，　to　tighten　the　lower　bound　de－

teriorated　by　this　enlargement　of　the　feasible　set，　we　have　proposed　the　second　bounding

operation　based　on　a　Lagrangian　relaxation．　We　have　seen　in　the　preceding　section　that

both　operations　work　very　well　and　the　algorithm　has　potential　for　solving　much　larger

scale　problems　than　the　existing　algorithm　can　solve．

　　　To　further　expand　the　versatility　of　the　algorithm，　we　need　to　resolve　two　issues

in　the　future．　Low－rank　concave　minimization　problems　can　certainly　be　transformed

into　the　form　of　（2．1）．　However，　many　of　such　transformations　destroy　the　structure　of

the　constraint，　like　the　ones　from　（1．1）　to　（1．2）　and　from　（5．1）　to　（5．2），　and　can　take

away　from　the　devices　in　the　first　phase　of　our　bounding　operation．　Another　issue　is

on　the　subdivision　rule．　Even　though　bisection　works　reasonably　well　in　our　algorithm

compared　with　in　the　standard　algorithm，　its　performance　is　still　far　from　satisfactory．

In　the　meanwhile，　we　need　to　try　out　a　variety　of　subdivision　rules　and　hybrids　of　them

to　accelerate　the　convergence．　For　these　issues，　we　will　report　the　details　elsewhere．
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