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Abstract

　　　In　this　paper，　we　point　out　a　theoretical　flaw　in　［15］　which　deals　with　the　linear

sum－of－ratios　problem，　and　show　that　the　proposed　branch－a［nd－bound　algorithm

works　correctly　despite　the　flaw．　We　also　note　a　relationship　between　a　single

ratio　and　the　overestimator　used　in　the　bounding　operation，　and　develop　a　pro－

cedure　for　tightening　the　upper　bound　on　the　optimal　value．　The　procedure　is

not　expensive，　but　the　revised　algorithms　incorporating　it　improve　significantly　in

eMciency．　This　is　confirmed　by　numerical　comparisons　between　t　he　original　and

revised　algorithms．

Key　words：　G　lobal　optimization，　nonconvex　optimization，　fractional　program－

ming，　sum－of－ratios　problem，　branch－and－bound　algorithm．

1 Introduction

The　sum－of－ratios　problem　is　a　class　of　fractional　programming　problems　and　optimizes

a　sum　of　multiple　ratios　of　functions　over　a　convex　set．　During　the　past　twenty　years，　the

interest　of　researchers　and　practitioners　has　gradually　shifted　to　multi－ratios　problems

of　this　kind，　from　the　single一一ratio　problem　on　which　adequate　results　have　already　been

achieved　for　both　theories　and　algorithms　［181．　lnc｝uded　among　those　is　the　problem　of

maximizing　the　minimum　of　ratios，　which　can　be　solved　rather　eMciently　’using　a　local

search　algorithm　simi｝ar　to　Newton’s　method　［5］．　ln　centrast　to　this，　the　sum－of－ratios

problem　has　not　yet　been　solved　rigorously　even　when　the　number　of　ratios　is　only　fifteen，

though　various　methods　have　been　tested　for　twenty　years．

　　　One　of　the　reasons　why　the　sum－of－ratios　problem　has　attracted　attention　is　that

it　has　a　broad　range　of　applications．　ln　light　of　applications　of　the　single－ratio　prob－

lem，　ratios　may　be　representing　profit／capital，　profit／cost，　return／risk，　and　so　on．　The

sum－of－ratios　problem　is　the　handiest　approach　for　optimizing　these　simultaneously．

Therefore，　it　can　easily　be　imagined　that　the　range　of　applications　is　as　wide　as　that

　　’The　author　was　partially　supported　by　the　Grand－in－Aid　for　Scientific　Research　（C）（2）　15560048

frem　the　Japan　SocietY　for　the　Promotion　of　Science．
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of　the　single－ratio　problem．　ln　fact，　transportation　problems　［1］，　layered　manufactur－

i，ng　problems　［16，　20］，　portfolio　problems　［121，　named　only　a　few，　have　been　formulated

into　this　problem．　Another　reason　is　that　the　sum－of－ratios　problem　i＄　challenging　and

intriguing，　especially．　to　researchers．　Even　in　the　simplest　case　where　the　ratios　are　all

linear，　their　sum　i＄　neither　quasiconvex　nor　quasiconcave，　though　each　of　them　has　both

properties．　As　a　result，　the　problem　has　multiple　local　maxima，　many　of　which　fails　to

be　globally　optimal．　Since　the　difficulty　of　the　problem　strongly　depends　on　the　number

of　ratios，　some　of　the　algorithms　propos，　ed　so　far　［7，　9，　13，　14］　assume　it　to　be　a　few　and

solve　thi＄　multiextremal　optimization　problem　by　exploiting　the　low－rank　nonconcavity

［11］．　When　the　number　of　ratios　is　not　limited，　we　have　to　rely　on　branch－and－bound

algorithms　［3，　6，　l　e，　15］　at　this　stage　to　solve　the　problem　within　a　practical　amount　of

time．　Among　others，　prQmising　are　the　algorithms　by　Kuno　［15］　and　Benson　［3］，　both

of　which　use　concave　envelopes　of　ratios　on　quadrangles　to　compute　upper　bounds　on

．the　eptimal　value　in　the　bounding　process．　ln　the　case　of　convex　functions，　it　is　rather

easy　to　compute　tight　upper　bQunds　on　rectangles　or　simplices　generated　by　subdividing

the　feasible　set　in　the　branching　process．　However，　the　sum　of　ratios　is　not　convex，

as　mentioned　above．　Then　Kuno　subdivided　the　proj　ection　of　the　feasible　set　on　each

denominator－numerator　space　into　trapezoids　and　defined　a　concave　envelope　over　each

of　them　usiRg　two　affine　functions．　Benson　showed　that　the　similar　concave　envelope

can　be　de伽ed　on　a　rec七angle，　as　i：n　the　usual　rectangular　branch－and－bound　algorithms

［8］．　Readers　are　referred　to　a　recent　survey　［19］　for　more　details　of　applications　and

algorithms．

　　　Kuno　reported　in　［15］　that　his　trapezoidal　branch－and－bound　algorithm　can　solve

the　problem　with　linear　ratios　even　when　the　number　of　ratios　exceeds　ten．　However，

there　is　a　little　theeretical　flaw　in　［15］．　ln　this　paper，　we　will　correct　it　and　show　that

his　algorithm　works　correctly　and　ge’　nerates　globally　optimal　solutions　even　though　it

’was　designed　based　on　an　incorrect　observation．　Moreover，　we　will　develop　an　inexpen－

sive　procedure　for　tightening　the　upper　bound　of　the　trapezoidal　algorithm　significantly．

The　orga皿ization　of　the　paper　is　as　follows。　In　Section　2，　we　present　an　outlille　of　the

trapezoidal　algorithm　and　show　the　flaw　in　［15］．　We　also　re－prove　the　correctness　of　the

algorithm．　ln　Section　3，　we　show　that　the　upper　bound　of　the　trapezoidal　algorithm

’can　be　more　tightened　using　a　characteristic　of　ratios，　and　then　propose　two　revised

branch－and－bound　algorithms．　Section　4　is　devoted　to　a　report　of　computational　com－

parison　between　the　revised　algorithms　and　the　original　one．　ln　Section　5，　we　give　some

concluding　remarks．

2 Linear　sum”一〇f－ratios　problem　and　the　trapezoidal　algorithm

The　problem　we　consider　in　this　paper　is　a　linear　sum－of－ratios　problem：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　maximiz…書課

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　Ax＝：b，　x）O，

where　A　E　IRM　X”，　b　E　IRM，　ci，dT　E　IR”　and　7i，6i　E　IR　for　i　＝1，．．・，p・　’We

feasible　set　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　＝＝　｛x　E　IR”IAx　：b，　x　2　O｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

（2．i）

denote　the
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and　assume　that　X　is　bounded　and　has　a　nonempty　interior．　VV’e　also　assume　throughout

the　paper　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cZx十7i＞O，　dtx十6i＞O，　i一．．一1，．．．，p．　（2．2）

Under　this　condition，　each　ratio　（dZx　十　6i）／（cax　十　ori）　is　pseudomonotonic　on　X　（i．e．，

pseudeconcave　and　pseuddconvex；　see　［2］　for　detail）．　The　sum　of　pseudomonotonic

functions　is，　however，　neither　pseudocencave　nor　pseudoconvex，　even　nor　quasiconvex　in

general．　Therefore，　（2．1）　can　have　multiple　locally　optimal　solutions，　many　of　which　fail

to　be　globally　optimal；　and　besides，　no　vertex　of　polytope　X　might　provide　a　globally

eptimal　solution　for　（2．1），　unlike　the　usual　global　optimization　problems　of　maximizing

a　convex　function．

　　　We　first　run　over　basic　workings　of　the　trapezoidal　branch－and－bound　algorithm　［15］

for　globally．　f　olving　this　multiextremal　global　optimization　problem　（2．1）．

OvERvlEw　oF　THE　TRAPEzolDAL　ALGoRITHM

For　convenie：nce，　let．us　introduce　two　vectorsξandη，　each　of　p　au）ζiliary　variables，　and

define

　　　　　　　　　　　　　Ω＝｛（ξ，η）∈］R2P　lξ＝Cx＋’γ，η・＝Dx＋δ，　x∈X｝，

where
　　　　　　　　　　　　c一「茎1…［誰］，D一［ll］，δ一［1］・

We　also　select　four　appropriate　numbers　si，　ti，　zti　and　vi　fbr　each　i＝1，．．．，psuch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　O〈Si≦min｛（dZx十δの／（cZx十笏）Ix∈X｝

　　　　　　　　　　　　　　　　瞬ξ濫1㌫）隻）1／£c著詰｝蹴∈♂｝　　（2・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　oc＞Vi≧max｛（cz十dZ）x［x∈X｝十％十δi．

Usin．g　these　numbers，　let　us　de且ne

　　　Pi＝・｛（ξわη∂∈R葦lzei≦ξi＋η乞≦Vi｝，　△i＝｛ξ1，ηの∈R葺ISitgi≦ηi≦ti＆｝，

where　R集denotes　the　nonnegative　orthant　of　R；an（玉let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　＝＝　r・×…×rp，△＝△・×…×△P・

Then（2．1）is　reduced　to　an　equivalent　2p－dimensional　problem：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（P）maxim’ze「§η¢／ξi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　（ξ，η）∈Ω∩1’∩△．

The　branch－and－bound　algorithm　proposed　in［15］solves（P）recursively　while　replacing

△kby

　　△侮＝・｛（ξκ，ηfO）∈R葺．　I　Sk　9k≦η≦Wkξk｝，　△窯＝｛（ξfO，ηk）、∈Ri‡レωiCξk≦η≦砺ξ髭｝
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Figure　2．1：　Overestimator　ipi　of　ni／Ci・

fbr　some　k　and’ωk∈（sic，tk）．　The　key　to　e伍ciency　of　this　kind　of　algorithms　is　held　by

the　bounding　operation．　ln　［15］，　it　is　carried　out　by　solving　a　relaxed　problem　of　（P）．

　　　The　objective　function　of　the　relaxed　problem　is　a　sum　of　overestimators　for　ni／6，’s，

each　of　which　is　defined　by　two　afline　functions　on　the　trapezoid　ri　n　Ai　（see　Figure　2．1）．

Let　us　denote　the　four　vertices　of　ri　n　A，　by

S　＝：　（zei，　sizLi）／（＄i　＋　1），

U　＝　（vi，tivi）／（ti　＋　1），

T　＝＝　（v’i，＄ivi）／（si　＋　1）

V　＝　（zei，tiztt）／（tz　＋　1）．

One　of　the　aMne　functions，　say　fi，　is　determined　to　pass　ni／Ci　at　S，

other，　say　gi，　passes　it　at　T，　U　and　V．　Then　we　have

撫1＝翻鰍雛‡£り

T　and　V；　and　the

（2．4）

The　overestimator　for　ni／＆　is　given　by　the　pointwise　minimum　of　these　as　follows：

Proposition　2．1
（6i，opi）　E　ri：

ipi（6i，ni）　＝　minM（＆，ni），gi（Ci，　ni）｝・ （2．5）

Fun伽n　iPi　i＄　eoncαve，　PO彦yhe伽♂α翻3α孟師θ8診んε翅0切吻メOT・any

撫謙撫！，r△’｝

Proof：　See　LEMMA　3．1　in　［15］．

（2．6）

一

　　　In　［3］，　Benson　pointed　out　that　ipi　is　a　concave　envelope　of　ni／＆，　i．e．，　a　minimal

concave　function　overestimating　the　value　of　ny，／Ci，　on　ri　n　Ai．　Anyway，　the　sum　of

4
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concave　functiens　is　concave；　and　hence　we　have　a　concave　maximization　problem，　which

gives　an　upper　bound　of　（P）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（p）lmaximize　g＝＝1．li．．1，ipi（＆）ni）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　（C，ny）ES2　n　r　n　A．

Let　（e，ij）　be　an　optimal　solution　to　（P）　and　let　7　＝　2）：．．，　ipi（Ci，iji），　which　is　regarded　as

一一一
Z〇　when　（P）　is　infeasible，　lf　2　is　less　than　or　equal　to　the　incumb　ent　value　of　（2．1），　we

can　discard△from　the　further　consideration　in　the　branch－and－bound　algorithm．

FLAW　IN　［15］　AND　ITS　CORRECTION

In　［15］，　it　is　asserted　that　（P）　is　equivalent　to　a　linear　programming　problem：

maxlmlze

subj　ect　to

ア

Σ跳
ゴニユ

Ax＝b，　x≧0

i　＝　1，．．．，p，

（2．7）

where
　　　　　　　　　　aii　＝＝　〈ti　＋　1）（6i　一一　＄i’yi）　＋　siui，　i（3i　＝＝　（si　＋　1）（6i　一一　ti”yi）　＋　ti　vi．

Although　（F）　is　certainly　a　linear　programming　problem，　this　assertion　is　incorrect　as　is

shown　by　a　simple　example　belew，

Example　2．1　Consider　a　three－dimensional　problem：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．　x2＋1．xl＋1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　maxlmlze　一L一一r十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x2　十1　（2．8）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xl　十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　xi＋x2＋x3＝2，　x）O．

Problem　（P）　associated　with　（2．8）　is　of　the　form：

　　　　　　　　　　　　　　maximize　ni／＆＋772／62

　　　　　　　　　　　　　　subject　to　（C，　n）　EI　S－Z，　E，77　｝）O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2SCi＋niS4，　2一くg2＋n2S4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1／3）6，　S　n，　g　36，，　（1／3）C2　S　ep2　S　3e2，

where

　　　　　　　　st　＝（（c，n）ER41gs：：；：1；　Zs：：？：1；　：i，＋，x2＋x3－i）．

If　we　apply　the　trapezoidal　algorithm　with　bisection　of　ratio　1／2　（the　details　will　be

shown　later），　it　solves　the　following　subproblem　of　（2．9）　after　seven　iterations：

　　　　　　　　　　　　　maximize　opi／6i＋n2／6i

　　　　　　　　　　　　　subject　to　（C，7］）EShZ，　C，77　｝｝r　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2SCi＋niww〈4，　2’SC2＋n2・S4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1／3）＆　S　ep，　S　（2／3）＆，　C2　S　n2　S　（4／3）C2・
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The　relaxed　problem　of　（2．10）　is

－imize　min｛一（5／18）C’i　＋　（5／6）ni　＋　1／3一（2／9）＆　＋　（1／3）ni　＋　2／3｝＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．i．（　：［Y6，12；：EYSIZ；；2／3

　　　　subject　to　（C，　n）ES），　C，77　｝1：0

　　　　　　　　　　　　　2SCi＋niS4，　2SC2＋n2S4
　　　　　　　　　　　　　（1／3）＆　S　ni　S　（2／3）＆，　C2　S　n2　S　（4／3）C2・

Since　ei　＝　n2　and　e2　＝　ni　in　this　particular　example，

（2．10）　and　（2．11）　are　inconsistent．　However，

we　h　ave

maxlmlze
subject　to

｝

（2．11）

　　　　　　　the　last　two　constraints　in　both

if　we　transform　（2．11）　into　the　form　（2．7），

which　is　feasible　and　has　an　optimal　solution　x　＝　（1／3，　O，　2／3）　and　y　：　（2／3，　4／3）．　一

　　To　obtain　a　linear　programming　problem　actually　equivalent　to　（P），　we　have　to

replace　the　constraint　si　S　yi　g　ti　for　each　i　in　（2．7）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　si（cZx十　ori）　g　dZx十　6i　s　ti　（cZ　x十　tyi）．　（2．12）

Then　we　have

maxlmlze

subject　to

Yl　十　Y2

xl　＋x2＋x3　＝＝　1，　x）O

（5／9）x’i　一　（5／3）x2　十　2yi　S　16／9

（8／9）xi　一　（4／3）x2　十　4yi　S　28／9

一（7／3）xi　十　（7／3）x2　十　2・y，　S　2

－2xi　十　（8／3）x2　十　4y2　S　14／3

1／3gyig2／3，　1gy2S4／3，
　　　　　　　　　　　　　　　　，　O，　2／3）　and　y　：（2／3，　4／3）．

ア

Σ跳
ゼニユ

Ax＝b，　x≧0
（ti＋1）（Sicz　一　dりx＋2LiYi≦α琶

　（Si＋1）（ti　ci一♂）x＋勿1跳≦β¢

　（8ici一♂）x≦δ藪一3¢筋

　（dt－td　cつx≦ti　・γi一δi

i　：1，．．．，p・

（2．13）

Proposition　22　　Problem　62．15リis　eg｛Livαlent　to　rp？伽彦he　3εη・5θth　atげピ2．15ソis

雌脇わle，　tゐen・7＝一。・ノ・therwise，　f・r　any・P伽α1・S・傭・n（x，　y）t・ピ2．13ノωε伽ε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ＝C天十ツ，fi＝　DX十δ，7＝Σ雪¢・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

Proof：Letξ’・＝Cil＋’γandη’＝・D5i＋δ．　Then（ξ’，η’）is　a　feasible　solution　to（P）

and　satisfies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　yi一Σφ¢（ξ1，η1）≦Σφ¢（ξ、，77i）一12・　　　　　一（2・14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝　1　　　i＝1　　　　　　　i＝1

Since（ξ，η）is　a　point　ofΩ，　we　see　from　its　definition　thatξ・＝Cx’十ッa：ndη＝Dx’十δ負）r

some　x’∈X．　If　the　inequality　in（2．14）holds　strictly，　we　have　a　feasible　solution（x’，y’）

to（2．13）withΣ1，＝1〃1＞Σ蓼＝1玖by　letting雪1＝φ乞（ξ’，η’）fbr　each　i．　This　contradicts

the　assumption　that（X，　y）is　an　optim．al　solution　to（2，13）．　　　　　　　　　　　　　■
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RECONSIDERATION　OF　THE　TRAPEZOIDAL　ALGORITHM

Prob｝em　（2．7）　has　turned　out　not　to　be　equivalent　to　（P）．　Then，　does　the　algorithm　in

［15］which　solves（2．7）repea，tedly，　instead　of（2ユ3），　yield　incorrect　solutions　or　fail　to

converge　？　一　The　answer　is　NO．　We　should　notice　that　（2．7）　is　a　relaxation　of　（2．13），

and　hence　provides　a　lower　bound　for　（P）．

Proposition　2．3　・げ（「2．72　is　infeasible，オんeη・iii＝一〇〇ノether・wise♪ノbr　any　optima1

3・傭・n（x，　y）’≠・ピ2．7？　we　hαve

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7≦Σ多琶・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1・

Proof：　Let　（X，57）　be　an　optimal　solution　to　（2．13）．　For　each　i，　either　of　the　following

holds：

　　　　　　　　　　　l17i＝（ti＋1）（］7iii－sili）／’tLi＋si〈一（si＋1）（77i一一tili）／vi＋ti　（2．15）

　　　　　　　　　　　玖＝（Si＋1）（犠一丁ξ葱）／Vi＋孟琶く（ち＋1）（i7i　一　Sili）妬＋Si，　（2・16）

where亀＝c触＋・γi　and玩＝dis（＋δ¢．　Since　X　satisfies（2・12），　we　have　siξi≦η2≦tiξi・

Therefote，　in　cag．　e　（2．15），　we　have　si　f｛1　yi　S　ti．　immediately．　Even　in　case　（2．16），　we　have

鱗≦ちsimilarly．　T（）show　si≦玖in（2ユ6），　we　need　to　use　the　inequalityξ¢＋犠≦勿¢as

well：

跳　＝

2

（siii7i　＋　i77i　一・　3iti6i　一　tigci）／vi　＋　ti

（si77Fi　＋　si6i　一一一　ti77i　一　tiCi）／・・i＋ti

（si　一　ti）（6i　＋　Ziiii）／vi　＋　ti　1｝ir　si・

In　either　case，　we　have　si　S　yi　S　ti　fer　each　i．　This　implies　that　（X，　Y）　is　a　feasible

solutien　to　（2．7）．　The　objective　functien　of　（2．7）　is　the　same　as　（2．13）；　and　hence　its

optimal　value　is　never　below　7．　一
　　　Let　us　denote　by　i’V　the　optimal　value　of　（2．7）　and　regard　it　as　一〇〇　when　（2．7）　is

infeasible．　As　shOwn　by　Proposition　2．4，　we　have　zN　〉一　2；　and　besides　we　know　that　7

is　an　upper　bound　on　the　optimal　value　．of　（P）．　Therefore，　if　xN　i’s　less　than　or　equal　to

the　incumbent　value　of　（2．1），　we　can　discard　A　from　the　further　consideration．　The

incumbent　can　be　updated　to　fi　if　necessary，　because　ff　is　an　feasible　solution　to　the

target　problem　（2．1）．　’17he　algorithm　werks　without　any．　trouble　as　long　as　we　use　an

exhaustive　subdivision　rule　（see　e．g．　［8］）　such　as　bisection　to　divide　A　＝＝　Ai　×　…　　×　Ap．

This　rule　selects　Ak　＝　｛（Ck，nic）　E　IR3　1　skCk　ff｛　nk　ff｛　th6k｝　with　the　longest　［sk，tk］　and

sets　wic　＝　（1　一　A）sk　十　Atk　for　any　fixed　ratio　A　c　（O，　1）．

　　　As　for　the　w－division　rule，　the　algorit．hm　seems　to　fail　because　an　optimal　optimal

solution　（X7　Y）　to　（2．7）　might　not　satisfy　（2．12）　for　some　i．　The　w－division　rule　selects

Ak　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　E　arg　max｛ipi（Ci，n’Vi）　一　n’Vi／＆　l　i　＝＝　1，t・・，p｝，

and　sets　wic　＝＝　fik／Ck，　where　4i　＝＝　ci　X＋　tyi　and　nNi　＝＝　dtX＋　6i　for　e　ach　i．　Hence，　if　（2．12）

is　not　satisfied　for　all　i，　then　wk　deviates　from　the　interval　［sk，tic］　and　A　cNannot　be

．divided．　ln　that　case，　however，　A　contains　no　feasible　solution　better　than　（C，fi）　and

can　be　discarded　from　the　further　consideration．
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Proposition　2．4　Assume　that（2．7？has　an　oPtimag　sogntion（fi，Y）

αn（オ勾＝・DX十δ．・げ（ξ，勾）sαtisfies

玩／ξi．～ぎ（Si，ti），　　i＝1，・…　　P・

and　let　e　：CX十7

（2．17）

then　A　has　no　feasible　solution　to　（P？　better　than　（g，ij）．

Proof：We丘rst　remark　that御ξ¢≧＄i　for　each　i．　Otherwise，　we　’have

す葛≦　（ti＋1）（｛厚琶一Si　Ci）／IILi＋Si＜Si，

which　is　inconsistent　with　the　constraint　yi　2　si　in　（2．7）．　Therefore，　（2．17）　implies

n’V堰^Ci＞ti，　i　＝＝1，．．．，p・ （2ユ8）

We　then　h　ave　fi（Ci，nNi）　〉　ti　immediat　ely，　and

9i（ξ¢，万の　　＝　　（ち玩＋万¢一5信ちξ¢一Siξの／zei＋Si

　　　　　　　　＞　　（ti　一　si）（ξ盛＋づ7∂／r砺＋ち≧ち

by　noting　6i＋万乞≧tl，t・i．　We　see　from　these　that翫＝ti　holds　for　each　i．　On　the　other　hand，

from　Proposition　2．1，　we　haveφ¢（ξ，，犠）＜鶏／ξ¢because（ξi，魏）¢△i．　Conse（luently，　we

have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　ア
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ση乞／ξ乞≦2＝ΣちくΣ万¢／ξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　i＝＝1　　　i＝1

for　a：ny　feasible　solution（ξ，η）to（P）．・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　　　As　observed　above，　the　trapezoidal　algorithm　works　correctly　on　（2．1）　in　spite　of

the　theoretica玉fl　aw　in［15］．　Furthermore，　solving（2．7）has　the　adva：ntage　over（2．13）

in　some　respect．　Each　successor　of　（P），　say　（P’）　obtained　by　dividing　Ah，　is　different

from　（P）　only　in　either　sk　or　tk．　To　solve　the　relaxed　problem　of　（P’），　starting　from

an　optimal　solution　to　the　relaxed　prob］em　of　（P），　we　usually　restore　its　feasibility　and

then　reestablish　the　optimality，　using　sensitivity　analysis　of　the　simplex　algorithm　（see

e．g．　［4］）．　This　process　can　be　done　more　elliiciently　on　（2．7）　because　two　of　the　four

constraintsinvo｝ving　sk　or　tk　are　j　ust，　bounding　constraints　on　yk　in　（2．7）．　However，　it　is

also　a　fact　that　the　upper　bound　xN　given　by　（2．7）　is　inferior　to　2．　lt　will　cause　relatively

rapid　growth　of　branching　trees．　ln　the　next　section，　we　will　discuss　a　procedure　for

tightening　the　upper　bound　zN．

3 Tightening　of　the　upper　bound　and　its　applications

Let　us　suppose　that　the　relaxed　problem　（2．7）　has　an　optimal　solution　（X，　Y），　and　let

E　＝＝　CX＋7　and　fi　＝　DX＋　6．　lf　nNi／6i　¢　（si，ti）　for　each　i，　we　need　not　tighten　the　upper

bound　zN　一一一　Z）｛．．i　yNi　any　i　nore，　as　seen　in　Proposition　2．4．　Therefore，　we　assume　for　some

2’　E　｛1，．．．，p｝　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3ゴく万ゴ／ξ∫＜ち・
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Figure　3．1：　Tightening　the　upper　bound．

Then　we　can　easily　chec：k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sゴくプ》（ξゴ，万ゴ），　　8ゴ＜9ゴ（ξゴ，万ゴ）＜孟ゴ，

and　see　that　the　value　of鱗depends　on　neither　sゴnor孟ゴdirectly，　but　onφゴ（ξゴ，万ゴ）・1・et
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ

us　try　improving　this　upPer　boundφゴ（ξン，坊）on％／ξフby　noting　t：hat　the　value　ofξ3／ηゴ

is　constant　along　the　half　line　defined　byηゴ＝・⑦ゴ／ξフ）ξゴ（see　Figure　3・1）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　Let　us　denote　thc　intersection　points　ofηゴ＝・（万ゴ／ξゴ）ξンwith彰十ηゴ＝zeゴandξ｝十ηゴ＝vゴ

respectively　by

　　　　　　　　　　　　　x＝　（鴛ゴξゴ，賜ゴ万ゴ）／（c2’＋万ゴ），　　y＝　（vゴξフ，・びゴ万ゴ）／（ξン＋万ゴ）・

Both　the　values　ofηゴ／ξンat　X　and　y　are万ゴ／彰．　Also，　the　values　ofφゴat　X　andγ，　given

byノ》and　gゴrespectively，　coincide　as　fbllows＝

　　　　　　　φゴ（X）＝ノy・（．X）＝［（sゴ十ち十1）坊一3ゴちξレ］／（6，十万」）＝9ゴ（γ）＝＝φゴ（γ）・

Sinceφゴis　concave　and　overestimatesηゴ／彰on　rゴ∩ムゴ（Proposition　2ユ），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φゴ（ξ3，劾≧φゴ（x）＝φゴ（γ）≧万ゴ／ξゴ・

If　we　replace島＝・φゴ（ξゴ，万ゴ）byσゴ＝・φゴ（X），　the　upPer　bound　2＝・Σタ＝1多ゴimproves　a：nd

will　suppress　the　rapid　growth　of　branching　trees．

　　　Let

　　　　　　　　　　　　ψ¢（Ci，nj　＝＝　［（s，　＋　ti　＋1）ηi－Sitiξ。］／（ξ，＋ηの，　i＝1，…　，P・

1：ngeneral，　the　fbllowing　relationship　holds　amongφ¢，ψゼandη歪／＆：

9



Proposition　3．1 For　any　（Ci，ni）　E　ri　we　have

誰：騰維騰劇！謙△弓

Especially　when　（Ci，epi）　is　an　interior　point　of　ri　A　Ai，

stric吻．

（3．1）

オんe脅3孟如。伽ε卿α擁θ3hold

Proof：　Let　（C；・，ng・）　be　a　point　in　ri．　We　have　already　＄hown　that　the　first・　two　inequalities

hold　when　（g4・，epE・）　lies　on　the　interior　of　Ai．　lf　it　is　a　boundary　point　of　Ai，　both　the

values　of　dii　and　Vi　are　si　or　ti．　Now，　suppose　（CS・，n6・）　is　an　interior　point　of　ri　n　Ai　and

show　that　the　inequalities　hold　strictly．　There　are　two　cases　to　consider：

fi（eS・，ep；・）　s　gi（cS一，n一）

fi（g・，n；・）　〉　gi（C；・，nl・）・

（3．2）

（3．3）

In　case　（3．2），　we　have　ipi（6g・，　ni・）　：　fi（Ct・，n6・）　and

　　　　　　　　fi（C一，n・）　一一一　Vi（gg・，opt・）　＝（ti　＋　1）（op：一　一一　si6g・）（6g・　＋　n：・　一一一一　u）／［ui（e6・　＋　ny・）］　〉　O

because　si　CS・　〈　ng・　and　zei　〈　6S・　＋　nS・．　Also　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　thi（C6・，　n4・）　一　（nS・　一　siCS・）（ti64・　一　nS・）／［eS・（C・　＋　ny一）］　〉　O

because　＄iCS・　〈　opt・　〈　ti　el一．　ln　case　（3．3），　we　may　replace　ipi（eS一，opg・）　：　fi（eS・，n6・）　by　gi（C6・，n4・）・

The　last　two　inequalities　in　（3．1）　can　be　proved　in　the　same　way．　一

REVISED　TRAPEZOIDAL　ALGORITHM
L’?煤@us　revise　the　trapezoidal　branch－and－bound　algorithm　using　the　procedure　thi　for

tightening　the　upper　bound　iN．　We　denote　by　c　2　O　a　given　tolerance　for　the　optimal

value　of　the　target　problem　（2．1）．

aigorithm　TRAPEZOID
begin
　　　for　i　＝　1，．．．，p　do　begin

　　　　　　compute　si，　ti，　ui　and　vi；

　　　　　　ri　：＝：　｛（6i，ni）　E　IR3　l　ui　s　ci　＋　nyi　s　vi｝；　Ai　：＝＝　｛（ei，ni）　E　IRI　1＄i＆　s　m　s　ti＆｝

　　　end；

　　　r・＝r、x…×rp；△・＝△、×…x△。；の・二｛△｝；z‘・＝0；

　　　whileの≠のdo　begin

　　　　　　select△∈つand　setつ：一つ＼｛△｝；define　a　subproblem（P）with△；

　　　　　　for　i　＝：　1，．．．，p　de

　　　　　　　　determine　the　overestimator　¢i　of　Tli／＆　on　ri　n　Ai；　’

　　　　　　construct七he　linear　programming　Problem（2．7＞usingφ¢，s；

　　　　　　solve　（2．7）　to　obtain　an　upper　bound　z’V　on　the　value　of　（P）；

　　　　　　if　z’V　一一一　2rC　〉　E　then　begin

　　　　　　　　set　4＝　CX十7　and　ij　＝＝　DX十　ti　for　an　optimal　solution　（x，　y）　to　（2．7）；

　　　　　　　　if　2：＝i　n’Vi／Ci　〉　xC　then

10



　　　update　zE　：＝　Ze・＝i　opn’i／Ci　and　xC　：＝＝　X；

for　i　＝＝　1，．．．，p　do

　　　if　si　〈　nNi／＆　〈　ti　t　hen　gi　：＝　zbi（＆，fiD；

tighten　the　upper　bound　to　2：＝　£：．．i　yNi；

if　2　一一　2e　〉　E　then

　　　select　k　E　｛1，．．．，p｝　and　wk　E　［sk，tk］；

　　　A’le：＝｛（ek，nk）　E　IR3　l　skCk　S　nk　〈．　wk6ic｝．；

　　　A’k’　：＝｛（6k，nk）　E　iR3　l　wk6k　g　nh　g　th6h｝；

　　　A’：＝　Al　×’”×　Ak　×’”×　Ap；　A”　：＝　Al　×　’”×　Ak’　×　’”×　Ap；

　　　D：＝つu｛△’，△”｝

end

　　　end

end；

　　　Although　the　rule　fbr　selecting△∈のis　not　specified　in　this　description，　we　can

use　any　one　of　the　usual　selection　rules　in　branch－and－bound　algorithms　（see　e．g．　［8］）．

Typical　ones　are　the　depth－first　rule，　where　A　is　taken　from　the　head　of　the　list　1＞　and

｛A’，　A”｝　is　put　back　there，　and　the　best－bound　rule，　where　A　with　largest　zA’　is　taken

out　ofつ，　To　select　k∈｛1，…　，p｝and　wk∈［＄k，砺］，　we　can．　adopt　either　bisection　orω一

division，　as　in　the　original　algorithm　shown　in　the　previous　section．　Essentially，　algorithm

TRAPEZOID　has　・the　same　structure　as　the　original，　except　for　the　tightened　upper

bound，　and　hence　behaves　similarly　as　follows　（see　THEOREM　5．1　and　CORO　LLARY
5．2　in　［15］　for　proofs）：

Theorem　3．2　When　E＞O，　qlgorithm　TRA．　PEZOID　terminates　ofter　a　finite　nzsmber

O／iterations　and　yields　a　glOわ吻E－optimαg　solu彦20ηXご孟。脚δ！θ呵2。η．

Corollary　3。3　Suppose　6＝0．」rf　the　best－boun，d　rule　isαdopted　in　5e♂εc引照g△∈つ，

the　sequence　Of　x6　’s　generated　by吻orithm　TRAPEZO皿）ゐα8伽蜘・翻3，θαcん。ノ痂。ん

is　a　glob吻・P伽α1・sotution彦・pr・blem　（2．1ノ．

SIMPLIFICATION　OF　THE　ALGORITHM

The　procedure　zbi　is　based　on　a　simple　observation　but　highly　effective　in　suppressing

the　growth　of　branching　trees，　as　will　be　indicated　by　numerical　results　in　Section　4．

Those　suggest　an　expectation　that　the　algorithm　might　still　work　well　by　means　of　thi

even　if　we　further　relax　the　problem　（2．7）．　Here，　instead　of　（2．7），　we　propose　to　solve

the　following　problem　in　the　bounding　operation：

maxlmlze

subject　to

ア

Σ跳
ゼニユ

Ax＝・b，　x≧O
！画聖乞£Ld乞）x＋”］iYi≦＆｝i　＝＝・・…・・P・

（3．4）
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Figure　3．2：　Simplified　overestimator．

This　is　associated　with　a　simplification　of　（P）：

（p’） maxlmlze

subject　to

　　　　ア

z＝＝　29i（ξ葛，η∂

　　　をニユ

（ξ，η）∈Ω∩r’∩△，

where
　　　　　　　　　　　　　r：・一｛（4，，ni）EIR316i＋rli　g　vi｝，　r’＝　rl×…　　×rS．

The　reason　why　we　drop　fi　from　each　overestimator　ipi　＝　min｛fi，gi｝　is　that　fi　i　s　supposed

to　be　less　active　than　gi　in　the　maximization　problem．　Since　p　constraints　are　removed，

（3．4）　is　easier　to　solve　than　（2．7），　though　the　upper　bound　loosens．

Proposition　3．4　ij　（3．4？　is　infeasible，

soZution　（ry．1　’vtX」Y）　to　（3．4？　we　have

then　7＝一〇。ノ。孟んθ噸5ε，．勉αny　OP伽α♂

　　　　　　　ア

2≦2≦Σ鱗．
　　　　　　　i；　1

Pr’oof：

一

Follows　from　the　inclusion　relation　between　the　feasible　sets　of　（2．7）　and　（3．4）．

　　　Suppose　that　（3．4）　is　feasible．　Let　zN’　＝　£：，．，　yN，｛，　C’V’　＝　C3（’　＋　・y　and　i7’　＝　DY’　＋　6　for

an　opt，imal　solution　（NxN’，　Y’）　to　（3．4）．　Even　this　leose　uppe．vr　bound　zN’　can　be　tigbtened　if

we　replace　ZJS・　by　th，・（6’ C’・，7NV0L）　for　each　2’　such　that　s，・　〈　7N］，’・／e；・　〈　t，・　（see　Figure　3．2）．　Since

（C；，，n’V，L）　E　Aj，　by　Proposition　3．1　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　弱＝9ゴ（ξs・，錫）≧φゴ（ξ；，錫）≧ψゴ（彰，％）≧彰／es・，
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1

　　　　　　　　　　　　　のi：nthe　next　sectlon．

4 Numerical　experiment

in　the　same　way　as　［15］：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　

maXlmlze

subject　to

之一 d｝鵯耗
ηノ

Σα晒く1・o，
ゴ＝1

　　　　　賜≧0・0，

k　＝1，＿，鵬

」’　一．pt一一　17．．．）nt7

（4．1）

麗搬盤温認纏盆画謙翻熱騰謂温竃珊珊

Linux　2．4．20．

EFFECT　OF　CHANGES　IN　p　AND　C

！潔謡艦縮n朧s監囎盤麟譜1雛題‘喪
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Figure　4．1：　Behavior　of　algorithms　using　bisection　when　（m，　n’）　＝　（60，40）　and　c　＝　10．0．
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Table　4．1：　Computational　results　of　three　algorithms　when　c　＝　10．0．

p＝　4 p　＝5 p　＝＝　6 p＝　7

mx　nl trap　simp　ore’ traP　SiMP　Ori9 trap　simp orig trap　simp 0短9

40×　60　sec　O．741　O．609　1．180

　　　　　　　＃　70．4　．　78．4　139．8

80×　60　sec　1．256　O．944　1．907

　　　　　　　ヲ学　　　81．4　　　77．6　　163．2

60x　80　sec　1．485　1．203　2．697

　　　　　　　＃　85．6　98．0　194．4

100×　80　sec　2．172　1．969　3．681

　　　　　　　＃　72．2　83．8　200．0

80×100　sec　2．338　2．068　4．094

　　　　　　　＃　86．0　89．0　216．4

120×100　sec　3．221　2．866　4．722

　　　　　　　＃　86．6　81A　188．8

1．517　1．366　3．006

154．4　199．8　358．8

2．357　1．887　4．805

196．0　221．0　454．4

2．732　2．036　5．764

198．0　193．0　474．0

3．983　3．899　13．86

179．2　229．8　894．0

4．049　3．926　8．077

194．4　257．2　494．0

4．918　4．689　8．671

162．4　23e．6　414．6

3．162　3．524　9．654

354．6　570．2　1，115

3．619　3．767　7．462

355．2　511．4　797．0

5．412　5，173　15．34

463．2　680．6　1，353

6．861　9．376　15．57

357．2　705．0　1，055

8．468　10．54　25．78

441．2　807．2　1，512

10，30　14．10　30．85

433．4　891．8　1，383

7．949　9．770　19．13

906．6　1，763　2，327

7．338　9．989　16．03

739．0　1，604　1，657

11．14　24．e7　37．40

925．0　2，993　3，112

13．46　20．85　46．07

864．6　1，996　2，897

15．02　30．17　45．88

799．0　2，397　2，536

22．51　35．16　78．17

976．8　2，376　3，731

4．2　shows’@the　average　CPU　seconds　taken　to　solve　the　same　instances　using　w－division．

Whichever　division　rule　it　uses，　the　computational　time　of　each　algorithm　increases　as

an　exponential　function　in　p．　However，　we　should　notice　that　algorith皿TRAPEZOID

requires　far　less　CPU　time　than　the　original　for　every　p．　Even　the　simplified　version

takes　less　CPU　time　than　the　original　for　each　p　when　using　bisection，　and　for　p　S　6

when　using　w－division．

　　　Figures　4．3　and　4．4，　respectively，　show　variation　in　the　average　CPU　seconds　taken

to　solve　ten　instances　with　p　fixed　at　6　for　each　value　of　c，　using　bisection　and　w－divisien．

Since　the　overestimator　ipi　is　rather　poor　in　estimating　ni／＆　near　the　origin　of　the　Ci－

ni　space　［15］，　the　computational’time　of　the　original　algorith．m　increases　explosively　if

the　value　of　c　decreases　below　around’　ten．　We　can　see　from　these　line　plots　that　this

weakness　is　overcome　considerably　with　the　procedure　cbd．　Especially　when　using　w－

division，　even　the　simplified　algorithm　requires　fairly　less　CPU　time　than　the　origina｝

for　c　S　20．0，　despite　the　removal　of　fi　from　the　overestimator　ipi．

EFFECT　OF　CHANGEs　IN　（m，　n’）

We　next　compare　three　algorithms　on　（4．1）　of　size　（m，　n’）　larger　than　（60，40）．　Except

for　the　above　observation，　we　can　study　from　Figures　4．1　and　4．2　that　the　w－division　rule

is　more　eflicient　than　bisection　when　p　is　a　small　number，　say　less　than　eight．　Also，　we

have　seen　that　it　is　demanding　for　the　original　algorithm　to　solve　instances　with　c　〈　10．0．

Therefore，　We　employed　the　w－division　rule　in　each　algorithm　and　solved　ten　instances
with　c　＝　10．0　for　each　（m，　n’）　E　｛（40，60），　（80，　60），　（60，　80），　（100，　80），　（80，100），　（120，100）｝，

as　changing　p　E　｛4，　5，　6，　7｝．

　　　Table　4．1　shows　the　computational　result，　which　contains　the　average　CPU　sec一
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onds　（sec）　and　the　average　number　of　branching　operations　（＃）　needed　by　a1gorlthm

TRAPEZOID（trap），　the　simplified　version（simp）and　the　original　algorithm（o吻）f〈）r

each伽，　n！）and　p．　Both丘gures　of　each　algorithm　increase　mildly　with　in．crease　in　the

size　of　（m，　n’），　in　contrast　to　their　rapid　change　depending　on　p‘　As　expected，　the　pe；r

forman6e　bf　algorithm　TRAPEZOID　is　superior　to　that　of　the　original　for　every　（m，　n’）

and　p．　lt　should　be　noted　that　the　simplified　version　takes　less　CPU　time　than　algorithm

TRAPEZOID　for　each　（m，　n’）　when　p　is　less　than　six．　Since　the　former　almost　alwaJys

requires　more　br’≠獅モ?奄獅〟@operations　than　the　latter，　this　is　due　to　the　ease　of　solving　the

relaxed　problem　（3．4）　compared　with　（2．7）．　Unfortunately，　the　performance　of　the　orig一・

inal　algorithm　impeded　further　comparisons　on　instances　of　larger　（m，　n’，p）．　Algorithm

TRAPEZOID，　however，　could　solve　them　rather　efficiently　unless　p　exceeds　ten．

5 Concluding　remarks

1：nthis　paper，　we　pointed　out　a　theoretical　flaw　in　our　previous　paper［15］．　The些ear

program　（2．7）　has　been　asserted　in　［151　to　be　equivalent　to　the　re］axed　problem　（P）　of

t，he　linear　sum－of－ratios　problem　（P）．　Actually，　it　is　not　equivalent　to　but　is　a　relaxed

problem　of　（P）．　The　trapezoidal　branch－and－bound　algorithm　proposed　in　［15］　solves

this　incorrect　（2．7）　repeatedly．　Nevertheless，　it　converges　to　a　correct　globally　optimal

solution　to　（P），　as　we　proved　in　Section　2．　To　tighten　the　upper　bound　yielded　as　the　op－

timal　value　of　（2．7），　we　proposed　the　procedure　thi，　which　exploits　a　relationship　between

ni／Ci　and　its　overestimator　toi．　This　is　a．simple　procedure　but　significantly　effective　in

suppressing　the　growth　of　branching　trees，　as　shown　in　the　previous　session．　We　also

showed　that　cbi　enables　us　to　further　relax　（2．7）　without　damaging　the　performance　of

the　algorithm　not　so　much．

　　　The　procedure　Vi　is　not　only　applicable　to　（2．7），　but　can　also　be　used　for　the　original

relaxed　problem　（P）．　ln　that　case，　since　we　can　expect　a　still　tighter　upper　bound，　the

number　of　bra皿ching　operations　would　be　further　decreased．　Also，　we　could　design　a

procedure　similar　to　thi　for　improving　the　overestimater　of　ni／＆　proposed　by　Benson

［3］．His　overestimator　is　de丘ned　on　rectangles　but　using　two　a伍ne　functions　like　ours．

Details　of　these　matters　will　be　reported　elsewhere．
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