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Inefiiiciency　of　Nash　Equilibria　in　Networking　Games　of

Common－Pool　Resources

Hisao　Kameda’　and　Eitan　Altman＊

Abstract

　　　There　exist　many　systems　that　consist　of　a　common－pool　resource　shared　by　multiple　users，　each　of

whom　strives　to　optimize　its　own　utility　noncooperatively　by　determining　its　input　to　the　common一一pool

resource．　Such　systems　are　regarded　as　noncooperative　games．　The　situations　where　every　user　has

attained　its　optimization　coincidently　but　noncooperatively　are　Nash　equilibria．　ln　this　article，　first，　it　is

seen　that，　in　a　fairly　general　framework　of　such　systems，　Nash　equilibria　are　strongly　Pareto　ineflicient，

that　is，　for　each　of　these　Nash　equilibria，　there　exists　another　situation　where　all　users　have　better　utilities

than　in　it．　Then，　a　number　of　examples　of　such　situations　in　communication　networking　are　presented，

which　are　similar　to　the　‘tragedy　of　the　commons’　in　economics．　ln　particular，　this　article　considers　a

noncooperative　flow－control　problem　for　communication　networks　with　multiple　ports　of　entry　and　of

exit，　where　each　user　decides　its　throughput，　as　its　input，　so　as　to　optimize　its　own　performance　objective

as　its　utility．　As　such　an　objective，　we　mainly　consider　the　power　which　is　the　quotient　of　the　throughput

over　the　expected　packet－passage　time．　The　existence　of　a　Nash　equilibrium　is　given．　lt　is　shown　that　this

Nash　equilibrium　has　strong　Pareto　inefficiency．　lt　is　also　shown　that　for　a　category　of　networks，　the　de－

gree　of　Pareto　inefficiency　increases　as　the　number　of　users　increases，　and　it　can　increase　without　bound

in　some　cases．　We　also　show　a　flow－control　version　of　the　Braess－like　paradox．　Furthermore，　we　con－

sider　another　flow－control　segting　with　additive　costs　and　the　power　control　in　wireless　communications．

　　　Keywords一一　Braess　paradox，　common－pool　resource，　fiow　control，　Nash　equilibrium，　noncoopera－

tive　game，　Pareto　optimum　and　inefliciency，　power，　power　control，　tragedy　of　the　commons．

1 Introduction

There　exist　many　systems　where　multiple　independent　users，　or　players，　may　strive　to　optimize　each　own

utility　by　determining　its　input　to　a　common－pool　resource，　which　can　be　regarded　as　noncooperative　games．

The　situation　where　each　user　attains　its　own　optimum　coincidently　is　a　Nash　equilibrium．　For　example，

communication　networks　like　the　lnternet　are　becoming　more　and　more　widespread　and　are　having　more

important　roles　in　societies．　As　the　scale　of　a　communication　network　increases，　the　number　of　independent

users　or　organizations，　like　lnternet　service　providers，　that　j　oin　the　network　tends　to　increase．　lt　is　natural

that　these　independent　users　seek　their　own　benefits　or　utilities　noncooperatively．　Thus，　such　systems　are

regarded　as　noncooperative　games．

　　　Nash　equilibria　may，　however，　be　Pareto　inefficient，　that　is，　there　may　exists　another　situation　of　a　system

where　no　users　have　less　benefits　and　some　more　benefits　than　in　the　Nash　equilibrium　of　the　system．　Dubey

（1986）　showed　that　Nash　equilibria　may　generally　be　Pareto　ineffi　cient，　but　it　appears　to　be　diMcult　to　obtain

the　concrete　cases　of　inefficient　Nash　equilibria　from　his　result．　ln　particular，　we　call　a　situation　of　a　system

strongly　Pareto　ineLfficient　if　all　users　have　more　benefits　in　another　situation　than　the　situation．　As　for　the

communication　and　transportation　networks，　however，　examples　of　such　strong　Pareto　inethciencies　have

been　shown　with　respect　to　noncooperative　routing，　first　by　Braess　（1968），　and　a　number　of　related　studies
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followed　（Murchland，　1970；　Frank，　1981；　Cohen　and　Kelly，　1990；　Kelly，　1991；　Cohen　and　Jeffries，　1997；

Korilis　et　aL，　1995；　Korilis　et　al．，　1999；　Roughgarden，　2001）．　As　for　the　non－cooperative　load　balancing　in

distributed　computer　systems，　the　existence　of　paradoxes　similar　to　Braess’s　that　appear　only　in　the　case　of

a　finite　number　of　players　but　not　in　the　case　of　infinitesimal　players，　in　the　same　environment，　has　been

shown　（Kameda　et　al．，　2000；　Kameda　and　Pourtallier，　2002）．　Note　that　load　balancing　and　routing　have

mutually　similar　logical　structures　that　are　different　from　those　of　the　systems　considered　here　（Tantawi　and

Tovvsley，　1985；　Kameda　et　al．，　1997；　Li　and　Kameda，　1998；　Altman　and　Kameda，　2001）．

　　　On　the　other　hand，　flow　control　is　also　a　very　important　issue　in　communication　networks　（Hsiao　and

Lazar，　1991；　Parekh　and　Gallager，　1993；　Chakravorti，　1994；　Korilis　and　Lazar，　1995；　Altman　and　B　asar，

1998；　Ching，　1999）．　lt　is　necessary　to　keep　the　adequate　amount　of　flow　through　and　the　proper　congestion－

level　of　a　communication　network　by　controlling　the　admission　rates　of　packets　to　the　network．　lt　is　natural

to　think　of　noncooperative　optimal　flow　control　and　of　the　Nash　equilibrium　concept　therein．　lt　appears，

hovvever，　that　few　studies　have　addressed　the　issue　of　Pareto　inefliciency　of　Nash　equilibria　in　noncooperative

flow　control．　This　article　addresses　mainly　this　issue．　ln　addition，　we　note　that　the　Nash　equilibrium

concept　has　been　discussed　with　respect　to　the　power　control　in　wireless　communications　（Famolari　et

al．，　1999；　MacKenzie　and　Wicker，　2001；　S　araydar　et　al．，　2001；　S　araydar　et　al．，　2002；　Ji　and　Huang，　1998）．

We　slightly　touch　on　it．　The　examples　of　such　systems　as　considered　here　have　been　studied　in　social　science

under　the　name，　‘Tragedy　of　the　Commons’　（see，　Hardin　（1968），　Roemer　（1989），　Roemer　and　Silvester

（1993），　Funaki　and　Yamamoto　（1999），　etc．）．

　　　This　article　first　shows　a　fairly　general　framework　of　strongly　Pareto－inefficient　Nash　equilibria．　Also

mentioned　are　some　concrete　examples　of　nonc　ooperative　games，　all　of　which　are　shown　to　have　strongly

ine伍cient　Nash　equilibria．　In脚icul飢，　this飢icle　considers　a　now－control　problem　for　communication

networks　with　multiple　ports　of　entry　and　of　exit，　where　each　user　decides　its　throughput，　that　is，　the　rate　of

its　packets　to　inj　ect　into　a　network　so　as　to　optimize　its　own　performance　objective．　As　such　an　obj　ective，

we　mainly　consider　the　power　which　is　the　quotient　of　the　throughput　over　the　expected　delay，　that　is，　the

expected　time　for　a　packet　to　pass　through　the　network．　The　optimized　situation　is　a　Nash　equilibrium，　the

existence　of　which　is　proved　here．　（We　note　that　Korilis　and　Lazar　showed　the　existence　of　Nash　equilibria

for　networks　of　one　pair　of　ports　of　entry　and　exit　where　each　user　optimizes　noncooperatively　its　thoughput

within　its　response　time　constraint　（Korilis　and　Lazar，　1995）．）　We　call　a　situation　of　a　system　strongly　Pareto

inej（7icient　if　all　users　have　more　benefits　in　another　situation　than　the　situation．　We　show　that　our　Nash

equilibrium　is　always　strongly　Pareto　ineMcient　and　what　is　Pareto　superior　to　it．　（We　note，　in　passing，　that

Mazumdar　et　al．　（1991）　discussed　cooperative　power　optimization，　that　is，　the　Nash　arbitration　scheme，　in

Jackson　networks　extensively，　but　mentioned　briefly　the　Pareto　inefiiciency　of　the　Nash　equilibrium　without

showing　its　existence．　We　also　note　that　Dubey　（1986）　showed　that　Nash　equilibria　may　generally　be　Pareto

ineificient　if　they　exist，　but　it　appears　to　be　diMcult　to　obtain　from　his　result　the　concrete　description　of

the　way　how　each　Nash　equilibrium　is　inefficient，　for　example，　which　state　is　Pareto　superior　to　the　Nash

equilibrium　in　questi　on．）

　　　Fu曲ermore，　we　show　that　f6r　a　category　of　noncooperative　networks，　the　degree　of　ine伍ciency　in．

creases　as　the　number　of　users　increases，　and　it　can　increase　without　bound　in　some　cases．　On　the　other

hand，　we　may　have　a　Pareto－optimal　solution　that　achieves　the　s　olution　of　the　Nash　equilibrium　propor－

tionately　for　the　category　of　networks．　lt　is　shown　that　this　Nash　equilibrium　is　always　strongly　Pareto

ine伍cient．　It　is　also　shown　that　for　a　category　of　networks，　the　degree　of　inefiiciency　increases　as　the　num－

ber　of　users　increases，　and　it　can　increase　without　bound　in　some　cases．　On　the　other　hand，　we　may　have　a

Pareto－optimal　s　olution　that　achieves　the　solution　of　the　Nash　equilibrium　proportionately　for　the　category

of　networks．　We　also　show　a　flow－control　version　of　the　Braess－like　paradox．　That　is，　adding　connections

to　a　noncooperative　flow－control　system　may　leads　to　the　degradation　of　the　power　of　every　user．　Further－

more，　we　present　another　flow－control　setting　with　additive　costs　（instead　of　the　power　criterion）　as　well

as　power－control　problems　in　wireless　communications　as　examples　of　the　general　framework　of　strongly

Pareto－inefficient　Nash　equilibria．
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Organization　of　this　paper

The　rest　of　this　paper　is　organized　as　follows．　Section　2　discusses　a　general　framework　of　strongly　Pareto－

ine伍cient　Nash　equilibria。　Section　3　discusses　a　flow－control　problems，　and　Subsections　3．2，　and　also　3．3，

show　that　the　Nash　equilibrium　of　noncooperative　flow－control　on　the　network　considered　is　always　strongly

Pareto　inef且cient．　Subsection　3．2．1　presents　more　detailed　estimates　on　the　Pareto　e伍ciency　f6r　a　category

of　networks．　Subsection　3．2．2　presents　numerical　examples　of　some　cases　where　the　degree　of　ineMciency

of　Nash　equilibrium　can　increase　without　bound　as　the　number　of　users　increases．　Subsection　3．2．3　presents

a且ow－control　version　of　the　Braess－like　paradox．　In　Subsection　3．3，　we　present　ine伍ciency　results　fbr　the

flow　control　with　additive　costs．　Section　4　presents　another　example　of　the　general　noncooperative　game，

the　power　control　in　wireless　communications，　which　has　a　strongly　inefficient　Nash　equilibrium．　Section

5　concludes　this　article．　The　Appendix　presents　a　proof　of　the　existence　of　a　Nash　equilibrium　for　the

noncooperative　flow　control　presented　in　Subsections　3．2　and　3．3．

2　AGeneral　Framework　of　Pareto－ineMcient　Nash　Equilibria

Consider　a　noncooperative　game　that　has　n　players　each　of　whom　decides　the　value　ofλ，≧0，　that　is，　the

strategy　space　consists　of　real　nonnegative　numbers．　Denote　n＝（1，2，＿，n）．　Thus，　the　strategy　prome　is

presented　by　a　vector，1＝（λ1，A2，＿，An）．　Letσ∫（1）denote　the　utility　that　player　i　strives　to　maximize．　Let

Lbe　the　I）roduct　of　the　strategy　spaces．　Denote　by　C（⊂L）the　set　of　feasible　values　of　1．　The　definition　of

feasibility　may　depend　on　the　system　concerned．　For　example，　fbr　a　stochastic　system，　such　1　as　leads　the

system　to　statistical　equilibrium　is　feasible．　C　may　have　boundaries．　Letλ（∈C）denote　a　strategy　pro且le

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りthat　presents　a　Nash　equilibrium（with且nite　utilities）．　Denote　fi＝｛i　l　Ai　is　not　a　boundary　value　of　C｝．

Introduce　the　following　assumptions　on　a　Nash　equilibrium　1：

A∬脚碑。ηΨ1．For　a　Nash　equilibrium　1，　the　partial　derivatives　of　Ui（1）for　i∈π鋭5’o’λ＝A・and・either

ρ勧6プ’ollowing∫tWO　holds．・

（1）The　utiliりろσわρプplayer　i　is　decreasing　inλノ，ノ≠i，　that　is冒，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂σ∫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜0プと）rallノ∈苑（ノ≠i）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂λノ

（2）　The　utility，　Ui，　ofplayer　i　is　increasing　in　！j，　J’　＃　i，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oUi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞0カrα1り∈飯ノ≠の．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂λノ

Assumption　g！2．　For　a　Nash　equilibrium　L　more　than　one　element　of　A　is　not　a　boundary　value，　but　is　an

interior・value・刀hen，　fi・has・more・than・one・element．：rhat・is，　the　strategies　ai　of　at　least　ti・VO　users　are　of

interior　values．

Assumption　NI’2　implies：

OUi
　　　　　　　＝O　for　i　E　fi．

∂λ川＝A
（1）

Theorem　1　lfAssumptions　Y！l　and　g！2　holdfor　a　Nash　equilibrium　in　C，　it　is　strong！y　Pareto　ineficient．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ［Proofl　C　onsider　the　situation　where　reducing　the　values　of　all　elements　Ri（t），　i∈fi，　of　2（t）　from　li　except

elementsλ，（t），　i¢fi．　Then，　by　noting　that　dlノ／dt＝0，　j¢　fi，　we　have　for　i∈n，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　薯’＝灘＋．，黒辮・　　　（2）
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C・n・id・・the　ca・e（1）・fAssumpti・nΨ1・N・t・・　f・・all・’∈舳a胤）．A＝・（・ince　ft・i・aN・・h

equilib・ium）byAssumpti・nΨ2（・q・（1））・・ndth・tthec・・m・i・n
禔j．え・f餐9角・allg∈fi（9≠のi・

n・g・tiv・byAssumpti・nΨ1・Th・・回忌’炸え〉・f・・allちif讐〈・f・・al踊th・ti…ll・Ai・i∈fi

are　being　reduced　from　Ai．　This　implies　that　there　exists　a　value　of　1　such　that　Ui（2）　〉　Ui（A）　for　all　i．

　　　Similarly　for　the　case　（2）　of　Assumption　Y！l．　m

Remark　1　Note　that，　in　the　case　where　fi　has　only　one　element　i，　reducing　2i　from　！i，　while　keeping　all

other　IJ・　＝　2j，　J’　：　i，　may　decrease　the　utility　Ui，　although　all　other　utilities　Uj，　J’　＃　i，　may　increase　as　seen

丘om（2）．　This　comes　from　the　definition　of　the　Nash　equilibrium．□

Example　1　Consider　the　case　where　the　utility　function　for　player　i　consists　of　two　components，　one　de－

pends　on　A　and　the　other　only　on　Ai　as　follows：

Ui（1）　＝　Ri（Ai）　一　Ti（A）． （3）

Note　that　（3）　includes　most　of　the　cases　where　Ui（1）　＝　Ri（ni）／Ti（2），　since，　then，

log　Ui（1）　＝　log　Ri（Ai）　一一　log　Ti（A）． （4）

If　Ri　i’s　increasing　in　li　and　if　Ti（A）　is　increasing　in　lj　for　all　7’　（＃　i），　the　above　assumptions　gl　l　and　NI’2　hold．

Such　utilities　have　already　appeared　in　the　literature　（see　for　example，　Haurie　and　Marcotte　（1985））．　m

3　Flow　Control　in　Networks

3．1　Assumptions　on　Networks

Consider　a　，communication　network　modeled　by　an　open　product－form　network　of　m　state－independent

queues，　k　＝　1，2，．．．，m　（that　model　communication　links，　or，　simply，　links）　（Baskett　et　al．，　1975）．　De一

且ne　m＝（1，2，＿，吻．　The　vertices　or　nodes　connected　by　links　model　the　routers　of　the　communication

network．　There　are　n　independent　users，　1，　2，．．．，n　as　before．　User　i　decides　the　rate　li　of　packets　to　pass

through　a　communication　network　so　that　the　utility，　Ui，　of　the　user　i　may　be　maximum．　A　＝　（1i，　22，．．．，nn）．

Ti　i’s　the　average　passage　time　of　the　packets　in　control　of　user　i．

　　　ptik　is　the　state－independent　service　rate　of　user－i　packets　at　link　k．　ln　this　article，　it　is　assumed　that　each

router　（or，　node）　has　a　sufiicient　capacity　of　storing　packets，　and，　thus，　losses　of　packets　may　not　occur．

　　　qik　is　the　resulting　visit　rate　of　user－i　packets　to　link　k．　That　is，　qik，　for　all　i，　k，　is　the　solution　of　the

following　system　of　equations：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q・k＝P6，＋Σ媚ん，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

where　pik　and　p6i，　respectively，　are　the　probabilities　that　a　user－i　packet　goes　to　link　k　after　leaving　link　l

and　when　entering　the　system．　Then，　if　user　i珂ects　the　rate　ni　of　packets　into　the　network，　user－i　packets

visit　link　i　at　the　rate　of　qikRi．　User　i　inj　ects　the　rate，　p6k！i，　of　packets　into　link　k　from　the　outside　of　the

network．　User－i　packets　departing　from　link　k　leave　the　network　at　the　frequency　（or，　probability）　qhe．　That

is，　the　network　has　multiple　ports　of　entry　and　of　exit．　Consider　the　case　where　the　mean　response　time　for

a　user－i　packet　to　pass　through　link　k，　T，（（k）　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tlk）一μ認7㈹・nd　T㈹＝レ、」Σ，1鵡丸・　　（5）

where　si　is　1　for　a　link　modeled　by　a　single－server，　1／h　for　a　link　consisting　of　h　parallel　channels　each

of　which　is　chosen　with　probability　1／h　and　is　modeled　by　a　single　server，　and　O　for　a　link　modeled　by　an
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infinite　server，　for　17si　Zp　qpkAp／ptpk＞0（B　askett　et　al．，1975）．　Denote　k＝｛恥1≠0｝．　Then，　using　the

Little’s　result，

　　　　　　Ti（1）＝覆1一、z書19μλ，＋」葬死9・z・if1一・z写照・f・・all乙・th・・wi・ein且nit・・（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wh，，e　2、i＝璽．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IUil

Clearly，7 （1）is　increasing　inλSince　Zi¢k　eii　is　constant　and　independent　of　the　strategy，　we　only　consider

the　case　where　all　links　are　in　k．　In　order　that　the　statistical　equilibrium　of　this　network　should　be　attained，

it　rnust　hold　thatλ∈C，　where　the　feasible　region　C　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C＝（71　1　Ai≧・，’∈n，1－Sl　Z　e，1・，〉・，1∈k）・　　　　　　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

Furthermore，　define　regions　C　and　C　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご＝（1　1　，ili〉・，i∈n，1－Si　Z　2，in，〉・，1∈k），　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂＝（λ1λ’≧・，i∈η，1　一一　・1　Z　e，IA，≧・，1∈k）・　　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

ハ　　　　　　　　　

C－C　comprises　the　boundary　consisting　of　n＋んhyperplanes　each　with（n－1）一dimensions，　n　from　Ai＝0，

i∈n・and　k　from　1　一一　si　Zp　epi！p＝0，1∈k・We　call　the　part　of　the　boundary　consisting　of　Ai＝0，　the（’一〇）

policy　boundary，　and　the　part　of　boundary　which　is　not　any　of　（i－0）policy　boundary，　i∈n，　the　capacity

boundary．　We　also　define　for　convenience，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ail＝1一・1Σ　epl・，・　　　　　　　　　（1・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ≠∫

3・2　Noncooperative：Flow　Control　with　Power　as　the　Obj　ective

The　power・is　de丘ned　as　Pi＝λ．，／Ti　for　a　user一’packet．　In　this　subsection，　we　consider　the　case　where

the　utility，　Ui，　of　user’depends　only　on　and　increases　monotonically　in　its　power，　P，．　From（6），　Pi（λ）is

de丘ned　for　all　2∈L，　and　P，（A）＝O　for　1∈L－C　and　i∈n．　Fu曲ermore，丘om（6），　for　Ri＞Oand

1－Si　Zp　epiλp＞O　for　all　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pl’（1）＝弩1）＝￥　Z．（1一、急，9，1λρ）　　（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一；（1．　sleil一十ni　’　1一　sl　zp　epl！p）1一、z霧1、9，」λ，・　　（12）

Clearly，　pZl　i・c・nv・x・in・A・Th・p・rti・1・diffe・enti・1・・e伍・i・nt・・fPZI　a・e　th・f・ll・wing・

　　　　　　　　　　読pzl＝一毒（　　　　　　　　ei12i］de’　；’iiepiip）＋￥（1－Sl　Z，≠，9μ面一Sl　Zp卿・（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一審（　　eilz　　Ail　l）＋写輪鶏」λ∂2・　　（14）

（13）is　derive曲om（12）．　It　can　be　seen　that，　since　both　the且rst　and　second　terms　of　the　right－hand　side　of
　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（14）is　increasing　in　li，　givenλノ，　for　allノ．≠i，　there　is　a　unique　value，λ∫，　of　ni　that　makes（14）to　be　zero

and，　thus，　maximizes　the　power　Pi，　that　is，　from（14），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　職＝写舞（　　Ail　　　　　r－1sleilAi）一2・　　　（15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0＜Ai＜min｛Ail／（Sl　eil）｝｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
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Figure　1：　A　Nash　equilibrium　point

It　is　evident　that　such　a　value　of　ni　satisfies　1－sl　Zp≠i（2pl・jlp－si　giiえi＞O　for　all　1．　Denote　by　ni（λ（一i））the

value　ofλ∫that　maximizes　1）i　given　the　values　of　the　otherλノfbr　allノ≠’．　Then，　from　this，　we　see　that

（iii（1（一i）），1（一’））∈C．　Furthermore，丘om（15），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋　Ail　　　　　　　　　　　　　　　v

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　跨llz｛1＋（潰3｝＝｛￥（煮セ1）3｝毒・　（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Then，　f沁m（10）and（15），　we　see　that　as　any　of　other　AJ・，ノ≠i，　increases，λi　decreases．

　　　Clearly，　the　value　of　1＝（λ1，A2，＿，An）that　satisfies　the　above　for　all　i　i’s　a　Nash　equilibrium．　Denote　by

Oavector　f6r　which　all　the　elements　have　the　value，　zero．　We　can　see　that（え∫（2（一i）），2（一’）），λ∈C，　comprises

an（n－1）一dimensional　hyper－surface　that　connects　the　point（え（0（一i）），0（一i））and（n－2）一dimensional　hyper－

surface　that　is　the　intersection　of　the（i－0）policy　boundary　and　the　capacity　boundary．　In　total，　there　exist

n　of　these（n－1）一dimensional　hyper－surfaces，　one　for　each　i（∈n），　and　the　intersection　of　all　these　hyper．

surfaces　will　be　one（and　possibly　only　one）point，　which　is　a　Nash　equilibrium．　Fig．1illustrates　a　case

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where　n＝2　and　k＝3．　The　solid　lines　show　the　boundary．　The　dashed　curve　consists　of　the　points（Al，22）
　　　　　　　　　　　
where　each　1i　is　the　strategy　optimal　to　user　1，　given　the　strategy　of　user　2，！2．　The　dotted　curve　consists
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

of　the　points（！1，12）where　each　12　is　the　strategy　optimal　to　user　2，　given　the　strategy　of　user　1，21．　The

intersection　of　the　dashed　and　dotted　curves　shows　a　Nash　equilibrium　point．　A　proof　of　the　existence　of　a

Nash　equilibrium，1∈C，　based　pn　the　Kakutani　fixed－point　theorem（Kakutani，1941）is　presented　in　the

Appendix．

Theorem　2　Nash　equilihria　forflow　control　where　each　user　optimizes　its　power　are　always　Srtongly　Pareto

inejfficient．

［Proofl　Consider　the　situation　where　reducing　the　values　of　all　elements　of　1（t）　from　1．　Note　that，　from

（11），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諾PZ1＝需＋暴顎1争・　　（18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where　｛li／lliii・i：’＝　￥（z．i｛’i一：Wlil：lliS｝；iJi｝；iii7（i　一．　i，eiieili’，，R，）2）’

Note，　for　all　i，　that　1ili／ilL／’．i　L（，）．ft　＝　o　（since　2　is　a　Nash　equiiibrium），　and　that　the　coefiicient，　！ilg／iliiL－i　i，　of　ll／；llq

for　all　q　：　i　i’n　the　second　term　of　（18）　is　positive．　lf　（一一P7．　i）　is　considered　as　the　utility，　Ui，　of　player　i，　then

Assumpti　ons　NI’1’and　’1’2　hold．　Therefore，　from　Theorem　1　follows　this　theorem．　m
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Remark　2　lt　is　to　be　noted　that　the　powers　of　all　users　improve　by　reducing　the　throughputs，　1，　of　all　users

from　the　Nash　equlibrium　coipcidently．　m

3．2．1　Flow　Control　in　a　Category　of　Networks

Consider，　in　particular，　the　case　where　qik／ptik　（＝　eik）　＝　7k／”i　for　some　yk，　for　all　i，　k．　This　can　be　satisfied，

for　example，　when　there　exist　6ik　such　that　ptik　＝　6ikpti　and　qik　＝　6ik7k，　for　all　i，　k．　Define　pi　＝　2i／pti　and

p　＝　Zp　pp．　Then，　from　the　assumptions　on　networks　given　in　Subsection　3．1，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ti＝i，D（p），　D（p）＝ii．1）k’i一：．ril；iyiE；，i　ip・　（i9）

　　　Then，　we　have　the　following　property．

Lemma　1　For　D（p）　given　by　（19）　and　O　一く　p　〈　mink｛1／（sk7k）｝，　D（P）／D’（P）　is　decreasing　in　p．

［Proofl　Note　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D’（p）＝　Zl．k　sl（一i＝．GI？］s　il　lp）2・　（20）

Without　losing　generality，　k　＝　1，　2，．．．，m，　can　be　renumbered　such　that　s　i　7i　＝　miniEk｛sm｝．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Dψ）＝暴（1一篭γ」ρ）21一詳暴γ1

　　　　　　　　　　　　　＝≒鍔1ρ暴・z（　　　　，＞t11　一　sl・ylp）2＋1．景1・z（1一篭γ㌍）2（Wh，一ti7，）＋暴γz・

Therefore，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D（P）暴（1一為γ㌍）21一考γ㌍＋暴γ」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D’（P）暴・」（1一為γ㌍）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．L：一一t！！［｝t11s　2mp＋t！E．llllli．ELit11il！lilk，i：iSi（’i＝一ilSEisi　ip）2（di7／一S7tr）＋ii¢1）k7i．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s’γ1　写・z（　　　　’Y11　一　sltylp）2

Thus，　by　noting　that　s　i　7i　一く　sk7k　for　all　k，　we　see　that　D（p）／D’（p）　is　decreasing　in　p．　m

　　　From　the　above，　we　have

Proposition　1　For　D（P）　given　by　（19）　and　O　S　p　〈　miniEk｛1／（siyi）｝，　log　D（p）　is　increasing　and　convex　in　p．

［Proofl　From（19）and　Lemma　1，follows　this　proposition．口

　　　Then，　the　following　assumption　is　satisfied．

Assumption　n　l　Given　L　Ti　is　given　by　a　fanction　D（p）’as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7’＝恥脚＝写ρP・・η4ρ’一・　　（21）

D（p），　definedfor　p　）　O，　satisfies　the　following：　D（O）　＝　1，　D（p）　is　increasing，　and　log　D（p）　is　convex．
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Noncooperative　flow　control　with　power　as　the　objective　lf　Assumption　ll　l　holds，　additional　properties

can　be　derived．　From　Assumption　n　l，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pi二窒＝岩傷一鵠・　　　（22）

From　（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zil；T，　（iog　pi）＝　ii　一　2i’i！iglj（P　11，　for　pi＞o・　（23）

Thus，　the　set　of　the　values　Pi　of　pi　s．t．　Pi　＝　D（P）／D’（P），　for　all　i，　is　a　Nash　equilibrium，　where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　nD（P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　（24）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D，（，a5）

Then，　the　noncooperative　optimum　flow　for　user　i　j　s　Ri　一一一一　uip’“i．

Cooperative　flow　control　Consider　an　overall　measure，　O　＝　Z　i　v；．　2Pi．　Then，　from　（22），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o＝　lill．　），tt；・　2p，＝SZsT／，　（2s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　£」（iogo）＝p－i一｛liifo￥？）），　forp＞o．　（26）

Then，　an　overall　optimum　for　this　overall　measure　O　is　given　by　such　a　value　P　of　p　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　D（P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P＝　b7，i15S’）・　（27）

There　are　distinct　sets　of　flows　for　users　that　results　in　P　and　achieves　this　cooperative　optimum．　One　set　of

flows　for　users　that　gives　the　cooperative　optimum　is　given　by　Ri　一一一一　”ip“／n　and　Pi　＝　P／n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　ノ　
No皿cooperative　vs．　cooperative　flow　control　Denote　by　1）i　and　1）i　the　powers　of　user　i　i’n　noncool）erative

and　cooperative　flow　control，　respectively．　The　following　property　holds　in　the　setting　of　the　model。

Theorem　3　There・exists・a・u吻ueハlash　equilibrium（）fnoncooperativeflow　control，　and・it・is伽ay∬trong！y
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　バPareto　inferior　to　the　cooperative　op伽研3吻iη640わOV6，　that・is，　for　all　i，　P〆P，．　The．ρower　of　each　user

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　ロげ
in　the　COOρerative（顧〃zum　is　proportionate　to　that　in　the　Nash　equilibriu〃Z，　that・is，　P，＝1（P，，　for　some

const傭K＞1，for　all　i．

［Proofl　Since　log　D（p）　is　convex　and　increasing　by　Assumption　H　1，　D’（p）／D（p）　is　nondecreasing　in　p．　Note

also　that　D’（p）／D（p）　〉　O　for　p　）　O，　from　the　assumption　n　l．　Thus，　D（p）／D’（P）　〉　O　is　nonincreasing　for

p　）　O．　From　（23）　and　（26），　respectively，　follows　that　there　exist　unique　P　and　P．　Clearly，　from　（24）　and　（27），

P　〉　P，　and　P　and　thus　P／P　increases　as　n　increases．　Pi　＝　u？．　／D’（P）　and　Pi　ny一”一　if．　／D’（P）．　Then，　for　all　i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P、＝KPi，　K＝D’㈲＞1．ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D，（P）

Remark　31t　may　be　said　that　the　cooperative　optimum　achi　eves　the　Nash　equilibrium　proportion　ately．ロ

　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　リ
　　　Define　Ki　E　Pi／Pi．　Then，　Ki＝K＝D，（p）／D’（β）．　K　is　regarded　as　the　degree　of　Pareto　superiority　of

the　cooperative　optimum　over　the　Nash　equilibrium．

　　　From（24），　as　n　increases，　p，　and，　thus，　D，（ρ）increases，　whileρand，　thus，　D，（ρ）remain　the　same，　as

seen　from（27）．　Thus，　Ki＝K　increases　as　n　increases，　which　means　the　fbllowing。

Proposition　2　The　degree　of　Pareto　superiority　of　the　cooperative　flow　control　over　the　Nash　eguilibrium

ofnoncooperativeflow　control　increases　as　the　number　of　independent　users　increases．
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3．2．2　A　Special　Case：Series・Parallel　Channels

Consider　the　case　where　the　network　is　regarded　asσparallel　paths　each　of　which　consists　of　a　series　ofκ

identical　links，　that　is，　series－parallel　queues．　A　new　random　choice　of　a　path　is　made　by　each　user　fbr　each

packet　with　an　equal　probability　l／σ（κσr　＝　m）　where　choices　are　made　independently　of　past　choices．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D（P）＝1一ρ／a・　　　　　　（28）

Clearly，　the　D（p）　given　by　（28）　s．atisfies　the　assumption　n　l．

noncooperative　flow　control，

Then，　from　（28），　D／D’　＝　a　一　p．　Then，　for　the

P　＝　an／（n　＋　1），　Pi　一一一　a／（n　＋　1）．

Therefore，　Pi　一一一　pt？・　（r／（n　＋　1）2．

For　the　cooperative　flow　control，

　　　　P　＝　a／2．　Then，　the　optimum　can　be

achieved　by　Pi　“一＝　a／（2n）．　Then　Pi　一一　pt？・　o一／（4n）．

Thus，　Ki　＝　Pi／Pi　＝　（n　＋　1）2／（4n），　and　Ki　一一’：　K　〉　1　for　n　2　2，　K　一〉　oo　（n　一〉　oo）．　Note，　in　passing，　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
ρ∫÷壕・・nd・・th・・ef・・務＝kit’＜1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D（P）＝κ（n＋1）・D（P）＝2剛th・・ef・・号＝ηll＞1・

Thus，　in　the．cooperative　optimum，　each　user　inj　ects　less　flow　and　has　better　responsiveness　than　in　the　Nash

equilibrium．　S　ome　numerical　examples　are　as　in　the　following．　Recall　that　n　is　the　number　of　users．

　　　For　g　users，　in　the　Nash　equilibrium，　each　user　inj　ects　the　rate　of　packets　of　1．8　times，　and　receives　the

average　packet－passage　time　of　5　times　and　the　power　of　O．36　times　as　large　as　those　in　the　cooperative

optlmum
　　　For　99　users，　in　the　Nash　equilibrium，　each　user　inj　ects　the　rate　of　packets　of　1．98　times，　and　receives　the

average　packet－passage　time　of　50　times　and　the　power　of　O．0396　times　as　large　as　those　in　the　cooperative

optlmum・
　　　For　999　users，　in　the　Nash　equilibrium，　each　user　inj　ects　the　rate　of　packets　of　1．998　times，　and　receives

the　average　packet－passage　time　of　500　times　and　the　power　of　O．003996　times　as　large　as　those　in　the

cooperatlve　optlmum．

3．2．3　AFIow－Control　Version　of　the　Braess－like　Paradox

By　the　paradox，　we　mean　that　situation　where　the　benefit　of　every　user　in　a　Nash　equlibrium　after　adding

connections　to　a　system　is　less　than　that　before　adding　it　（Braess，　1968）．　Note　that　the　original　Braess

paradox　has　been　considered　in　the　context　of　network　routing．　We　show　here　a　paradox　similar　to　the

Braess　paradox　can　also　occur　in　fiow　control．

　　　Consider　the　system　where　there　are　n　users　and　n　paths．　Consider　two　cases　［A］　and　［B］：　ln　the　case

［B］　（before　adding　connections）　each　of　n　users　uses　only　one　path　dedicated　to　it．　ln　the　case　［A］，　n　users

shares　the　use　of　n　paths．　lntuitively，　the　performance　of　the　system　in　the　case　（A）　may　not　be　worse　than

in　the　case　（B），　at　least，　but，　in　fact，　it　may　be　so　in　noncooperative　flow　control　as　shown　in　the　following．

Note　that　case　［A］　is　identical　to　the　case　of　Subsection　3．2．2　where　a　＝　n　paths　are　commonly　used　by　n

users，　and　that　case　［B］　is　the　situation　where　o’　＝　n　paths　are　separated　with　each　path　being　used　by　one
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user　only．　Clearly，　the　power　of　user　i　i’n　the　case　［B］　is，　Pi　’一一一　”？．　／4，　which　happens　to　be　the　same　as　the

situation　of　the　cooperative　flow　control．　The　power　of　user　i　i’n　the　case　［A］　is　Pi　＝　af．　o’／（o”　＋　1）2．

　　　That　is，　for　all　users，　the　ratio，　1／K，　of　the　power　after　adding　connections　（［A］）　to　that　before　（［B］）　is

40一／（o一　＋　1）2，　which　is　8／9　for　a　＝　2，　is　3／4　for　o’　＝　3，　is　O．36　for　o一　＝　9，　is　O．0396　for　o’　＝　99，　etc．　Therefore，

each　user　has　less　power　after　adding　connections　（［A］）　than　before　adding　them　（［B］），　which　may　look

paradoxical．

3．3　Noncooperative　Flow　Control　with　Additive　Costs

In　this　subsection，　we　briefly　touch　on　another　case　of　each　user’s　obj　ective．　That　is，　a　common　utility

function　used　in　flow　control　is　the　sum　of　two　components：　The　first　corresponds　to　some　function　of　the

throughput，　and　the　second　to　some　cost．　More　precisely，　consider　the　network　described　in　Section　3．1，　and

assume　that　the　cost　per　packet　over　link　k　is　given　by　the　function　（1／ptik）T（k）　（pk）　（given　by　（5））　where

Pk＝Zppk，　pik＝eikni．

　　　　　p

The　total　cost　payed　by　player　i　j　s　thus

・li（1）一2・・Ti＝Σ　P・ITの（Pi）・

　　　　　　　　　　　　　1

The　utility　for　player　i　i’s　then　given　by

Ui（2）　＝　Ri（2i）　一　aiJi（A），

where　R，　is　concave　in　its　argument　and　ai　is　a　positive　constant．　Utilities　with　the　above　structure　are

common　in　telecommunication　networks（see，　fbr　example，　Alpcan　and　T．　B　a§ar（2002；2003）that　study

special　cases　of　such　utilities）．

　　　Clearly，　given　the　strategies，λ（一’），　of　other　users，　user　i　optimizes　Ui　by　choosing　its　strategy　hi，　which

is　unique　givenλ（一i），　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦λ∫＜min｛，Ail／（Sl　eil）｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

1f　we　have　ft　such　that，　given　2（一’）asλ（一i），えi＝fti　holds　for　all　i，λ　is　a　Nash　equilibrium．　In　the　Appendix，

we　show　the　existence　of　a　Nash　equilibrium，λ∈C，　based　on　the　Kakutani五xed－point　theorem．

　　　Since　T（k）　is　strictly　increasing　in　its　argument　for　all　k，　thenΨl　holds．　Therefore，　from　Theorem　1，it　is

seen　that，　if　more　than　one　user　has　the　positive　ni　j　n　a　Nash　equilibrium，Ψ2　holds　as　well，　and　it　is　strongly

Pareto　ine伍cient．

4　AnOther　Example：Uplink　Power　Control　in　CDMA

This　application　is　taken　from　Alpcan　et　al．　（2002）．　There　are　n　mobiles，　and　mobile　i　has　to　determine　its

transmission　power　！i，　i　＝　1，　2，．．．，n．　The　utility　is　additive　with　two　components：　the　first　is　a　utility　that

is　a　function　of　the　signal　to　interference　ratio，　and　the　second　is　proportional　to　the　consumed　power．　More

precisely，　it　is　a　function　of　the　ratio　between　the　power　received　at　the　base　station　from　station　i　and　the

total　noi　se　received：　the　interference　from　other　mobiles　plus　a　thermal　noise．　Thus，　the　utility　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ui（ijlr）＝fi（7i）　一一　aini・wh・・eγ∫＝LΣノ。畿＿2・

Here，勿is　the　attenuation　between　mobile／and　the　base　station，　L　is　called　the　spreading　gain　factor　and

a2　is　the　thermal　noise．　fi　i’s　assumed　to　be　increasing　in　its　argument．　Alpcan　et　al．　（2002）　consider　the

case　where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ｝（γ，）・＝Ui　ln（1＋γ∫）．　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　（30）
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With　this　choice　of　fi，　this　utility　is　proportional　to　the　Shannon　capacity　for　user　i　（if　we　make　the　simpli－

fying　assumption　that　the　noise　plus　the　interference　of　all　other　users　constitute　an　independent　Gaussian

noise）　and　can　thus　be　interpreted　as　the　throughput　that　user　i　can　achieve　with　a　given　power．　The　existence

of　a　Nash　equilibrium　for　this　system　has　been　shown　（Alpcan　et　al．，　2002）．

　　　In　this　system，　g71　is　clearly　satisfied．　Therefore，　Theorem　1　shows　that，　if　more　than　one　mobile　has

the　positive　power　in　a　Nash　equilibrium，　YI2　holds，　and　it　is　strongly　Pareto　inefficient．

　　　Similar　models　of　the　power　control　in　wireless　communications　can　be　found　（Famolari　et　al．，　1999；

Saraydar　et　al．，　2001；　Saraydar　et　al．，　2002；　Ji　and　Huang，　1998）．　We　can　see　that　the　models　of　these　papers

satisfy　Assumption　YZ　I．　Therefore，　Theorem　1　implies　that，　in　the　situation　where　Assumption　YI2　holds　for

them，　the　Nash　equilibria　of　these　models　are　Pareto　inefficient．

5 Concluding　Remarks

In　this　article，　a　general丘amework　of　strongly　Pareto－ine伍cient　Nash　equilibria　in　noncooperative　games

competing　common－pool　resources　is　presented．　S　ome　examples　of　such　noncooperative　games　in　com－

munication　networking　are　given．　ln　particular，　it　is　shown　that　the　noncooperative　flow　control　for　which

each　user　optimizes　its　power　has　the　strongly　Pareto－ine伍cient　Nash　equilibrium，　the　existence　of　which　is

shown　on　the　basis　of　the　Kakutani　fixed－point　theorem．　Furthermore，　it　is　also　shown　that，　in　some　flow－

control　games，　the　degree　of　Pareto　inefficiency　of　the　Nash　equilibrium　in　noncooperative　fiow　control

can　increase　without　bound　as　the　number　of　users　increases．　These　observations　anticipate　the　possibility

that　the　paradox　like　the　Braess　one　may　also　occur　in　such　systems　modeled　by　the　noncooperative　game

including　flow　control，　for　which　we　show　an　example．　Examples　examined　include　another　flow－control

setting　with　additive　costs　and　the　power　control　in　wireless　communications．

Appendix．　A　Proof　of　the　Existence　of　a　Nash　Equilibrium　in　Noncooperative

Flow　Control

In　this　appendix，　we　give　a　proof　of　the　existence　of　a　Nash　equilibrium　in　noncooperative　flow　control　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムgiven　in　Subsections　3．2　and　3．3．　We　consider　the　utility　function　Ui（1）＝exp｛σ，｝＝exp｛Ri（ni）一　aiJi（λ）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fbr　Subsection　3．3．　Then，　both　utility　functions，1）i（1）fbr　Subsection　3．2　and　Ui（A）fbr　Subsection　3．3，　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
non－negative　finite　values　for　1∈Cand　the　value　zero　f6r、1∈C－C．　In　the　following　part　1），　we　first　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
that　there　exist　a　Nash　equilibrium　in　region　C　with　the　above　utility　fUnctions．　Then，　in　part　2），　we　show

that　such　a　Nash　equilibrium　is　in　region　C，　which　is　a　really　feasible　region　considering　the　achievability

of　the　statistical　equilibrium　of　the　systems　considered．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
　　　1）Consider　the　fbllowing　fUnction，φ，，　fbr　arbitrary　i，　whose　domain　is　C，　defined　as　fbllows．　Given

λ∈∂，the　functionφi　gives　the　h．∫as　fbllows　with　otherλ（一∫）being　unchanged：ii．i　is　uniquely　given，　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠4il＞O　for　all　1，　by（15）fbr　Subsection　3．2　and　by　the　statement　above（29）fbr　Subsection　3．3．　and，λ，＝0，

if　Ail＝O．　for　some　1（that　is・Ai＝Oand　1－sl　Zp　eplλP・for　some　1）次Note　that・in　the　case　where・Ail＞O

for　all　1，λi　j　s　determined　to　be　the　same　value，　regardless　of　whether　Ui　or　Ui　i’s　used　for　the　utility　of　user　．i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fbr　Subsection　3．3．　In　the　case　where　Aii＝Ofor　some　1，　li　j　s　determined　independently　of　the　shape　of　the

u．tility　function　of　user　i．

　　　From（15）fbr　Subsection　3．2　and　from　the　statement　above（29）fbr　Subsection　3．3．　it　is　clearly　seen

that，　for　A∈∂，　such　that　Aii＞0，1∈k，φ，　is　a　continuous　function　ofλ∈∂to（え∫，λ（一i））∈∂．　Furthermore，

from（16）fbr　S　ubsection　3．2　and（29）fbr　Subsection　3．3，　as　Aii→O　for　an　arbitrary　1　with　1　remaining　in
ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

C，λ．i→0．　For　suchλthat．Ail＝O　for　some　l，λ∫keeps　to　be　O　whileλremains　in　C．　Therefbre，φ∫is　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　ノ　

continuous　function　of　1，　fbr兄∈C　and　i∈n．　Thus，φ，　is　a　continuous　function　of　1∈Cinto　C．

　　　Consider　a　fUnctionφ＝φl　oφ20…oφη．　From　the　above，　we　see　thatφis　a　continuous　function　and
　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノし　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

mapsλ∈C　to　1∈C．　By　noting　that　C　is　a　closed　compact　set，　from　the　Kakutani　fixed．　point　theorem
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　げ　　　　　　　　　　　　り　　　　　ほ　　　　　　　　　　　

（Kakutani，1941），　the　fUnctionφhas　a　fixed　pointλsuch　thatφ（λ）＝A，λ∈C．　We　can　easily　see　that，　if

φ（A）＝2，thenφ1（λ）＝φ2（1）＝…＝φn（λ）＝λThus，　ifφ（A）＝λ，λis　a　Nash　equilibrium．
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　　　2）Clearly，1，　su－ch　that　1－si　2P　epiλP＝O　for　some　1，　cannot　be　such　a血xed　point・Indeed，　suchλgives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムzero　utilities（1）iニOand　Ui＝O　for　all　i），　and　user　i　such　that　Ri＞Ocould　increase　its　utility　by　decreasing

itsλ∫（that　is，　ifλ，＞0，　then　it　must　hold　that　Aii＞O　for　all　1．　Then，　from（16）fbr　Subsection　3．2　and（29）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

f6r　Subsection　3・3・2i　mapPed　from　A　must　be　such　that　1－sl　Zp≠i　gplAp－sl　gil！i＝Ail－sl　gilAi＞0，　and，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

thus，　is　less　thanλ，）．　Theref6re，　a且xed　point　ofφ，1，　exists　and　1∈C，　which　is　a　Nash　equilibrium　of　the

noncooperative　now　controL
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