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Abstract．　The　Bi－CGSTAB（L）　proposed　by　Sleijpen，　et．al．　is　one　of　iterative

solvers　for　large　and　sparse　nonsymmetric　linear　systems，　and　is　used　exten－

sively．　However，　it　is　hard　to　estimate　a　suit　able　value　of　the　restart　number　L

for　good　convergence　behavior　in　realistic　problems．　ln　this　paper，　we　propose

a　way　to　select　dynamically　L　for　getting　more　efficient　convergence　behavior

in　Bi－CGSTAB（L）．　Finally，　we　compare　the　Bi－CGSTAB（L）　using　the　dy－

namic　selection　of　L　with　the　original　Bi－CGSTAB（L）　by　several　numerical

experiments．

1 Introduction

In　the’field　of　scientific　and　technical　computation，　we　need；to　solve　numerically　the

partial　differential　equations　which　describe　realistic　problems　like　natural　phenomena．

In　the　end　their　solutions　comes　down　to　solving　the　linear　system　of　equations；

（1．1） Ax　＝b

which　has　large　and　sparse　n　×　n　coefliicient　matrix　A，　by　discretizing　with　a　finite　differ－

ential　method．　lt　is　very　important　to　solve　of　Eq．　（1．1）　precisely　and　efliiciently．

　　The　Bi－CG　algorithm［2，　4］　proposed　for　solving　nonsymmetric　matrices　often　becomes

numerically　unstable　due　to　stagnation，　breakdown，　or　irregular　behavior　of　residuals，

in　some　cases．　Therefore，　the　Bi－CGSTAB　［7］　algorithm　was　proposed．　This　algorithm

employs　a　product　of　an　adequate　first　degree　polynomial　and　a　residual　vector　of　Bi－CG

method　as　a　new　residual，　and　minimizes　2－norm　of　the　residual．　This　method　has　better

convergence　than　the　Bi－CG，　and　numerical　stability　of　residuals．　However，　when　the

eigenvalue　of　A　is　pure　imaginary，　this　method　causes　stagnation　or　breakdown．　The　Bi－

CGSTAB2　algorithm［3］　is　further　improved　method　which　uses　second　degree　polynomials

instead　of　first　degree　polynomials　iri　the　Bi－CGSTAB．　With　this　method　we　can　avoid

st　agnation　and　breakdown　as　the　Bi－CGSTAB　causes，　and　calculate　solutions　efiiciently．

　　FUrthermore，　Sleij　pen，　et．al．　proposed　the　Bi一一CGSTAB（L）　method［6］　which　general－

izes　the　Bi－CGSTAB　and　the　Bi－CGSTAB2　method．　The　Bi－CGSTAB（L）　algorithm　is　the

iterative　method　which　obt　ains　approximate　solutions　correspond　to　residuals　newly　de－

fined　by　the　products　of　an　adequate　L’th　degree　MR　（Minimal　Residual）　polynomial　and

a　Bi－CG　residual　vector　calculated　by　L　times　Bi－CG　iterations　with　preselected　positive

integer　L．　Throughout　this　paper，　the　total　number　of　iterations　means　the　dimension　of

　＊　ISE－TR・一〇3－191：　This　paper　is　an　English　translation　of”’lbeans．　of　the　Japan　SIAM，　11（2），　（2001）

pp．49－62　（in　Japanese）”　as　a　Technical　Report　at　University　of　TsukUba，　Japan．
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Krylov　subspace　which　approximate　solutions　belong．　Therefore，　approximate　solutions

are　obtained　at　small　dimension　numbers　when　total　numbers　of　iterations　required　for

convergence　are　small．　To　make　up　an　approximate　solution，　it　is　needed　to　calculate

matrix－vector　products　2　×　（the　total　number　of　iterations）　times　independent　of　L．　ln

our　study，　we　regarded　the　part　calculating　matrix－vector　products　as　the　main　part　of

the　comput　ation，　and　take　the　total　number　of　iterations　at　convergence　as　a　criterion　of

the　computational　amount．　Consequently，　“optimum　L”　means　the　value　L　which　leads

to　convergence　with　the　lowest　tot　al　number　of　iterations．

　　The　convergence　of　the　Bi－CGSTAB（L）　depends　heavily　on　values　of　L．　Theoretically，

if　L　is　sufficiently　large，　the　convergence　will　be　improved［6］．　However，　contrary　to　this

expectation，　it　causes　stagnation　in　some　practical　numerical　problems．　The　optimum

value　of　L　depends　on　the　nature　of　the　problem．　Therefore，　selection　of　the　optimum

value　of　L　is　very　diflicult　problem．

　　In　this　paper，　we　propose　a　new　method　which　avoids　stagnation　and　dispersion　of　total

numbers　of　iterations　by　dynamically　defining　L　in　the　iteration　process　of　Bi－CGSTAB（L）

．algorithm．　First，　we　noted　that　the　part　calculating　Ajy　of　Bi－CGSTAB（L）　algorithm，

which　corresponds　to　“power　method［8］”　for　calculation　of　eigenvalues．　When　a　value

of　L　is　large　enough，　the　residual　vector　of　Bi－CGSTAB（五）converges　to　the　eigenvector

which　corresponds　to　the　coefficient　matrix　A’s　eigenvalue　whose　absolute　value　is　the

maximum．　Thus　the　dimension　of　Krylov　subspace　generated　by　the　calculation　becomes

lower　than　the　theoretical　value．　The　problem　is．that　this　causes　numerical　rank－defection．

Consequently，　to　avoid　this　problem，　we　propose　the　dynamic　selection　of　the　values　of

restart　number　L　in　iteration　processes．　This　method　newly　introduces　the　criteria　to

evaluate　occurrences　of　the　rank－defection　which　comes　with　calc．ulations　correspond　to

power　method．　With　this　evaluation，　the　Bi－CG　iterations　break　before　the　occurrence　of

rank－defection　and　then　the　value　of　L　is　taken　as　a　selected．value．　ln　this　manner，　the

values　of　L　are　dynamically　selected　in　Bi－CGSTAB（L）　iterations．

　　In　this　paper，　section　2　gives　an　outline　of　the　basic　scheme　of　Bi－CGSTAB（L）　al－

gorithm．　Section　3　shows　the　conventional　method　for　selecting　L　and　problems　due

to　values　of　L．　Section　4　describes　the　above－mentioned　problems　of　the　conventional

Bi－CGSTAB（L）　algorithm　in　detail，　and　shows　the　new　method　which　dynamically　se－

lects　values　of　restart　number　L　to　avoid　these　problems．　Further，　section　5　shows　the

effect　of　this　new　method　with　numerical　experiments．　The　last　section　summarizes　our

suggestion．

2 Bi－CGSTAB（L）　Algorithm

Bi－CGSTAB（L）　method［6］　is　the　iteration　method　which　uses　products　of　a　Bi－CG　resid－

ual　vector　obtained　by　L　times　Bi－CG　iterations　（Bi－CG　part）　and　an　L’th　degree　MR

polynomial　（MR　part）　as　a　new　residual　vector．　Here，　the　who｝e　iteration　consists　of　these

two　parts　is　called　“outer　iteration”，　and　the　Bi－CG　part　and　the　MR　part　are　called　“in－

ner　iteration”．　The　Bi－CGSTAB（L）　method　iterates　the　process　of　calculating　a　new

residual　vector’@rk　and　an　approximate　solution　xk　corresponds　to　Tle　every　L　iterations，

where　k　is　the　total　number　of　iterations　and　an　integral　multiple　of　L．

　　In　Bi－CGSTAB（L）　method，　when　m　outer　iterations　were　finished，　the　total　number

of　iterations　k　equals　mL．　Then　the　residual　vector　r．L　and　the　search　direction　vector
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ztmL　are　expressed　as；

（2．1）

（2．2）

rmL＝Q観五（A）囎G，
iLrnL　＝　QmL（A）ztliii2G．

　　Here，　rlli2G　and　2L：2G　indicate　the　residual　vector　and　the　search　direction　vector　of

the　Bi－CG　part　when　the　total　number　of　iterations　is　mL；　and　（［2．L（A）　indicates　the

product　of　m　times　L’th　degree　MR　polynomials．

　　Subsequently，　when　the　outer　iteration　number　is　m　十　1，　the　residual　vector　of　the

whole　Bi－CGSTAB（L）　method　is　expressed　as；

（2．3）　　　　　rmL＋L－Um（A）Qm五（A）丁贈五．

Here，　U．（A）　is　the　L’th　degree　MR　polynomial；

（2．4）

　　　　　　　　　　　　　　ム

Um（A）一1一Σ伽Aゴ
　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

and　（2．L（A）　is　made　up　as　the　product　of　MR　polynomials　U．一i（A）…　Uo（A）．　Moreover，

orpm　（2’　一一一一　1，…　，L）　is　defined　so　as　to　minimize　the　2－norm　of　the　residual　r．L＋L．　lts

calculation　will　be　shown　later　in　the　description　of　the　MR　part．

　　For　derivation　of　（2．3），　first，

（2・5）　yo　＝　QmL（A）rli2G＋L

is　calculated　from　TmL　and　umL．　Furthermore，　by　calculating

（2．6） rmL＋L　＝　Um（A）yo，

7pm　（2’　＝　1，…　，L）　of　（2．4）　is　determined．　Here，　Eqs．　（2．5）　and　（2．6）　are　called　“Bi－CG

part”　and　“MR　part”　respectively．　The　details　of　each　part　are　given　in　the　following

explanation．

2．1　Bi－CG　Part

Here，　we　derive　y　o　expressed　as．（2．5）．　The　fundamental　recurrence　formulae［2］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丁画一γ身CG一αゴ鰐CG，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　磯F－丁野＋伽身CG

multiplied　from　the　left　side　by　the　polynomial　Q．L（A），　for　o’　＝　mL，　mL　十　1，…，mL　十

五一1，make

（2．L（A）r，B・＋C，G　＝＝　（？．L（A）r，B・CG－a」A（2．L（A）ze？．　CG，

Qm五（A）iL？．．C，G　一　（？．．（A）丁罪P＋解mL（A）uyCG

and　finally　yo　＝　（？．L（A）rli2G＋L　is　obtained．
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2．2MR　Part
Here，　we　derive　the　unknown　tyゴm　of　Eq．（2．4）and　simultaneously　calculate　rmL＋L．

　　With　yo　derived　at　the　Bi－CG　part　and耳q．（2．4），（2．6）is　modi且ed　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ

（2・7）　　　　rmL＋L－Um（A）〃。一y。一Σ伽胸。．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

　　The　second　term　of　this　equation　comes　down　to　computing　A3　yo　and丘nding　the

s・1uti・n　f・r伽．

　　If　we　put

（2・8）　　　　　y」一砺。，　ブー1，…，五，

．4」　yo　can　be　calculated　with　the　following　relation［6］；

（2・9）　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ノゴ　＝　　ノ49ノゴ＿1，　　　　ゴニ1，…　　，五・

　　If　we　define　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y≡［y、，Y2，…，ZIL］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7m≡［ッ、m，　7，m，…，ッL司丁，

Eq．（2．7）becomes　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ1m・

　　　　　　　　　　　　　rmL＋L　＝　zio一［zii，　y2，…，ziL］1”Y？M　1＝yo－y－y．．　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　祀m

　　Here　calculation　of　ty2・．　results　in　solving　the　least　squares　problem：

（2．1　0）　min
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llyo　’　Y’”）’ml12・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’Y．ERL

　　In　Ref．　［6］，　problem　（2．10）　is　solved　by　the　modified　Gram－Schmidt　method．

3 Conventional　Method　of　Selection　and　lts　Prob－

lems

The　conventional　Bi－CGSTAB（L）　method　uses　fixed　values　of　L．　That　is，　the　value　of　L

is　selected　in　advance　before　the　Bi－CGSTAB（L）　computation　is　executed．　We　call　such

a　method　of　selection　“Static　selection”．

　　Theoretically，　the　static　selection　6f　L　can　decrease　the　total　number　of　iterations　by

using　a　large　value　of　L［6］．　However，　using　larger　L　does　not　necessarily　bring　about　a

result　obedient　to　the　theory，　for　inst　ance，　it　causes　stagnation．　Moreover，　the　optimum

method　for　selecting　L　has　not　established　yet，　and　the　selection　depends　on　the　nature

of　the　problem　or　its　size．　Namely，　the　optimum　L　depends　on　the　right－hand　side　terms

and　the　coefficient　matrix．　This　section　shows　examples　of　such　problems　with　numerical

experiments．
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3．1 Numerical　Experiments
In　the　following　numerical　experiments，　we　take　up　two　problems．　We　used　Sun　Ultra－

SPARC　1　CPU　and　computed　all　operations　in　double　precision．　As　the　convergence
criteria，　．true　residuals　are　evaluated　as　l　l　b　一　Axk112／llbli2　S　1．0　×　10－8　（k：　total　number

of　iterations）．　If　the　residual　does　not　converge，　it　is　truncated　at　the　iteration　number

2000．　The　initial　value　of　the　approximate　solution・is　x　o　＝　［O，　O，　…　，　O］T．

　　Table　1　and　2　show　numbers　of　iterations　（iter）　required　for　convergence　and　relative

residual　2－norms　（residual）　calculated　as　logio（llb　一　Axkl12／llb112）　where　L’s　variation　is

from　1．　to　16，　for　each　problem．　Here，　“sta”　indicates　an　occurrence　of　stagnation，　and

then　value　of　the　relative　residual　norm　is　filled　in　the　column　of　“residual”．

　　Figs．1　and　2　present　the　behavior　of　relative　residual　norms　at　each　problem．　These

graphs　show　the　convergence　under　the　static　selection，　L　＝　1，　4，　and　16，　and　under　the

value　of　L　which　minimizes　the　total　number　of　iterations．　We　used　the　value　L　＝　4

which　was　suggested　as　a　standard　value　in　Ref．　［6］，　and　L　＝　1　and　16　as　instances　using

extreme　value．

Problem　1

　　In　an　analytic　domain

equation：

st　＝　［O，1］　×　［O，1］，　we　consider　following　partial　differential

一（

021L

Ox　2

　　02u　　　　　　　　　　Oze　Ou
＋∂y・）＋2（7f　十70c　’　Ozl）

　　　　　　　　　　　　iL（O，　Y）

　　　　　　　　　　　　iL（X，　O）

01L

房

璽
Oy

x　＝1

彩＝1

2（v十y十2），　（x，y）ESH2，

y，　（Dirichlet　conditions），

x，　（Dirichlet　conditions），

1十y，　（Neumann　conditions），

1十x，　（Neumann　conditions）．

　　These　equations　are　discretized　with　five－point　central　difference　method，

culation　region　is　divided　equally　into　128　parts　in　x　and　y　directions．

and　the　cal一

Table　1：　The　Number　of　iterations　and　the　relative　residual　2－norm

　　　　under　the　Static　Selection，　L　＝　1，2，…　，16　（Probleml）．

五 iter residua1 五 iter residua1 五 iter residual　L iter residua1

1 325 一8．07 5 315 一8．11 9 288 一8．14　13 sta 一7．05

2 332 一8．14 6 294 一8．04 10 300 一8．12　14 sta 一6．10

3 291 ．8．09 7 308 一8．75 11 275 一8．45　15 sta 一5．00

4 340 一8．12 8 264 一8．06 12 288 一8．00　16 sta 一4．10

　　　Table　1　indicates　that　the　computation　converges　with　the　least　iteration　number　under

’static　selection　L　＝　8　in　the　Problem　1．
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Behavior　of　Convergence　by　Static　（Probleml）
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Fig．1：　The　residu’al　history　of　Static　Selection，　L　＝　1，　4，　8，

　350　400

16　（Probleml）．

Problem　2

　　In　an　analytic　domain　st　＝　［O，1］　×　［O，1］，　we　consider　following　partial　differential

equation：

　　　　　　　　　　　　　a2u　021L　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ou
　　　　　　　　　　一（Sz．i5g＋Sizi／1）＋25i／lt　＝＝　2（y＋i），　（x，y）Esit，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ulon　＝　xy十x十y，　（DiriQhlet　conditions）．

　　These　equations　are　discretized　with　five－point　central　di丑erence　method，　and　the　cal－

culation　region　is　divided　equally　into　256　parts　in　x　and　y　directions．

　　　　　Table　2：　The　number　of　iterations　number　and　the　relative　residual　2－norm

　　　　　　　　　　　　　under　the　Static　Selection，　L　＝　1，2，…　，16　（Problem2）．

五 iter residual 五 iter residual 五 iter residua1　、乙 iter residua1

1 537 一8．07 5 460 一8．04 9 477 一8．28　13 sta 一6．69

2 542 一8．43 6 456 一8．00 10 490 一8．29　14 sta 一5．84

3 558 一8．19 7 483． 一8．05 11 462 一8．18　15 sta 一4．99

4 556 一8．36 8 480 一8．04 12 sta 一7．52　16 sta 一3．72

　　Table　2　indicates　that　the　computation　converges　with　the　least　iteration　number　under

static　selection五＝・6in　the　Proble血2．
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Behavior　of　Convergence　by　Static　（Problem2）
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Fig．2：　The　residual　history　of　Static　Selection，　L　＝　1，　4，　6，．　16

600

（Problem2）．

3．2　Problems　of　Static　Selection

As　the　above－mentioned　results　show，　we　can　conclude　that　the　computation　stagnates　in

the　worst　case，　with　statically－selected　L．　Even　if　the　computations　converge，　there　are

significant　differences　in　the　total　numbers　of　iterations　for　convergence．　ln　this　manner，

the　selection　of　L　has　a　great　influence　on　the　convergence．　The　maj　br　problems　of　the

static　selection　of　L，　are　as　follows：

e　A　small　value　of　L　makes　the　behavior　of　convergence　irregular．

e　A　large　value　of　L　is　not　necessarily　optimum　and　can　cause　stagnation，　contrary

　　to　the　theoretical　expectation　of　a　good　convergence．

　　As　ab　ove－mentioned，　we　conclude　that　it　is　very　diflicult　to　preselect　the　optimum

value　of　L．

4 Dynamic　Selection　of　L

This　section　describes　the　problem　of　Bi－CGSTAB（L）　algorithm　as　the　cause　of　the　stag－

nation　which　occurs　when　the　static　selection　is　used．　We　propose　and　describe　the　new

method　which　derives　values　of　restart　number　L　dynamically　in　each　iteration　process，

to　avoid　this　problem．

7



4．1　Problem　of　Bi－CGSTAB（L）Method

In　Bi－CGSTAB（L）method，　the　opera七ion　of　Eq．（2．9）is　executed　in　each　iteration．　This

corresponds　to　“　the　power　method　［8］　”　for　eigenvalue　calculation．　Consequently，　there　is

the　possibility　that　after　sufficient　number　of　iterations，　yo・　一一一一一　A」yo　converges　to　the

eigenvector　corresponds　to　the　coefiEicient　matrix　A’s　eigenvalue　which　has　the　max－

imum　absolute　value．　Then　the　dimension　of　the　Krylov　subspace　defined　as　Span
｛yo，Ayo，…，ALyo｝　become　smaller　than　L　＋　1，　therefore　the　rank－defection　will　occur

numerically；　and　the　Bi－CGSTAB（L）　method　does　not　converge．

4．2　Proposal　of　Dynamic　Selection

In　order　to　prevent　the　rank－defection　of　Krylov　subspace，　there　is　the　need　for　stopping

the　iterations　of　（2．9）　with　some　kind　of　criterion．　Here　we　propose　the　criterion　using

the　Rayleigh　quotient　for　y2・　［1］　as　follows．

　　The　Rayleigh　quotient　for　yj　i’s　expressed　as，

（4．1）
ρゴ　＝

鰐鵡吻ゴ＋、
蜘ゴ 蜘ゴ●

This　formula　includes　operations　of　only　two　inner　products．　The　conventional　Bi－

CGSTAB（L）　method　requires　operations　of　2L　matrix－vectdor　products　and　O（L2）　vector

inner　products　and　vector－scalar　products　per　one　outer　iteration．　Therefore　our　met・hod

requires　only　2L　vector　inner　products　in　addition　to　these　operations．

　　’The　procedure　of　the　dynamic　selection　is　as　follows，　Every　Bi－CG　iteratdion　the　rela・tive

error　E　derived　from　Rayleigh“quotients，

Eニ1ρゴーρゴ＿11／1ρゴ1， （here，　p－i　．＝　O．O）

is　calculated．　lf　this　E　is　less　than　a　to｝erance　TOL，　i．e．

（4．2） E　S　TOL，

we　j　udge　the　rank－defection　to　be　occurred，　and　stop　the　comput　ation　of　inner　iterations．

Then　the　value　of　L　is　selected．

　　We　call　the　Bi－CGSTAB（L）　method　employing　this　“dynamic　selection　of　L”，　DS（Dynamic

Selection）一Bi－CGSTAB（L）　method．

4．3　Algorithm　of　the　Ds－Bi－cGsTAB（L）Method

The　practical　expression　for　DS－Bi－CGSTAB（L）．　algorithm　is　given　as　follows．　The　cal－

culation　part　of　p，・　and　the　judgement　routine　（（4．4）　一　（4．8））　are　added　to　the　Bi－CG

iteration　part　of　Bi－CGSTAB（L）　algorithm　in　Ref．　［6］；　additionally，　L　＝＝　LMAX　is　given

first　（Eq．（4．3））．　The　maximum　iterating　number　for　Bi－CG　part　is　modified　to　LMAX－1．

8



（4．3）

（4．4）

（4．5）

（4．6）

（4．7）

（．4．8）

repeat

begin

　　　　k

10

　　　　　set五＝五M且X，

　　　　　　　　k　＝・　一1五，

　　choose　　　Xo，　fio，

compute　ro　＝　b－A：Zo，

　　　　take　　u＿1＝0，　Xo＝Xo，ρo＝1，

　　　　　　　　　　　　　α＝0，ω＝1，

un七il　Ilrk＋Ll12’is　small　enough，

＝　　ん十五，

put　　倉。＝＝Uk＿1，命。＝rk，

　　　　　バ
　　　　　諺O＝X島ρ0＝一ωρ0，

for　フ＝0，…，五M・4X－1

／＊　（Bi－CG　PART）　＊／

　　　　ρ1＝（γゴ，「o），

　　　　β＝βk＋ゴ　＝　α旦L，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ0

　　　　ρ0＝ρ1，

　　　　f（）ri＝0，…，ゴ，

　　　　　　　◎¢＝ら一β倉乞，

　　　　end，

　　　　禽ゴ＋・二茄ゴ，

　　　　”〉‘＝（aゴ＋・，e・），

　　　　　　　　　　　　　　ρ0
　　　　　α＝αた十ゴ＝一，

　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　灘O：＝：飢O十αUO，

　　　　f・ri＝o，…，ゴ，

　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　　　　　　㌍i＝ri一CMtUi十1，

　　　　end，

　　　　　if’ゴ＋1＝Afiゴ，

／＊　Star七七he　judgment　with　the　Rayleigh　quo七ient＊／

　　　　　compute　E

　　　　　if　　（五7　　≦』　TOIン）　then

　　　　　　　L　・＝」＋1，

　　　　　　　goto　10，

　　　　　end’if

／＊End七he　judgm・nt　with　t4e　Ray1・igh　qu・ti・nt・／

’end，・』．

　　　　　continue，

　　　　　　　　　　　　　　　　　9



end．

for

／＊

end，

”YL

　tu

for

end，

for

end，

金。

命。

倉o

for

end，

put

ゴ＝1，…　，五

（MR　PART）＊／
f（）r　i＝　1，…　，ゴー1，

　　　　　　1
　ηゴ＝一（命ゴ，命の，

　　　　　σ¢
　ム　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　ム

　TゴニニTゴー’τ乞ゴγ¢，

end，

σゴ＝（バ　　　　　　バ「ゴ，Tゴ），

％一二（バ　　　　　　　バ「o，7●ゴ），

＝；1：

ブ＝五一1，…　，1　，

ツゴー％一Σ乃餉，
　　　　　　　i＝ゴ十1

ゴ　＝　1，…　，五一1　，

　　　　　　　　　L－1

垢’一η＋・＋Σ願＋・，

　　　　　　　　　i→＋1

　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

＝：灘O十’γ17●0，

　　ム　　　　　　　　バ
　　　　一’γL「L，ニニ7●0

　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

ニ＝UO一りtL　ILL，

ブ　＝　1，…　，工’一1，

ノ　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　

UO＝UO一 ｨUゴ，

dio＝企。＋7S！fゴ，、

バ　　　　ム　　　　　ノバ

To＝ro一 島iゴ，

　　　　　　　　　バ
　賜k十L－1＝：UO，

　　　　　　バrk十五＝：7の0，

　　　　　　バ
Xk十五＝飢O，
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5 Numerical　Experiments
In　the　following　numerical　experiments，　the　DS－Bi－CGSTAB（L）　method　was　applied　to

the　two　problems　mentioned　in　section　3．1．　As　the　condition　peculiar　to　the　dynamic

selection，　LMAX　＝＝　16　and　TOL　＝＝　O．Ol　are　used．

　　The　results　are　shown　below．　Figs．　3　and　5　show　the　behavior　of　relative　residual

norms　of　each　problem，　and　Figs．　4　and　6　show　the　values　of　dynamically　selected　L．

Problem　1

Behavior　of　Convergence　by　Dynamic　（Probleml）
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　　　Fig．4：The　variation　of五un．der　Dynamic　Selection（Problem1）．

　　This　result　indicates　avoidance　of　stagnation．　The　total　number　of　iterations　required’

for　cQnvergence　is　270，　and　then　logio（11b　一　Axk112／llbl12）　＝　一8・08・

　　Fig．　4　shows　the　value　of　L　reaches　L　〉’8，　and　11　at　its　maximum．’
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Behavior　of　Convergence　by　Dynamic　（Problem2）
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　Fig．6：　The　variation　of　L　under　Dynamic　Selection　（Problem2）．

Problem　2

　　Also　in　this　problem　st　agnation　is　avoided．　To　mention　specially，　the　total　number　of　it－

erations　for　convergence　with　the　dynamic　selection　is　420，　and　then　logio（11b　一　Axk　l　l　2／IIbl12）

＝　一8．76．　This　means　that　the　dypamib　selection　of　L　leads　to　convergence　With　less　iter一．

ation　number．than　that　of　static　selection’s　optimum　value　L　＝＝　6．

　　Fig．6shows　that五varies　to　14　at　its　ma：ximum，　while　static　selection　causes　stagnation

at　L　2　12．　Therefore　using　dynamic　selection　is　more　effective　and　stable．・

6 Conclusion

In　this　paper　we　have　proposed　the　DS－Bi－CGSTAB（L）　method　which　dynamically　selects

restart　numbers　L　of　Bi－CGSTAB（L）　Method．　Thj　s　method　avoids　the　problem　of　Bi一
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CGSTAB（L）　algorithm．　Namely，　this　method　employs　criteria　to　avoid　numerical　rank－

defection，　and　dynamically　se｝ects　values　of　L．　As　the　criteria　for　determination　of　L，

we　employed　relative　errors　of　Rayleigh　quotients　obtained　at　the　Bi－CG　part　of　Bi－

CGSTAB（L）　method．

　　We　established　that　proposed　criteria　avoids　the　stagnation　dependent　on　L　selected

statically　in　Bi－CGSTAB（L）　method．　lf　L　＝　4　is　regarded　as　a　standard　value　in　the

static　selection，　the　total　number　of　iterations　for　convergence　of　the　DS－Bi－CGSTAB（L）

method　is　generallY　less　than　that　of　the　conventional　Bi－CGSTAB（L）　method．　Usually，

the　optimum　L　of　Bi－CGSTAB（L）　can　not　be　estimated　in　advance．　Therefore　we　can

conclude　that　our　method　is　sufliciently　effective．

　　As　for　computational　amount，　the　DS－Bi－CGSTAB（L）　method　requires　only　2L　vector

inner　products　in　addition　to　computational　amount　of　the　Bi－CGSTAB（L）　method　（2L

matrix－vector　products　and　O（L2）　vector　inner　products　and　vector－scalar　products　per

one　outer　iteration）．
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