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Abstract

A　global　optimization　algorithm，　QB　B，　for　twice－differentiable　NLPs

（　Non－Linear　Programming　）　is　developed　to　operate　within　a　branch－and－bound

framework　and　require　the　construction　of　a　relaxed　convex　problem　on　the

basis　of　the　quadratic　lower　bounding　functions　for　the　generic　non－convex

structures．　Within　an　exhaustive　simplicial　division　of　the　constrined　region，　the

rigorous　quadratic　underestimation　function　is　constructed　for　the　generic

nonconvex　function　structures　by　virtue　of　the　maximal　eigenvalue　analysis　of

the　interval　Hessian　matrix．　Each　valid　lower　bound　of　the　NLP　problem　with

the　division　progress　is　computed　by　the　convex　progranmiing　of　the　relaxed

optimization　problem　obtained　by　preserving　the　convex　or　linear　terms，

replacing　the　concave　term　with　linear　convex　envelope，　undereStimating　the

special　terms　and　the　generic　terms　by　using　their　customized　tight　convex　lower

bounding　functions　or　the　valid　quadratic　lower　bounding　functions，　respectively．

The　standard　convergence　properties　of　the　QB　B　algorithm　for　nonconvex

global　optimization　problems　are　guaranteed．　The　computational　studies　of　the

QB　B　algorithm　for　a　general　quadratic　programming　problem　is　reported　to

show　the　global　convergence　and　the　algorithmic　efficiency　whilst　the　quadratic

coefficients　are　estimated　loosely．
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1．　lntroduction

The　vast　maj　ority　of　chemical　process　design　and　control　problems　are　attracted

by　the　optimal　solutions，　however　those　problems　are　mainly　characterized　by

the　existence　of　multiple　minima　and　maxima，　as　well　as　first，　second，　and

higher　order　saddle　points．　Those　nonconvex　optimization　problems　always

frustrate　the　chemical　engineers　in　their　search　to　arrive　at　better　designs　for

novel　or　existing　processes．　These　problems　arise　in　many　sorts　of　engineering

chemistry　field，　such　asx　heat　exchange　network　design，　chemical　and　phase

equilibrium，　and　separation－reaction　sequencing．　Despite　the　importance　of

identifying　the　global　minimum　solution　or　valid　bound　on　that　solution，　this　can

rarely　reached　rigorously．　Contributions　from　the　chemical　engineering

community　to　the　area　of　global　opti血zation　can　be　traced　to　the　work　of

Stephanopous　and　Westerberg・（　1975　），　and　Westerberg　and　Shah　（　1978　）．

Renewed　interest　in　seeking　global　solution　was　motivated　from　the　work　of

Floudas　et　al．　（　1989　）．　Thereofore，　in　the　last　decade　we　have　experienced　a

resurgence　of　interest　in　chemical　engineering　for　new　methods　of　global

optimization　as　well　as　the　application　of　available　global　optimization

algorithms　to　important　engineering　field　（　Grossmann，　1996；　Floudas，　1999）．

This　recent　surge　of　interest　is　attributed　to　three　main　reasons．　First，　a　large

number　of　engineering　chemistry　and　computational　che血stry　problems　are

indeed　global　optimization　problems　（　Wales　and　Scheraga，　1999　）．　Second，　the

existing　local　nonlinear　opti血zation　approaches　may　fail　to　obtain　even　a

feasible　solution　or　are　trapped　to　a　local　optimum　solution，　which　may　differ　in

value　significantly　from　the　global　solution．　Third，　the　global　optimum　solution

may　have　a　very　different　physical　interpretation　when　it　is　compared　to　local

solution，　the　chemical　and　phase　equilibrium　problem　is　a　very　real　one　since　in

equilibrium　a　local　solution　may　provide　incorrect　prediction　of　types　of　phases

at　equilibrium，　as　well　as　the　compositions　in　each　phase　（　Mcdonald　and

Floudas，　1994；　Zhu　and　Xu，　1999；　Zhu　and　lnoue，　2001　）．

　　One　of　the　maj　or　difficulties　with　global　optimization　problems　is　the　lack　of

practical　criteria，　which　decide　when　a　local　solution　is　global．　Then，　many

iterative　schemes　（　Horst　and　Pardalos，　1995　）　are　developed　which　require

some　global　information　in　each　step．　The　branch－and－bound　framework　is　one

of　the　most　promising　methods　for　solving　multiextremal　global　optimization

problems．　The　main　idea　of　this　framework　consists　of　two　basic　operations：

successively　refined　partitioning　of　the　feasible　region　and　estimation　of　lower

and　upper　bounds　for　the　optimal　value　of　the　obj　ective　function　over　each
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subset　generated　by　the　partitions．　Most　often，　lower　bounding　procedures　are

established　using　suitable　types　of　underestimation　of　the　functions　involved　in

the　problem　under　consideration．　As　a　result，　lower　bounds　are　computed　by

solving　relaxed　problems　in　the　same　space　of　variables　as　the　original　problems．

In　particular，　the　GOP　algorithm　for　biconvex　problems　（　Floudas　and

Visweswaran，　1990，　1993　）　and　the　branch－and－bound　algorithm　for　bilinear

problem　（　Al－Khayyal　and　Falk，　1983　）　rely　on　mathematical　properties　specific

to　the　problem　solved　in　order　to　obtain　the　lower　bounding　problem．　Floudas

and　his　colleagues　（　Floudas，　1999　）　suggested　an　approach　which　necessitates

the　identification　of　the　minimum　eigenvalues　of　the　Hessian　matrix　of　the

functions　to　be　convexified　over　a　rectangular　domain．　The　a　B　B　algorithm，

based　on　this　technique，　converges　with　mathematical　rigor　to　the　class　of

twice－differentiable　nonconvex　programs．　Recently，　with　the　inspiration　of　the

phase　stability　analysis　problem，　a　quadratic　underestimation　function　based

branch　and　bound　algorithm　over　simpilicial　panition　of　the　constrained　region

is　developed　for　twice－differentiable　NLPs．

　　　　The　determination　of　phase　stability，　i．e．　whether　or　not　a　given血xture

will　split　into　multiple　phases，　is　a　key　step　in　separation　process．　Consequently，

it　facilitates　the　search　for　the　true　equilibrium　solution　if　a　postulated　solution　is

thermodynamically　unstable　with　respect　to　perturbations　in　any　or　all　of　the

phases，　Which　can　be　evaluated　by　minimizing　the　tangent　plane　distance

function　（　TPDF　）．　Zhu　and　Xu　（　1999　）　developed　a　novel　branch　and　bound

algorithm　for　TPDF　described　by　UNIQUAC　equation　on　the　basis　of　compact

partition　of　the　feasible　region，　where　the　separable　assumption　is　no　longer

needed　for　the　construction　of　the　valid　underestimation　function．　However．　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

nonconvexity　is　only　generated　by　the　concave　function　in　the　D．C．　（　Difference

of　two　C　onvex　functions　）　formulation　of　the　TPDF．　Further，　a　quadratic

underestimation　function　based　branch　and　bound，　QB　B，　algorithm　（Zhu　and

Inoue，　2001）　is　developed　for　the　minimization　of　the　stability　analysis　problem

on　the　basis　of　a　rigorous　underestimator　constructed　by　interval　analysis，　which

is　a・method　to　expand　the　application　of　the　QB　B　algorithm　from　the　special

D．C．　structure　of　the　stability　analysis　problem　described　by　UNIQUAC　model

to　the　generic　non－convex　function　structure．　However，　a　systematic

investigation　of　the　QB　B　algorithm　for　the　general　twice－differentiable　NLPs　are

indispensable　so　as　to　converge　asymptotically　to　the　global　solution　with

theoretical　guarantee．　ln　this　paper，　the　relaxed　convex　programming　problem　i　s

constructed　based　on　the　quadratic　underestimation　function　under　a

branch－and－bound　framework．　The　lower　bound　computed　by　solving　this

3



relaxed　problem　is　monotonic　with　the　refined　division　of　the　optimal　region．

The　algorithm　convergences　are　developed　by　virtue　of　the　exhaustiveness　of　the

simplicial　bisection　if　the　QBB　algorithm　does　not　te血nate　after　finitely　many

iterations，　since　it　generates　infinite　sequences　of　feasible　and／or　infeasible

points　converging　to　one　of　the　optimal　solutions．

2．　The　QBB　global　optimization　algorithm

The　general　nonconvex　opti血zation　formulation　can　be　formulated　as　follows：

（P）
興n

f　（x）

S．t． g，（x）SO　i一一一1，2，．．．，m

xE　sO　c　snn

where　f　and　g，belong　to　c　2，　the　set　of　twice－differentiable　functions，　and　S　O

is　a　simplex　defined　by

so
@．．　（x　E　E）｛n：x　＝　：．．，　」2v，V，O，，Li　；）　O，　ii．Si，．，　」Li　＝　ll

where　V，O　E　V　c　ER　n，　i一一一1，2，．．．，n＋1　are　n＋1　vertices　of　the　simplex　S　O，　and

Vis　the　set　of　all　its　vertices．　Let　D，　be　a　subset　of　S）｛”　defined　by

D，　：｛xE　E）｛n：　g，（x）S　O，i＝1，　2，．．．，m｝

In　general，　the　set　D，　is　nonconvex　and　even　disconnected．　We　assume

throughout　the　paper　that　Problem　（　P　）　has　an　optimal　solution，　and　at　least　one

feasible　point　is　known．　Then，　for　the　general　nonconvex　optimization　problem，

i．e．　（　P　），　the　present　algorithm　belongs　to　a　branch　and　bound　scheme．　At　each
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iteration　of　this　algorithm，　a　branching　step　and　a　bounding　step　must　be

finished　simultaneously．　Then，　we　start　to　develop　this　algorithm　with　the　basic

operations　needed　in　this　scheme．

2．1　SiMplicial　Partition

　　　　For　the　branching　procedure，　the　simplex　S　O　will　be　divided　into　refined

subregions　by　using　the　well－known　simplicial　partition　often　used　in　global

opti血zation　algorithm．　For　every　kind　of　branching，　it　is　a　simple　matter　to

check　that　for　every　i　E　I，　the　points　v’，　．．．，　v　i一’，　u，　v　i’i，　．．．，　v　n＋i　are

venices　of　a　simplex　S，　c　S，and　that：

（int　S　i）∩（int　Sノ）＝0　、▽（ノ≠i；　U　S∫＝S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iEI

Then，　the　simplexes　S，，　i　E　I，form　a　subdivision　of　the　simplex　S　via　U．Each

S，　will　be　referred　to　as　a　subsimplex　of　S．Clearly，　the　partition　is　proper　since

it　consists　of　at　least　two　members　if　and　only　if　U　does　not　coincide　with　any

vi．　An　important　special　case　is　the　bisection　where　the　U　is　a　point　of　the

longest　edge　of　the　simplex　s，for　example　U　E　lv　M，vn1，　i．e．

llvm－vnH　：，．1．nax　llvi－vjll｝

　　　　　　　　　i，」’＝1，．．．n＋1

where　ll・11　denotes　any　given　norm　in騨，and　u＝avk＋（1一のvh　with

O〈as1／2．　lt　should　be　noted　here　that　a　means　the　simplex　V　is　divided　into

two　subsimplexes　such　that　the　ratio　of　the　volume　of　the　smaller　subsimplex　to

that　of　S　is　equal　to　a．　Zhu　and　Inoue（　2001）　used　an　exact　bisection　method

since　the　a　is　equal　to　1／2．　Obviously，　in　an　infinite　filter　of　simplexes

S，　D　S，．．．）　S，　D　．．．，　the　diameter　of　the　simplex　S，，　i．e．　6（S，）s　the　length　of　the

longest　edge　of　S，，　will　monotonically　decrease．　For　the　convergence　proofs　of
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the　branch　and　bound　algorithm，　the　most　usefu1　concept　is　the　exhaustiveness

of　a　panition　process　（　Horst，　Pardalos，　and　Thoai，　1995　）．　A　nested　subsequence

of　partition　sets　｛3ノ｝，　i．e．　Sノ⊃Sノ＋1，　∀．ノ，is　called　exhaustive　if　S／　shrinks　to

an　umque　pomt，　1．e．，

の

∩sノ＝｛寒｝

ノ＝1

A　partition　process　in　a　branch　and　bound　algorithm　is　called　exhaustive　if　every

nested　sub　sequence　of　partition　sets　generated　throughout　the　algorithm　is

exhaustive．　Konno，　Thach，　and　Tuy　（　1997　）　proved　that　the　above　mentioned

exact　simplicial　bisection　is　exhaustiye　since　6（S，）一一＞O　as　k一＋oo．

2．2　Quadratic　underestimation　function　for　general　non－convex　structures

　　　　In　the　bounding　step　of　a　branch　and　bound　algorithm，　a　lower　bound　is

always　obtained　by　constructing　a　valid　convex　underestimation　function　for　the

original　one　appeared　in　the　problem　（　P　），　and　solving　the　relaxed　convex　NLP

．to　global　optimality．　For　current　simplex　given　by

s　：lxE　s）tn　：x　＝　：．．，　，IL，vi，　Ai　）　o，　lll．Sl，．，　iL，　＝　ll

（1）

where　V　i　E　V　c　S）｛”，　i一一一1，2，．．．，n＋1　are　n＋1　vertices　of　the　current　simplex　S，

and　v　is　the　set　of　all　its　vertices．　Then，　we　intend　to　compute　a　lower　bound

＃（S）　of　the　obj　ective　function　f　on　S　A　D，．In　other　words，　we　compute　a　lower

bound　for　the　optimal　value　of　the　problem

（　P（S）　）
町n

f　（X）

s．t． g，（x）SO　i一一一1，2，．”，m

xE　S　c　S）｛n
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As　above　mentioned，！and　g、　are　generic　noncorlvex　functions　belonging　to

C2，then　the　main　idea　fbr　computing　a　lower　boundμ（S）is　to　construct　from

Problem（P（S））aconvex　problem　by　replacing　all　those　nonconvex　functions

with　their　respective　convex　underestimation　fUnctions，　then　solving　the

resulting　relaxed　convex　problem．　In　order　to　reach　this　pu叩ose，　we　see　the

f（）llowing　Definition：

Definition　2．2．1　Given　an：y　nonconvex　function　！（x）：S→㌶，　x∈3⊆E）｛　n

b・el・nging　t・C2功ゆ11・wing　quadratic加cti・n　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x）一Σ　a、xl＋Σわ、x、＋c　　　　　　　　　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’＝1　　　　　　　i＝l

where，　x∈S⊆S）｛n　and　F（x）＝！（x）　holds　at　a〃veがice5・6ゾ5．　a、否are

no1〃ze8ative　scalars　and　large　enou8h　such　that　F（x）≦．ア（x），∀x∈S．

　　　　It　is　trivial　to　see　that　17（x）　is　convex　since　its　quadratic　coefficients，　i．e．

α、’刀Care　nonnegative．　And　the　fbllowing　Theorem　can　be　used　to　ensure　that　it

is　indeed　a　rigorous　underestimator　of！（x），i．e．　F（x）≦∫（x），∀x∈S」

Theore〃12．2．1　F（x）defined　by　D（乖競∫oη2．2．1　is　a　convex　underestimato　r　qプ

ァ（x）朔8野州8ηc8加。”・n　between　them，　i．e．　D（x）＝F（x）一！（x），　is　a　c・nvex

／iZnction．

Proof　　Suppose　that　xl　and　x2　are　two　arbitrary　points　in　the　current

simplex　S　deflned　by　Eq．1，　then　there　exists　2（n　＋1）real　values，α、，β、∈9㌃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れキ　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れキユ

satisfying　O≦αi・β、≦1，Σα、＝1，Σβ，一1，such　that　x’＝Σ　a，　Vi　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’ニl　　　　　　　i＝l　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　れキ　

x2＝ ｰβ，V．Since　D（x）＝F（x）一！（x）is　a　convex　fUnction，　we　have　the
　　　　　i＝l

fbllowing　inequality　according　to　the　definition　of　the　convex　function：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D　（Ax’＋（1一λ）x2）≦λD　（x’）＋（1一λ）D　（x2）

where，λis　an　arbitrary　real　value，　and　O≦λ≦f．　Substitution　of　the　convex

combination　of　xl　and　x2　into　above　equation，　and　by　Jensen’s　Inequality

（Rochafellar，1972）we　have

　　　　　　　　　　　　　　ρμガ＋圃≦λD〔》Vり＋0一噛V〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦λ鑓αρ＠り＋（1一λ）愛βρ＠）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝l　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　れキ　　　　　　　　　　　　　　　れキ　

sinceΣα、＝1　andΣβ、一1．　Acc・rding　t・Definiti・n　2．2．1，　we㎞・w　that

　　　　　　i＝l　　　　　　　　　　　　　　i＝1

F（x）一！（x）h・lds　at・all・vertices・f　S，　i．e．　F（Vり一！（Vり．　Then　D（Vり一〇at　each

vertex》，　i＝1，＿，　n＋1．Following　above　inequality，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Dレx’＋（1一λ　）x2」≦O

Since　xl　and　x2　are　two　arbitrary　points　in　simplex　S，then　let

x＝λxl＋（1一λ）x2，0bviously　it　is　also　an　arbitrary　point　in　this　simplex，　and

D（x）≦0．Then，　F（x）≦！（x＞∀x∈S．It　means　that　F（x）is　a　rigorous

underestimator　of　the　generic　nonconvex　function！（x）for　any　point　x∈S．

　　　　It　is　well㎞own　that　D（x）is　convex　if　and　only　if　its　Hessian　matrix

HD（x）is　positive　semi－definite　in　the　current　simplex．　A　useful　convexity

condition　is　derived　by　noting　that　HD（x）　is　related　directly　to　the　Hessian

　　　　I　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



matrix　Hf（x）　of　f（x），　x　E　S　by　the　following　equation：

H．　（x）＝　2A　一　Hf　（x）

where△is　a　diagonal　matrix　whose　diagonal　elements　are　o、’s　defined　in

Definition　2．2．1．△is　refereed　as　the　dia80nal　underestimation　matrix，　since

these　parameters　guarantee　that　F（x）defined　by　Eq．2　is　a　rigorous

underestimator　of　the　generic　nonconvex　fUnction　！（x）．Evidently，　the

following　Theorem　will　help　to　guarantee　that　D（x），　as　defined　in　Theorem

2．2．1，is　convex：

Theoi「e〃z　2・2・2　D（x），　as　d（？fined加Theore〃z　2．2．1，　is　convexゲand　onlyゲ

2△一Hア（x）＝2diag（α，）一Hノ（x）is　P・伽e　semi－dq伽ite　f・r　a〃x∈S．

　　　　In　order　to　simplify　the　parameter　calculation，　the　underestimator　17（x）is

reformulated　by　using　a　single　nonnegative　a　value，　as　following

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x）＝aΣ　Xi＋Σb、κ、＋c　　　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　’ニl

Then，　all　diagonal　elements　of　the　diagonal　underestimation　matrix△are

therefore　equal　to　the　unifbrm　quadratic　coefficient　a　defined　by　Eq．3．　On　the

わasis　of　the　Theorem　2．2．2，　the　following　theorem　can　then　be　used　to　ensure

that　F（x）defined　by　Eq．20r　Eq．3　is　indeed　a　rigorous　convex　underestimator

of！（x）：

9



Theorem　2．2．3．　F（x）　as　defined　hy　Eq．2　is　a　rigorous　convex　underestimato　r　of

ノ（x）ゲ・nd・めゲ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a，　〉一　max／　o，　gmax　．．slH：・i’　（x）＋　］1．1）．，　IH　ILi　（xll　1　（4）

・r，　if　F（x）is・d｛伽64勿Eg．3，膨伽8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2　max／　O，　gmax，，．．，　A，　（x）／　（5）

吻re　theλ’（x）’s　are　the　eigenvalues　・f　Hf（x）・the　He∬ian　matrix　・f　the

generic　nonconvex加ction∫（x）for　x∈S．

Proof：　As　Hf（x），　the　Hessian　matrix　of　the　generic　nonconvex　function　f（x），

is　symmetric，　so　that　all　its　eigenvalues　are　real　values．　According　to　Theorems

2．2．1　and　2．2．2，　F（x）　as　defined　by　Eq．2　is　a　convex　（　or　linear　）

underestimator　of　f（x）　if　and　only　if　D（x）　defined　in　Theorem　2．2．1　is　convex．

D（x）　is　convex　if　and　only　if　for　every　x　E　S，　all　eigenvalues　AP．　（x）　of　D（x）

are　nonnegatlve．

　　　　In　the　second　case，　since　the　uniform　quadratic　coefficient　is　used，　the

eigenvalue　of　D（x）　can　be　directly　related　to　that　of　f（x）．　The　above

nonnegative　condition　is　equivalent　with　requiring　the血nimum　eigenvalue　of

D（x）　over　x　to　be　nonnegative：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mini，．．s」LP・　（x）20

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10



Aftersubstituting　AP．　（x）＝．2a一一A，（x）　and　a）max（O，llmax，，．．，A，（x）1，wehave

　　　　　　　　　　　　　　　min・，x∈sλρ（x）一層n・，。∈s（2α一λ1（x））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　mini，．．s　｛max10，maxi．．．s　Ai　（x）1一　A，i　（x）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1｝）　mini，．．s｛maxi，．．s［O，　Li　（x）］一一・　7Li　（x）｝

Obviously，　max．．，［O，」L，（x）］一　L，（x）一〉一〇　by　considering　the　two　cases　for　the　sign

of　A，（x），　so　min．．，　AP・　（x））O，tha，t　is，　D（x）　is　convex　for　x　E　S．Therefore，　F（x）

as　defined　by　Eq．3　is　a　rigorous　convex　underestimator　of　f（x）．

　　In　the　first　case，　by　virtue　of　Gerschgorin’s　theorem　（　Gerschgorin，　1931　），　the

eigenvalue　lower．bound　of　a　real　symmetric　matrix　A　＝（a，．）　is　given　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎡nλ、一αジΣ國

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ≠i

After　substituting　Eq．4　to　H．　（x）＝　2A　一一　Hf　（x），　its　lower　bound　can　be　given　as

血　λρ伝）一2max
o・・　Smax．．s｛H諄（x）＋多1咽｝｝礁霧IH綱

　　　　　　　　　　　　　　　坤ma粥（x）＋鴇隅依1｝｝一｛鴫鴇叫

　　　　　　　　　　　　　　　1　max　…（　・・｛叫伝）＋多頭｝ト｛理依）＋鴇團｝

Obviously，　min．．，　AP．　（x）20　by　considering　the　two　cases　for　the　sign　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11



Hk’，’ ix）＋21Hi・，’i（xl．　So　D（x）　is　convex　for　x　G　s．Therefore，　F（x）　as　defined　by

　　　　　　　ノ≠’

Eq．2　is　a　rigorous　convex　underestimator　of　f（x）．

　　　　The　following　Proposition　shows　the　relationship　between　the　linear　and

constant　coefficients　of　F（x）　and　its　quadratic　coefficients，　and　that　the　former

ones　ran　be　deter血ned　by　the　latter　and　all　vertices・f　the　current　simplex・

Proposition　2．2．1　The　linear　and　constant　coefficients　of　F（x）　defined　by

Eq．2　or　3，　i．　e．　b，　’s　and　c　can　be　given　by　the　quadratic　coefficients　a，’s　known

by　Theorem　2．2．3　and　the　current　simplex．

Proof．　ln　view　of　the　Definition　2．2．1，　we　know　F（x）＝＝f（x）　holds　at　all

venices　of　S，　then　the　following　linear　equation　group　can　be　obtained　as

　　　　　　　　　　　　　　　　vkTAv＋bTvk＋c＝＝f（vk）　k＝1，．．．n＋1

where　A　E　sc　nXn　is　the　diagonal　underestimation　matrix　whose　diagonal　elements

are　the　quadratic　term　coefficients，　a，’s　defined　in　Eq．2　or　3．　b　E　S）｛n　is　the

linear　coeffricient　matrix　whose　elements　are　b，　’s　defined　in　Eq．2　or　3，　and　c　is

a　scalar．

　　　　　　　　　　　　　　　　　bTvk＋c＝f（vk）一vkTAv　k＝1，”．n＋1

The　matrix　b　E　ER”　i　s　augmented　as　（b，　c）E　EJ｛”’i，　in　order　to　include　the　scalar

c　．　In　the　same　way，　the　matrix　V　E　ER（”’i）×”　is　augmented　as　（v，1）G　9｛（n＋ipt（n＋i），

where　1　is　a　column　unity　matrix　of　SR”．　（V，1）E　S）｛（””pt（”’i）　is　a　regular　square
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matrix　since　V　E　sc（n”）Xn　is　the　coordinate　matrix　of　the

linearly　independent．　Then　we　have

simplex　which　is

（b，c）T　＝　（v，i）一’　fr（v）一　vTAv］

where，レ（V）一V・△Vl∈脈・＋l　is　a　c・lumn　matrix　f。r　the　n＋1　vertices。f　the

current　simplex．　In　virtue　of　this　equation，　it　is　very　obvious　that　the　linear　and

constant　coefficients　defined　by　Eq．2　or　3　are　determined　completely　by　the

quadratic　coefficients　and　the　current　simplex．

　　　　By　replacing　all　the　nonconvex　functions　in　Problem　（　P（S）　）　with　their

corresponding　quadratic　function　based　convex　underestimators　described　by

Eq．3，　we　have　the　following　relaxed　convex　programming　Problem　（　QP（S）　）：

（　QP（S）　）
聖n

F（x）

s．t． G，（x）SO　i・：一一1，2，．．．，m

xE　S　c　E）｛n

where，

　　　　　　　　　　　　　　れ
F（x）一Σa！Xi＋Σ房κ，＋♂

　　　　　　’II　崇

G，（x）＝Σα解＋Σわ餓＋c8’

　　　　　　’＝1　　　　　　　　∫＝1

i＝　1，　2，　．．．，m

Let　D．　be　a　subset　of　E）｛n　defined　by

DG　＝　｛xE　E）ln：　G，（x）s　o，i＝　1，　2，．．．，m｝

Obviously，　the　set　D．　is　convex　and　compact．　Then，　the　Problem　（　QP（S））　has

an　optimal　solution　according　to　the　well　known　Weierstrass　Theorem．

　　　　It　should　be　noted　that　only　additional　m＋1　quadratic　parameters，　i．e．　a　f

and　ag’for　i＝1・2・…・m，　are　introduced　during　above　transfb血ng　Process　if

13



the　uniform　underestimation　function　is　used，　since　all　other　linear　and　constant

coefficients　can　be　calculated　by　those　quadratic　parameters　and　the　current

simplex　consequently．　The　following　Theorem　states　that　the　optimal　solution

F＊　of　the　convex　programming　Problem　（　QP（S）　）　is　a　valid　lower　bound　of　the

primal　Problem　（　P（S）　）．

Theorem　2．2．4　For　each　simplex　S＝lxEE）｛”：x＝：．，　AiV‘，Ai　20，：．，　Ai　一一l／g；SO，

a　lower　bound　＃（S）　of　f　over　S　A　D，　can　be　computed　hy　＃（S）＝F’，　where

F＊isthe　oρti〃zα1501厩’oηρプ170v8r　S∩DG．

Proo£　First，　we　show　S　A　D，　g　S　A　D．：Since　G，（x）　is　a　convex　underestimator

of　g，（x），　i．e．　G，（x）Sg，（x），　we　have　G，（x）Sg，（x）SO　for　any　x　E　D，，　then

xE　D．．Finally　we　have　S　A　D，　g　S　A　D．　by　noting　D，　g　D．．Second，　by　virtue

of　F（x）Sf（x）　for　any　xESAD，　and　SAD，　g；SAD．，wehave

　　　　　　　F“　＝　min｛F　（x　），　xE　S　A　D．　｝S　F（x）for　xE　S　A　DG　S　f（x）for　xE　S　A　D，

It　shows　that　pt（S）＝F“　is　a　valid　lower　bound　of　f　over　S　A　D，．

　　　　In　the　next　Proposition，　it　shows　that　the　lower　bound　obtained　by　Theorem

2．2．4　is　always　bounded　from　below　and　has　a　monotonic　property　which　is

usefu1　within　a　branch　and　bound　framework．

1ケρρo∫∫だ。π2．2．2．

でαμ6∫S’and　S2　be卿・5吻lexe∬a助ing　S2⊂S’．Then，μ⑤2）≧μ㊨’）．

（b）lfProblem（P）has　afeasible　solution，　then　pt（R）〉一一〇〇　for　each　S　s；1　SO．
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Proof．

（a）Let　F’（x）and　F2（x）be　the　quadratic　underestimati・n釦ncti・ns・f∫（x）

generated　in　Sl　and　S2　satisfンing　S2⊂S1，respectivel》㌃Then，　we　will　show

Fl ix）≦F2（x）for　x∈S2．According　to　Eq．2，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　め
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F’（X）＝Σのノ＋Σゲκ、＋Cl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　’＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F2（X）＝Σa、　Xi＋Σ鰍、＋C2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た・1　　　　　　　’＝1

Then，

　　　　　　　　　　　　　　F1（X）一F・（X）一齢一α癬＋£¢1一礁＋cl－C・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご＝1　　　　　　　　　　　　　∫＝1

1t　f・ll・ws食・m　theねct・i・e・S2⊂SI，then　max。。s1λ，（x）≧max。∈s、λ、（x）・r

max㎡
o哩團｝≧max…｛理（x）＋三岡｝・In　vi丘ue・f　The・rem

2・2・3・we　have　ai≧αノ・Then　the　di衡ence血ncti・n　D（x）一F’（x）一F2（x）is

positive　semi－definite．

　　　　Since　Fl（x）is　the　underestimation　function　of∫（x），　then　we　have

Fl ix）≦！（x）fbr　all　x∈Sl．According　to　the　De且nition　2．2．1，　we㎞ow

lF・
浴C・）一！＠，・）f・r　all　vertices。f　simplex　S・，　i．e．　V，・，　f。r鳳2，…，n．　Since

S2⊂S1，wehave　F1（V、2）≦F2＠，2）f・r　i－1，2，…，n．Itmeans

　　　　　　　　　　　　　　　　D　（V，・）一F’＠，2）一F・（V、2）≦・　i－1，2，…，n
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

For　any　x∈S2，　and　x＝Σ　A，　V，2　withλ’≧0∀i　andΣλ’＝1，　by　the　convex

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

function　characteristic　of　the　difference　fu．nction　D（x），we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D（x）一D〔1．1　AiVi2〕≦書瞭2）≦・

Then，　weobtain　Fl（x）≦．F2（x）for　x∈S2．

By　the　same　way，　f。r　xdS・we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gl（x）≦Gノ（x）　　for　i＝1，2，．．．，m

Then，　we　have

D占一繍・：G1（x）≦・，i－1，．．．，m｝∩S’　2　D3一長∈S）｛n：Gノ（x）≦・，i－1，…，m｝∩S・

Since　S2⊂Sl，finally　we　have

　　　　　　　　　μ　（S2）一min｛F2（x）：x∈D乙∩S’2｝≧min　｛F’（x）：x∈D占∩S1｝一μ　（S’）

（b）Fr・m（a），　we　need・nly　t・sh・w　thatμ　（So）〉一・・．This　b・unded　pr・perty

follows　from　the　fact　that　the　relaxed　programmng　problem　of　Problem（P（S））

over　the　initial　simplex　so，　i．e．　Problem（Qp（so））is　convex．　Then，　this

problem　has　an　optimal　solution，　which　implies　thatμ（S，）〉一。。．

2．3　Upper　bound

For　a　simplex　S，　if　the　function　value　of　Problem　（　P（S）　）　is　unbounded　from

above，　i．e．　＃（S）＝＋oo，then　it　follows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　16



f（x）＝＝　＋oo，　for　all
xE　S．

In　this　case，　the　partition　set　S　can　be　removed　from　further　consideration．

Otherwise，　one　tries　to　find　a　set　F（S）　of　feasible　solutions　in　s　and　uses　it　for

computing　an　upper　bound　of　the　optimal　value　of　Problem　（　QP（S）　）．

Throughout　the　algorithm，　more　and　more　feasible　solutions　can　be　found，　then

the　upper　bound　of　the　optimal　value　can　be　improved　iteratively．　A　set　F（S）

can　be　obtained　by　checking　a　finite　set　in　S　including，　e．g．　the　set　of　all

vertices　and　the　center　of　the　simplex　S，　or　some　local　solution　of　the　Problem

（　P）　over　S　by　any　convex　optimizer．　lf　all　of　them　are　infeasible，　the　current

upper　bound　has　to　be　kept　until　the　new　feasible　set　is　found　in　the　further

iterations　with　new　branches．　lt　should　be　noted　here，　we　ever　assume　that　at

least　one　feasible　point　is　known，　so　that　it　can　always　be　used　until　another　one

with　less　function　value　appears　within　the　progress　of　the　algorithm．

2．4　Mgorous

　　　　analysis

calculation　of　the　quadratic　coefficients　by　using　interval

　　　　For　generic　nonconvex　functions，　the　elements　of　its　Hessian　matrix　Hf（x）

are　likely　to　be　nonlinear　and　nonconvex　functions　of　variables，　so　that　the

derivation　of　the　diagonal　underestimation　matrix，　i．e．　A，　valid　over　the　entire

simplex　is　a　very　challenging　task．　However，　satisfying　the　convexity　condition

of　Theorem　2．2．2　is　essential　for　the　preservation　of　the　guarantee　that　F（x）

defined　by　Eq．2　is　a　rigorous　convex　underestimator　of　the　generic　nonconvex

function　f（x）．　The　complexity　arising　from　the　presence　of　the　variables　in　the

convexity　condition　can　become　tractable　by　using　the　transformation　of　the

exact　x－dependent　Hessian　matrix，　i．e．　Hf（x），　to　an　interval　Hessian　matrix

tH，（x）1　（　Neumaier，　1990，　1996；　Hansen，　1992；　Kearfott，　1996；　Adjiman　et　al．，
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1998a，　b　），　such　that　Hf（x）gtHf　l，　VxES．　S，　the　current　simplex，　can　be

replaced　with　a　more　general　interval　box，　described　by　Lx　L，xU　l．　x　L　and　xU

are　the　lower　and　upper　bounds　of　the　current　simplex，　respectively．　Obviously，

s　g　［xL，xU　1．　Then　the　interval　Hessian　matrix　can　be　calculated　in　above　interval

box，　which　will　not　influence　the　rigorousness　of　the　estimation　of　the　Hessian

matrix，　Hf（x），　in　the　current　simplex．　The　elements　of　the　original　Hessian

matrix，　i．e．　Hf（x），　are　treated　as　independent　when　computing　their　general

interval　boundaries　according　to　the　interval　arithmetic．　The　following　Theorem

will　tell　us　how　to　use　the　interval　Hessian　matrix　family　Hf（x）　to　calculate

quadratic　parameters　a，’s　defined　by　Eq．2：

Theorem　2．4．1．　Consider　the　generic　nonconvex　function　f（x）　with　continuous

second－order　derivatives　and　its　Hessian　matrix　Hf（x）．　Let　D（x）＝F（x）一一f（x）

be　dq伽ed　in　The・rem　2・2・1　and　F（x）he　defined　by　Eq．2．　Let　tHア（x）』be　a

symmetric　interval　matrix　such　that　Hf（x）glaf　L　VxES．　if　the　matrix　［H．］

defined　by［H．］一2△一剛＝2diag（の一剛砂・伽e　semi－defi鷹t伽D（x）

is　convex　over　the　current　simplex　encompassed　by　lxL，xU　i．

　　　　Since　the　interval　Hessian　matrix　tHf　12　Hf（x）　is　obvious，　then　a　valid

lower　bound　of　the　maximum　eigenvalue　of　tHf（x）1　can　be　more　easily

computed　by　using　the　interval　arithmetic．　Then，　Eq．5　derived　in　Theorem　2．2．3

can　be　replaced　with　the　following　interval　form，　in　order　to　generate　a　single　a

value　which　satisfies　the　following　sufficient　condition　for　that　F（x）　is　indeed　a
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rigorous　convex　underestimator　of　f（x）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a）　max／O，　E｝　A．．　CH，　D／　（6）

where，　A．．QHfD　is　the　maximal　eigenvalue　of　the　interval　matrix　family

tflf（x）1．　For　the　non－uniform　case，　the　Eq．4　can　be　transformeq　into　the

following　equation　by　replacing　the　Hessian　matrix　with　its　interval　form，　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai≧max陣＋多叫｝　（7）

where　lHノ　一max陣｝・・bvi・usly　Eq・7　h・lds　since　f・r　interval　matrix

ロ」・we　have且1＋多iHノ　≧［H　ii］＋多瞬］・ln　the　f・ll・wing　secti・ns・s・me

commonly　used　favorable　function　structures　and　the　generic　nonconvex

structure　are　analyzed　in　this　interval　way　s　o　as　to　get　the　tight　convex

underestimations　for　them　in　the　current　simplex．

2．4．1　Extended　Gerschgorin’s　theorem　for　uniform　case

For　a　real　symmetric　matrix　A　＝（a，．），　the　well－known　Gerschgorin’s　theorem

（　Gerschgorin，　1931　）　states　that　its　eigenvalues　are　bounded，　such　as　A．，．，　by

all　its　elements　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A．．　＝　maxi（aii　＋　ll．lf；i　lai・1）

In　this　paper，　a　straightforward　extension　of　this　theorem　is　presented　for
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interval　matrices，　as　the　following　Theorem：

The・一2・4・2　F・一一1一囚一

maximum　eigenvalue　is　given　by

lower　bound　on　the

福坤＋鴇max〔
α夢

’
αび

）］

PrOOf：By　definitiOn　Of　the　interVal　matrix，λm、，（囚）≧max　A、［A］A，m。x（A），　therefOre

」Lm・x（［AD≧max姻maｦ＋山面〕

；）　maxi［max　A．　［A］　（aii　）＋　max　A．　［A］（ll．1）f．i　lai・1　）］

2　maxi［al・i＋　］1．1）．i　max（

ai’
’
α夢

）］

　　　　Similar　with　that　pointed　out　by　Adj　iman　et　al．　（　1998a　）　in　their　a　B　B

algorithm　for　the　estimation　of　the　minimum　eigenvalue　of　the　interval　matrix，

above　computational　complexity　is　o（n2），　then　the　bound　it　can　provide　on　the

eigenvalue　is　slightly　loose．　However，　it　is　still　very　effective　if　the　problem

scale　is　not　too　large．　For　the　practical　applications，　when　the　generic　nonconvex

function　structures　are　given　in　analytical　form，　their　interval　Hessian　matrix　can

be　obtained　by　interval　analysis，　such　as　some　widely　used　interval　calculation

packages，　as　INTLIB，　a　Portable　FORTRAN77　lnterval　S　tandard　Function

Library（Kearfott，　1996），　and　PROFIL，　Progra㎜er’s　Runtime　Opti血zed　Fast

Interval　Library　in　C／C＋＋　（　Knuppel，　1993　）．

2．4．2　Underestimator　for’the　convex（linear）function　structure

For　the　convex　（　linear　）　function　structures，　denoted　by　f　C（x）　or　f　L（x），
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obviously　their　convex　envelopes　are　themselves．　Then，　they　will　preserve　their

original　forms　in　the　final　underestimators　for　the　obj　ection　function　or　the

constramts．

2．4．3　Underestimaor　for　the　concave　function　structure

For　the　concave　function　structure，　denoted　by　f”C　（x），　whose　eigenvalues　are

all　nonpositive，　i．e．　，1，，．．，（x）f｛O．　Then，　the　quadratic　coefficient　of　its

underestimator　defined　by　Eq．2　is　zero　according　to　the　Theorem　2．2．3，　so　that

the　valid　lower　bound　of　the　concave　function　structure　over　the　current　simplex

is　a　linear　function　whose　linear　and　constant　coefficients　are　given　by

Proposition　2．2．1．　This　conclusion　is　also　completely　consistent　with　that

presented　by　Horst，　Pardalos，　and　Thoai　（　1995，　p．19　）．　That　is　to　say，　the　valid

bound　constructed　by　Eq．2　is　equivalent　to　the　convex　envelope，　of　the　concave

function　over　a　simplex，　which　can　be　constructed　by　an　affine　function　as　given

in　the　following　Proposition：

Proposition　2．4．3　Let　S　be　a　simplex　generated　by　the　vertices　V　O，　V　i，　．．．，

V”，　i．e．　S＝lxEE）｛n：x＝　i．＃．，　jlL，V‘，」L，　20，1．i，．1，L，　一一一ll，　and　let　f”C（x）　he　a　concave

function　defined　on　S．　Then　the　convex　envelope　of　f”C（x）　over　S　is　the

affine伽cti・n　LNC（X）一bτX＋C　which　is　U吻uely　determined　by　the　system　・f

linear　equations　f”C　（V‘）＝　b’Vi＋c　for　i一一m　o，．．．，n．

　　　　For　the　practical　calculation，　the　matrix　b　G　E）｛”　is　augmented　as

（b，c）G　SR””，in　order　to　include　the　scalar　c　．　As　that　used　in　Proposition　2．2．1，’

the　matrix　V　G　S）｛（n’i）Xn　is　augmented　as　（V，1）E　E）｛（””pt（n“’），　where　1　is　a　column

unity　matrix　of　sc　n．　（V，1）E　sc（n”pt（n”）　is　a　regular　square　matrix　since

v　E　SR（n”’×”　is　the　coordinate　matrix　of　the　simplex　which　is　linearly　independent．

Then　we　have
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b，c）T　＝（v，1）一ifNc（v）

where，　f”C（v）E　S）｛n’i　is　the　column　matrix　for　those　n＋1　vertices　of　above

simplex．

2．4．4　Underestimaor　for　the　general　quadratic　function

The　general　quadratically－constrained　quadratic　prograrmng．plays　an

important　role　in　the　engineering　field．　For　an　arbitrary　bilinear　function

structure，　denoted　by　x，xj　and　i　t　1’，　McCormick　（　1976　）　and　Al－KhayYal　and

Falk　（　1983　）　presented　the　tightest　convex　lower　bound，　i．e．　convex　envelope，

over　the　rectangular　domain　lx，L．，xY．］xtxe．，xY．1．　Here　a　valid　convex

underestimation　function　is　easily　derived　for　any　general　quadratic　function，

since　the　eigenvalues　of　its　Hessian　matrix　is　known．　The　general　quadratic

function　is　presented　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　（x）＝　x’Qx　＋　q’x

Obviously，　above　bilinear　structure　is　just　a　special　case　of　this　general　function．

Since　H　f（x）＝Q，we　have　the　diagonal　underestimation　matrix，　A，constructed

on　the　basis　of　Theorem　2．2．3．　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a－max檸｝

for　the　uniform　case，　or　for　the　non－uniform　case，　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai－ma悼＋測
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Then，　we　have　the　quadratic　underestimation　function　as

F（x）＝xTAx＋bTx＋c

where，　the　linear　and　cons’狽≠獅煤@coefficients，　i．e．　（b，c），　can　be　computed　by　virtue

of　Proposition　2．2．1．

2．4．5　Underestimator　for　the　tri－linear　function　structures

For　the　tri－linear　function　structure，　denoted　by　x，x」x，　and　i＃　／’　＃k，　Maranas

and　Floudas　（　1995　）　presented　a　valid　convex　lower　bound　over　the　rectangular　’

domain　tx，L．，xY．　1×　txe．，xY．　1×　（x，L，x21．　Here，　we　give　a　valid　quadratic　convex　lower

bound　over　the　simplex　S．　The　elements　of　the　whole　Hessian　matrix　of　this

tri－linear　function　structure　over　the　simplex　S　are　zero　except　for　the　rows　and

columns　concerning　of　i，　1’　，　or　k．　Then，　the　eigenvalues　of　this　Hessian　matrix

are　all　zero　except　for　the　ith，　／’th，　and　kth　ones．　In　fact，　these　three　eigenvalues

can　be　computed　on　the　basis　of　the　following　sub－Hessian　matrix，　as

H（xi，x」，xk）＝

O　Xk　x／

Xk　O　Xi

x／　Xi　O

whose　interval　sub－Hessian　matrix　can　be　computed　as

［H　（xi，　x」，　xk　）］　＝

　　o

［X－k　6X－k］ 苓・ij　］

　o

Then，　the　lower　bounds　on　the　maximum　eigenvalues　can　be　computed　by　using

Theorem　2．4．2，　as　follows
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A，　＝lx、i＋lx／1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λノ＝lx、1＋lx、1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ・一lx、1＋lx／I

wher高官＝max僻〕f・r　any　interval回・Then・　we　get　the　rig・r・us

quadratic　coefficient　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a＝max（0，λ1，λ、，λ，）

　　and　the　valid　quadratic　convex　lower　bound　function　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　FTL　（x、，xノ，x∂一・xl＋axラ＋αxl＋：il　blxl＋c

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～＝l

In　virtue　of　Proposition　2．2．1，　the　linear　and　constant　coefficients　can　b6

computed　easil）1．　It　should　be　noted　here，　this　valid　underestiIhation　fUnction

concerns　of　n　linear　coefficients　rather　than　only　ith，ノth，　and　kth．

2．4．6　Underestimaor　for　the　fractional　function　structures

F・r　the　fracti・nal　functi・n　stmcture，　den・ted　by　xi／x／and　i≠ノ，Maranas　and

Fl・udas（1995）presented　a　valid　c・nvex　l・wer　b・und・ver　the　rectangular

d・main　k，x71×k，xy」．　Here，　we　give　a　valid　quadratic　c。nvex　l。wer　b。und

over　the　simplex　S．The　sub－Hessian　matrix　of　this　fractional　fUnction　structure

ls　glven　as　fbllows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　一⊥

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　礁xノ）一1菱

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X／　　　Xノ
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Then，　we　have　the　characteristic　deter血nant　of　this　Hessian　matrix　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－A　．一一1，

　　　　　　　　　　　　　　　　1叫＋2篭｝1λ一λ2＋舞λ一寿＝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X／　　　X／

Since・the・discri血nant。fthisbin。血al　is　n6nnegative，asf。ll。wing

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4伝1＋xl）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．9・

Then，　two　eigenvalues　of　above　Hessian　matrix　are　obtained　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　九一±xl＋xラー玉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lx／l　xl

Obviously，　the　maximal　eigenvalue　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A一一”　．，，　y（1’！IZ一　！E．Zi　＋Xi・　一．2！E，，一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IX／13　xl

In　this　paper，　we　only　consider　the　bounded　case　of　the　fractional　function

structure．　Here，　we　assume　either　x　j　＞O　or　x」　〈O．　For　the　first　condition，　i．e．

xj　〉　O，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x？．　十xZ．　一一x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，L．，．　＝　Y一：’Ll．　ilil一一．一：：．1］’　一‘　’i3－J　‘一i　〉一〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X／

Then，　the　quadratic　coefficient　of　the　valid　lower　bound　defined　by　Eq．3　over

the　simplex　s　is
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a＝

一2　一2

Xi十XノーX
　　　　　　　－i

　3
X
｝ノ

20

For　the　second　condition，　i．e．　x　j　〈　O，　we　have

λm欲＝

x？．　十x？．　十x

　　　　　　　　i　t　　　　ノ

　　3
－x　　ノ
20

Therefore，　the　quadratic　coefficient　i　s　computed　as

a＝

　2
　　　　2
xi　十　xr　十　xi

　　　mノ

　一3

－Xノ

20

So，　the　quadratic　lower　bound　function　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　カ
FF ik，，xノ）＝αx多＋αxl＋Σ　blXl＋c

　　　　　　　　　　　　　　　　　　l＝1

According　to　Proposition　2．2．1，　the　n＋1　linear　and　constant　coefficients　can　be

computed　over　the　current　simplex．

Remarks．

It　should　be　noted　here，　that　the　relaxed　convex　programming　Problem　（　QP（S））

contains　not　only　the　quadratic　underestimation　functions　for　the　generic

nonconvex　terms，　but　also　the　convex　function　terms　which　are　not　necessarily

transformed　into　the　quadratic　underestimators．　Than，　the　final　underestimation

strategy　of　the　relaxed　Problem　（　QP（S）　）　can　be　slightly　revised　into　the

following　convex　progranmiing　formulation，　as
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　　　　　　　ヲ
（QP（S）） 興n

F’@（x）

s．t． G，（x）　s　o i＝　1，　2，　．．．，m

xE　S　c　s）｛n

where，

F’ ix）＝　f‘　（x）＋　fC　（x）＋　L9，4　（x）＋　F　”C　（x）

Gi’@（x）＝　g，　（x）＋　g，　（k）＋　LSf，　（x）＋　G，”C　（x）
i＝　1，　2，　．．．，m

and　f‘（x），　fC（x），　LC，”（x），　g，　（x），　g，　（x），　LSC　（x）　represent　the　linear　terms，

convex　terms，　and　the　linear　underestimation　functions　for　the　concave　terms　in

the　objective　function　and　the　constraints，　respectively．　While　F”C（x）　and

G，”C　（x）　represent　the　quadratic　convex　underestimation　functions　for　the　generic

nonconvex　terms，　and　the　special　function　structures，　such　as　bilinear，　tdlinear，

and　fractional・Compared　with　the　relaxed　problem（Qp（s）），　the　relaxed
　　　　　　　　　　　　　　　ヲ
problem（Qp（s））contains　not　only　quadratic　function　terms，　but　also　the

generlc　convex　terms　of　the　original　problem．　But，　it　should　be　noted　here，　such

kind　of　relaxation　does　not　affect　the　monotonicity　of　the　valid　convex

underestimators　given　in　Proposition　2．2．2，　so　it　will　also　keep　the　algorithm

convergences　presented　in　the　following　sections．

2．5　Steps　of　the　global　optimization　algorithm　QBB

At　the　start　of　this　section，　the　Problem　（　P　）　is　formulated　in　an　initial　simplex

sO．　However，　the　practical　problem　does　not　necessarily　give　that　simplex，　then

a　convenlent　outer　approximation　method　of　obtaining　this　simplex　is　presented

here　on　a　more　broad　basis，　provided　that　the　linear　constrains　can　be　separated

from　those　with　nonconvex　terms，　and　the　lower　and　upper　bounds　of　the

independent　variables　are　known　in　a　physical　way，　as　follows

　　　ヲ

（P） m．m
f　（x）

s．t． g，（x）　s　o i＝　1，　2，　．．．，m
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Ax　一b　SO

X　一く　X　一く　X

where，　4　and　，　x　are　the　lower　and　upper　bounds　of　x．

by　the　linear　constraints　are　given　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，P　＝　｛xE　E｝｛n，　Ax－bS　O｝

The　polytope　defined

In　order　to　incorporate　the　lower　and　upper　bounds　of　the　variables　into　this

polytope，　the　matrices　A　and　b　are　expanded　respectively　as

入＝
A
1

－1

and　b＝

b

x

x

where，　1　and　一一1　are　diagonal　matrices　with　1　and　一一1　as　the　diagonal　elements，

respectively．　Then，　we　get　the　following　polytope　as

西十貌・緬≦・｝

The　following　linear　programming　problems　will　help　to　generate　the　initial

simplex　S　O　as　small　as　possible，　as

μ・一max
o書Xノ・X∈弓

＃i　一一一　minlx，，　xE　PI
i　一一一　1，　．．．，　n

Then，　all　n＋1　vertices　of　the　initial　simplex　can　be　computed　by

vO　＝　（ictl，．・・，　Jtt．）

（8）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vi一一’一’（／ti，”’，」Lti－i，JtLo’lltii．il．／t」，」（ti＋i，…，」ttn）．i＝1，…，n　（9）

Now，　we　are　in　a　position　to　present　the　proposed　algorithm　for　solving　Problem

（　P　）　by　using　the　basic　operations　described　in　previous　sections．

Step　1　一　lnitialization．　A　convergence　tolerance，　£．，　and　a　feasibility

tolerance，　£f，　are　selected　and　the　iteration　counter　k　is　set　to　zero．　The　initial

simplex　SO　is　computed　by　Eqs．8　and　9，　as　sO＝　（VO，V’，．．．，V”），　and　the　current

variable　bounds　4　and　X　for　the　first　iteration　are‘ 唐?煤@to　be　equal　to　the

fbll・wing　linear　pr・gramming　Pr・blems，　i．e．　x，＝血n伝，x∈S・｝and

kTC　＝max｛x，，xESO｝　for　i一一一一1，．．．，n．　The　global　lower　and　upper　bounds　pt，　and

7，　on　the　global　minimum　of　Problem　（　P　）　are　initialized　and　an　initial　current

point　xk’C　is　randomiy　selected．

Step　2　一　Local　solution　of　Problem　（P）　and　update　of　upper　bound

The　n・nc・nvex　and　n・nlinear・pti血zati・n　Pr・blem（P）is　s・lved　l・cally　within

the　current　simplex　S．lf　the　solution　f，．k．．，　of　Problem（P）is　£f－feasible，　the

upper　bound　7，　is　updated　as　7k＝min（7k，fi．k．．i）・

Step　3　一　Partitioning　of　current　simplex

The　current　simplex，　Sk，　is　partitioned　into　the　following　two　simplexes

（　r＝1，　2　）：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　〔V・k・o・…・V纐・…・V≒V丸1・Vり

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　〔V・k・o・…・V≒V丸1・…・V・・1・Vり

where，　k，m　and　k，1　correspond　to　the　vertices　with　the　longest　edge　in　the

current　simplex・i・e・（k・m）・（k・1）一欄x｛IIVk・ノー・Vk・¶｝・

Step　4－Update　of　o‘，アandα‘，9、　inside　both　subsimplexes　r・・＝・1，2

The　nonnegative　parametersαゑ，！and　oゑg、　fbr　the　general　nonconvex　terms　in

the　objective　function　and　constraints　are　updated　inside　both　simplexes　r＝1，2

according　to　the　methods　presented　in　Section　2．4．

Step　5－So畳utions　inside　both　subsimplexes　r＝1，2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヲThe　convex　programming　Problem（Qp（s））is　solved　inside　both　subsimplexes

（　r＝1・2　）by　using　any　convex　nonlinear　solver　If　a　solution　F，2i「　is　feasible

and　less　than　the　current　upper　bound，γk，　then　it　is　stored　along　with　the

solution　point　x16∫．

Step　6－Update　iteration　counter　k　and　lower　boundμた

The　iteration　counter　is　increased　by　one，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k←k＋1
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and　the　lower　bound　＃，　is　updated　to　the　minimum　solution　over　the　stored

ones　from　the　previous　iterations．　Fu曲ermore，　the　selected　solution　is　erased

from　the　stored　set．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＃k　＝　F，k．1”

where，　F，：」’i　＝ipin｛F，S｝r，　r＝1，2，　1　＝1，．．．，k－1｝．　lfthe　setlis　empty，　set　pt，　＝＝　7，　and

go　to　Step　8．

Step　7－Update　current　point　xk’C　and　current　simplex　s　k

Tbe．current．pg．int　ls　figlect．ed　to　be　the　sglution　point　of　the　previously　found

minimum　solution　in　Step　6，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xk’C　＝　x，i．〉’

and　the　current　simplex　becomes　the　subsimplex　containing　the　previously

found　solution，

　　　　　　　　　　　　s㌧〔v馳一り讐vたノγ・りv崩〕・if〆＝1

　　　　　　　　　　　　sk　．，　（vk’，o，．．．，　．Y．St　Z！Ng　一YEib’M　＋　Vk i　，．．．，　vk’・i　，．．．，　vk’・n　），　otherwise

Step　8　一　Check　for　Convergence

If　（／k　一LL，）＞E．，　then　return　to　Step　2．　Otherwise，　E．一convergence　has　been

reached．　The　global　minimum　solution　and　solution　point　are　given　as：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f“　一　fc，k
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X“　〈f一一　xc，k

vvhere，　k”＝arg，｛fC”　＝7，｝　1＝　1，．．．，　k．

Remarks：

　　　　　（1　）．　It　should　be　noted　that　the　current　simplex　can　be　deleted　in　Step　5

vvhen　either　the　relaxed　Problem　（　QP（S）’　）　is　infeasible　or　its　solution　is　greater

than　the　current　upper　bound．　The　former　is　obvious　since　Problem　（　P　）　is

infeasible　too　if　the　relaxed　Problem　（　QP（S）’　）　is　infeasible．　The　latter

altemative　is　valid　since　the　global血nimum　can　not　appear　in　this　simplex　fbr

the　lower　bound　computed　Over　this　simplex　is　greater　than　the　current　upper

bound，　which　states　that　only　local　minima　or　some　saddle　points　can　exist

there．

　　　　（　II　）．　ln　fact，　the　first　condition　in　（1）　for　deletion　of　the　infeasible

subsimplex　is　very　crucial　fbr　the　alg・rith血。　efficiency，　since　we　always

generate　a　much　large　initial　simplex　by　the　outer，approximation　method

introduced　in　above　section．　But，　with　the　division　of　this　initial　simplex，　the

branching　step　produces　a　large　number　of　subsimplexes　which　are　completely

infeasible　for　the　relaxed　Problem　（　QP（S）’　）　and　then　are　definitely　infeasible

for　the　original　problem　（　P（S）　）　over　these　subsimplexes．　According　to　above

Remark　1，　so　that　these　subsimplexes　can　be　removed　in　the　algorithm

immediately．　This　fact　will　be　shown　in　Section　3　by　solving　a　general　quadratic

progranmiing　problem．

　　　　The　mathematical　proof　that　the　proposed　global　optimization　algorithm

QBB　converges　to　the　global　minimum　is　presented　in　the　following　section．

2．6　Proof　of　convergence　to　the　global　minimum

If　the　QB　B　algorithm　presented　in　ab　ove　section　terminates　at　iteration　k，　then

the　point　x　k　is　an　optimal　solution　of　Problem　（　P　）．　ln　the　case　that　the

algorithm　is　not　finite，　it　generates　at　least　one　infinite　sequence　of　simplexes

lsj｝　such　that　Sj”　cS」，　for　all　1’．　The　convergence　of　the　QBB　algorithm　is

stated　by　means　of　the　following　results．

Proposition　2．6．1　Assume　that　Problem　（P）　has　a　feasible　solution．　Further，
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assume　that　the　eBB　algorithm　generates　an　infinite　subsequence　ofsimplexes

llノ｝such　that　Sノ＋1⊂Sノ・f・r　allノ・α噸Sノ＝喬Sノー｛x＊｝・　Then・　x・　is　an

optimal　solution　ofProhlem　（　P　）．

？roof．　First，　we　show　that　the　point　x＊’is　a　feasible　point　ofProblem（P）．　To

do　this，　for　each／’ C　let　Vj　stand　for　a　vertex　of　simplex　Sj．　Further，　for　each／’，

let　（x」）　be　an　optimal　solution　of　the　relaxed　convex　programming　Problem

（　QP（S））　with　S＝S’．　lt　should　be　noted　that　（x」）　exists　for　each　l’　as　shown　in

Proposition　2．2．2（b）．　Since　’the　edges　of　the　simplex　S］’　are　bounded　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l撫sノ二二sノー長＊｝

Then，　we　also　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝聖vノ＝長＊｝

We　can　assume，　by　passing　to　subsequence　if　necessary，　that　xj　一一〉　x＊，　as　／’　一〉　oo．

From　this，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gi（x」）一〉　Gi（x’）一〈．一　O，　for　i＝　1，　．．．，m

Su垂垂盾唐?@thaC　x“　is　not　a　feasible　solution　of　Problem（P　）；　That　is　to　say，　there

exists　a　number　E　＞O　and　for　some　constraint　k　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gk　（X“）2　£　〉　O

Since　x＊@is　a　vertex　at　the　limit　simplex，　then　according　to　Definition　2．2．1，　we

have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gk　（x＊）＝　Gk　（x“）2　£　〉　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　33



which　implies　that　x＊　is　not　a　feasible　point　to　Problem　（　QP（P）　）．　This

contradiction　implies　that　x’　is　a　feasible　point　of　Problem（P　）．

Next，　sinceμ㊨ノ＋1）≧Pt　（Sノ）〉一・・，鉤r　alU，　by　Pr・P・siti。n　2．2．2，　there　exists　a

li血tμ＊・f捧ノ）｝　b・unded　by　the・ptimal　value・f　Pr・blem（P）．　M。re。ver，

in　view　of　the　QBB　algorithm，　we　have

｝聖μ⑤ノ）一lilmγ（Sノ）≧f　（x＊）

which　implies　that　x’　is　an　optimal　solution　of　Problem（P　）．

　　We　observe　that　the　accumulation　point　of　the　upper　bound　set　also　exists

because　of　the　compactness　of　the　initial　simplex　SO，　and　is　an　optimal　solution

of　the　Problem　（　P　），　then　Proposition　2．6．1　trivially　leads　to　the　following　useful

properties　of　the　algorithm．

Proposition　2．6．2　Assume　that　Problem　（P）　has　afeasible　solution，　and　that

the吻ρlicialpartiti・η卿。ε∬・f　the　eBB　alg・rith吻resented・in・Secti。n　2．1　is

exhaustive，　then　the　CBB　algorithm　has　thefollowing　convergenceproperties．’

「a）　if　the　eBB　a18・rithm　generates　an　inLfinite　subsequence　・f吻lexes　ISノ｝

5凶冷励8卿8r伽η436’F　（Sノ）≠Φ　f・r　each　1’，　then　each　accumulati。n

卿t‘）f　the　C・舵Ψ・ndin8　suhsequence｛Xノ｝is　an（）P伽al　S・1吻n‘）f　the

Pπ♪わ16叫Pノ．

（b）　The　eBB　alg・rithm　termin備after伽8卿・伽ter伽η諏伽ever・the

feasihle　set　・fPr・ble研P／is・e〃⑳．

　　　　For　the　proof　of（　a　），　we　can　see　that　a　subsequence　of　the　upper　bound　set

exists　with　the　limit　as　the　optimal　solution　of　the　Problem　（　P　）．　Moreover，　if

the　QBB　alg・rithm　d・es　n・t　tem血ate　after　finitely　many　iterati・ns，　it　must

generate　a　subsequence　of　points　converging　to　an　optimal　solution　of　Problem

（　P　）　by　seeing　the　argument　of　Proposition　2．6．1．　This　contradiction　implies　that
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the　QB　B　algorithm　te血nates　finitely．

　　　　It　is　well　known　that　the　general　nonconvex　optimization　problem　is

NP－hard　（　Vavasis，　1991　）．　Then，　we　can　expect　that　some　large　problems　are

difficult　for　the　QB　B　algorithm．　However，　this　definitely　does　not　mean　that　the

QBB　algorithm　is　unable　to　solve　the　large　problem　in　a　reasonable　amount　of

time．　As　we　have　described　in　the　QB　B　algorithmic　steps，　it　is　possible　to　obtain

a　good　feasible　solution　and　show　this　feasible　solution　is　within　a　specified

tolerance　of　being　optimal，　esp．　for　the　problems　with　some　favorable　structures．

But，　if　we　analyze　the　branch　and　bound　tree　structure　generated　from　the

partltion　process，　the　finite　upper　bound　on　the　total　number　of　required

iterations　for　£一convergence　is　exponential　function　of　the　initial　simplex　and

the　global　convergence　tolerance．

3．　Computation　studies　of　QBB　algorithm　for　phase　stability　analysis

An　example　consisting　of　a　nonconvex　quadratic　obj　ective　function　subj　ect　to

six　inequality　constraints　all　of　which　are　nonconvex　quadratic　is　used　here　to

evaluate　the　algorith血。　efficiency　of　the　QBB．　Since　the　quadratic　coefficients

of　the　underestimation　function　constructed　in　this　paper　for　any　bilinear　term

are　known　a　priori，　i．e．　O．5　or　O　which　are　shown　later，　then　we　can　use　some

quadratic　coefficients　of　the　underestimation　functions　for　the　bilinear　terms

which　are　rigorously　valid　but　appointed　to　be　much　greater　than　their　accurate

values　obtained　by　the　strict　eigenvalue　analysis　in　order　to　check　the

complicated　situations　where　the　accurate　lower　bound　of　the　maximal

eigenvalues・f　their　interval　Hessian　matrix　is　di伍cult　t・be　dete面ned　by　any

analytical　methods．　The　problem　formulation　is　shown　as　follows，　where　it　has

10　inequality　constraints　representing　the　bounds　on　the　five　variables．　This

problem　is　taken　from　Colville’s　collection　（　1970）　and　also　chosen　by　Floudas

and　Pardalos　（　1990　）　as　a　typical　test　for　the　constrained　global　optimization

problem．　，

Min

37．293239x，　＋　O．8356891x，x，　＋　5．3578547x3　一一　40792．141

s．　t．
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一一@O．0022053x，x，　＋　O．0056858x，x，　＋　O．OOO6262x，x，　一　6．665593　S　O

O．0022053x，x，　一　O．0056858x，x，　一　O．OOO6262x，x，　一　85．334407　S　O

O．0071317x，x，　＋　O．00218133x；　＋　O．0029955x，x，　一一　29．48751　S　O

一一一
@O．0071317x，x，　一一　O．00218133x；　一　O．0029955x，x，　＋　9．48751　S　O

O．0047026x，x，　＋　O．OO　19085x，x，　＋　O．OO　12547x，x，　一15．699039　S　O

一　O．0047026x，x，　一　O．OO　19085x，x，　一一　O．OQ　12547　x，x，　＋10．699039　s；　0

78　一く　x，　S102

33　S　x，　S　45

27　S　x，　S　45

27　S　x，　S　45

27　S　x，　S　45

The　nonlinearities　in　above　problem　arise　from　the　bilinear　terms　±x，xj　for

i＃　1’ C　and　一xl，　in　the　cost　and　constrained　functions．　For　the　latter　one，　since

this　bilinear　term　belongs　to　the　concave　function　structure，　then　its　convex

envelope　described　in　Proposition　2．4．3．　being　an　affine　function　over　the

current　simplex　can　be　easily　constructed．　For　the　former　bilinear　term，　we　can

see　its　Hessian　matrix　over　the　current　simplex　is　a　constant　matrix　as　following：

H＝＝

m？　6］　or　H一［一〇，　一，一’］

whose　two　eigenvalues　are　1　and　一1，　respectively．　According　to　the　analysis　in

Section　2．4．4　for　the　general　quadratic　function，　we　get　the　unified　quadratic

underestimation　coefficient，　i．e．　a＝　O．5．　Consequently，　the　linear　and　constant

quadratic　underestimation　function　can　be　computed　by　Proposition’2．2．1　over

the　current　simplex．　After　all　the　nonconvex　bilinear　terms　are　replaced　by　their

quadratic　underestimation　functions，　the　valid　underestimation　functions　for　the

cost　and　constrained　functions　in　above　problem　are　obtained．　Then，　a’
モ盾獅魔?

programming　problem　is　obtained　which　can　be　solved　by　any　convex　optimizer

in　order　to　locate　a　valid　lower　bound　for　the　original　function　over　the　current

simplex．
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　　　　　　　　　　　ルlin

37．293239x，　＋　O．8356891×（O．5x；　＋　O．5x；　＋　］1．Sl．，　b，i・5x，　＋　ci・5　）＋　5．3578547xg　一　40792．141

　　　　　　　　　　　s．　t．

：器：：：：1：：：∵：：1：lll∴1灘暗礁躯’レ

α・・22・53×
kα5輯＋客ゐ汽＋c・3・5〕＋α・・56858×〔嘱＋α5x；＋客晒＋c・一・・5〕＋

α…6262×
kα5極1＋客礁＋評〕　3344・7≦・

：罵：霊：：ll：1：lll論∴1儲：1；＋

O．0071317

@×（O．5x；　＋　O．5x，2　＋　II．　i］．，　b，一2・5x，　＋　c－2・5　）＋　o．Oo218133×（；．，　b，一3・3x，　＋　c－3・3　）＋

O．0029955×

iO．5x？　＋　O．5xg　＋　；．，　b，一i・2x，　＋　c－i・2　）＋　9．48751　f｛；　O

瓢：：｝：：ll：：：lllll∴ll黙二鱈調軸→

37



o．oo

S7026　×（o．sx；　＋　o．sx，2　＋　II．1）．，　b，一3・5x，　＋　c－3・5　）＋　o．ooigoss　k（o．sxg　＋　o．sx2　＋　］1．1）．，　b，一3・4x，　＋　c－3・4　）＋

o．oo12s47　×（o．sx？　＋’　o．sx；　＋　1．lli，．，　h，’i・3x，　＋　c一’・3　）＋lo．6ggo3g　sg　o

　ヨ

Σ砂xi＋ck・j≦o
i＝1

ノ＝1，＿，6 （　10）

78　g　x，　一く　102

33　．〈一　x，　S　45

27　S　x，　一く　45

27　S　x，　S　45

27　S　x，　S　45

where，　bi・ノand　♂ノrepresent　the　linear　and　constant　coefficients　of　the

quadratic　underestimation　functions　generated　according　to　Proposition　2．2．1　for

the　bilinear　terms　xixj　fbr　i≠ノ，　but　b－i・ノ　and　c　一i・ノ　are　fbr　those　bilinear

terms　一×，xj　including　i一一一」．　ln　Eq．10，　the　six　inequalities　are　presented　to

described　the　current　subsimplex，　where　b，k’」　and　c　k’j　represent　the　linear　and

constant　coefficients　of　the　」’th　superplane　over　the　subsimplex　S　k．　Since　all

vertices　of　the　current　simplex　are　known，　then　these　N＋1　coefficients　can　be

obtained　by　solving　a　linear　equation　group，　and　the　final　signs　of　these

coefficients　are　detemrined　by　the　fact　that　the　constrained　space　lies　inside　the

current　simplex　（　Zhu　and　Xu，　1999　）．

　　　　In　this　paper，　the　NLP　optimizer　LSGRG2C　（　Smith　and　Lasdon，　1992；

Lasdon，　2000　）　is　used　to　solve　each　convex　underestimation　problem　over　the

current　simplex　within　the　QB　B　algorithmic　framework．　The　final　package

cQBB　is　implemented　in　C　language　and　also　used　for　some　nonconvex

optimization　problems　of　chemical　and　phase　equilibria　in　our　form　papers　（　Zhu

and　Xu，　1999；　Zhu　and　lnoue，　2001　）．　For　above　mentioned　generally

quadratical　program血ng　Problem，　all　the　computational　nms　by　cQBB　package

were　performed　on　a　Pentium　III／800　machine．　ln　this　paper，　all　CPU　times

reported　represent　the　total　time　taken　to　s　olve　above　problem　With　different

valid　quadratic　coefficients　by　QBB　algorithm，　where　the　global　convergence　is
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O．OO　I　and　the　feasible　tolerance　is　O．OO　I．　The　initial　simplex　is　calculated　by　the

outer　approximation　method　to　the　10　linear　inequality　constraints　representing

the　bounds　on　the　five　variables，　given　as　｛　｛78．0，33．0，27．0，27．0，27．0｝，

｛168．0，33．0，27．0，27．0，27．0｝，　｛78．0，123．0，27．0，27．0，27．0｝，　｛78．0，33．0，117．0，

27．0，27．0｝，　｛78．0，33．0，27．0，117．0，27．0｝，　｛78．0，33．0，27．0，27．0，117．0｝｝．

Obviously，　this　simplex　is　much　larger　than　the　hypercube　for　the　five　variables

in　the　original　problem，　i．e．　｛　［78，102］，　［33，45］，　［27，45］，　［27，45］，　［27，45］　｝

vvhich　is　fully　contained　in　above　simplex．　The　calculation　results　are　shown　in

Tables　1，　2，　and　3　where　the　quadratic　coefficient　of　the　underestimation

function　for　any　bilinear　terms　±x，x」　for　i＃　／’　j　n　above　problem　is　assigned　to

O．5，　i．e．　the　accurate　one，　1．0，　and　2．0，　respectively．　The　CPU　running　time

increases　and　the　solution　quality　deteriorates　when　the　quadratic　coefficient　is

estimated　loosely．　However，　the　algorithmic　convergence　is　guaranteed　even

when　the　quadratic　coefficient　is　assigned　to　be　four　times　of　the　accurate　one，

see　in　Table　3．　It　should　be　noted　that　the　final　number　of　the　unfathomed

simplexes　is　zero　for　all　as　signed　quadratic　coefficients，　since　this　constrained

problem　has　only　one　global　solution　and　the　infeasible　subsimplexes　and　those

containing　only　local血nima　have　been　deleted　with　the　algorithm　progress，　as

the　Remark　1　states　in　Section　III．

4．　Conclusion

A　quadratic　underestimation　function　based　branch　and　bound　algorithm，　QB　B，

is　developed　to　solve　problems　belonging　to　the　broad　class　of

twice－differentiable　NLPs．　For　any　such　problem，　the　ability　to　generate

progressively　tighter　convex　lower　bounding　problems　at　each　iteration

guarantees　the　convergence　of　the　QB　B　algorithm　to　within　ep　silon　of　the　global

optimum　solution　under　the　exhaustive　division　framework　of　the　initial　simplex．

The　different　methods　are　presented　for　the　construction　of　the　convex　valid

underestimators　for　special　function　structures　and　the　general　nonconvex

function　structures，　and　the　maximal　eigenvalue　analysis　of　the　interval　Hessian

matrix　provides　the　rigorous　guarantee　for　the　QB　B　algorithm　to　converge　to　the

global　solution．　The　convergence　properties　of　the　QB　B　algorithm　for　the

nonconvex　problems　are　obtained，　and　some　results　of　the　computationa1
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experiments　for　a　general　quadratic　programming　problem　is　reported　to　show

the　capacity　of　the　QBB　algorithm　for　the　practical　applications．
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Tables

Table　1．　Calculation　results　of　QBB　algorithm　for　Colville’s　Problem　when

a　＝　O．5

Variable

　　．xi

Upper　bound Upper

bound

solution

Lower　bound Lower

bound

solution

Iteration

number

　　No．　of

unfathomed

subsimplexes

CPU　time

　　（s）

1

2

3

4

5

　　　　　　　　　　　　　78．0

　　　　　　　　　　　　　33．0

－30665．58848　29．99506

　　　　　　　　　　　　　45．0

　　　　　　　　　　　36．77602

一30665．60118

　　78．0

　33．0

29．9gso3

　45．0

36．77601

1090 o 205．97

Table　2．　Calculation　results　of　QBB　algorithm　for　Colville’s　Problem　when

a　＝　1．0

Variable

　　．xi

Upper　bound Upper

bound

solution

Lower　bound Lower

bound

solution

Iteration

number

　No．　of

unfathomed

subsimplexes

CPU　time

　　（s）

1

2

3

4

5

　　　　　　　　　　　　　78．0

　　　　　　　　　　　　　33．0

－30665．58848　29．99506

　　　　　　　　　　　　　45．0

　　　　　　　　　　　36．77602

一30665．77273

　78．0

　33．0

29．99445

　45．0

36．77628

2078 o 422．10

45



Table　3．　Calculation　results　of　QBB　algorithm　for　Colville’s　Problem　when

a　＝2．0

Variable

　　xi

Upper　bound Upper

bound

solution

Lower　bound Lower

bound

solution

Iteration

number

　　No．　of

unfathomed

subsimplexes

CPU　time

　　（s）

1

2

3

4

5

一30665．58848

　78．0

　33．0

29．99506

　45．0

36．77602

一30665．68263

　78．0

　33．0

29．99471

　45．0

36．77646

4472 o 960．54
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