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Abstract．　Lazy　narrowing　is　a　general　E－unification　procedure　for　equa－

tional　theories　presented　by　confluent　term　rewriting　systems．　lt　has　been

deeply　studied　in　the　first　order　case　and　various　higher－order　ex七ensions

have　been　preposed　in　an　attempt　to　improve　its　expressive　power．　Such

extensions　suffer　from　huge　search　space　in　guessing　the　solutions　of　vari－

ables　of　functional　type．　For　practical　purposes，　the　need　to　reduce　the

search　space　of　solutions　is　of　paramount　importance．　’

In　this　paper　we　introduce　HOLN，　a　higher－order　lazy　narrowing　calculus

f（）rE－unifica七ion　in　theories　presented　by　pat七ern　rewrite　systems．　The

calculus　is　designed　to　deal　with　both　oriented　and　unoriented　equations，

and　keeps　track　of　the　variables　which　are七〇be　bound　to　normalized

solutions．　We　discuss　the　operating　principle　of　HOLN，　its　main　prop－

erties，　and　propose　refinements　to　reduce　its　search　space　for　solutions．

Our　refinements　are　defined　for　classes　of　left－linear　fu｝ly－extended　pat－

tern　rewrite　systems　which　are　widely　used　in　higher－order　functional

logic　programming．



1 Introduction

Lazy　narrowing　is　a　general　E－unification　procedure　for　equational　theories　that

are　presented　by　confiuent　term　rewriting　systems．　lt　has　been　extensively　stud－

ied　in　the　first－order　case　（see，　e．g．，　［10，11］）　and　serves　as　computational　model

of　many　functional　logic　programming　（FLP）．Ianguages．　Motivated　by　functional

programming，　many　higher－order　extensions　of　the　FLP　programming　style　have

been　proposed．　Naturally，　these　extensions　impose　suitable　generalizations　of　the

underlying　computational　model　to　the　higher－order　case．　Since　higher－order　con－

structs　provide　support　for　concise　and　natural　formulations　of　many　real－world

problems，　this　research　field　has　attracted　much　interest　in　recent　years　（see，

e．g．，　［4，　7，　8，13，15］）．　Of　particular　interest　is　the　framework　suggested　in　［15］　for

E－unification　in　theories　presented　by　pattern　rewrite　systems．　Among　the　main

benefits　of　adopting　this　framework，　we　mention：

1．　the　expressive　power　of　FLP　is　extended　with　lambda　abstractions　and　vari－

　　ables　of　functional　type，

2．　marty　higher－order　generalizations　of　the　properties　of　first－order　lazy　nar－

　　rowing　depend　on　the　Properties　（confluence，　determinism，　termination，　etc．）

　　of　the　underlying　rewrite　relation．　Rewriting　with　pattern　rewrite　systems

　　preservcs　properties　of　first－order　term　rewriting　which　are　crucial　in　lifting

　　the　essential　properties　of　first－order　lazy　narrowing　to　the　higher－order　case．

The　main　diMculty　in　the　design　of　a　suitable　computational　model　for　higher－

order　FLP　is　harnessing　the　high　nondeterminism　of　guessing　the　solutions　of

variables　of　functional　type　without　loosing　completeness．　There　are　at　least

two　waYs　to　overcome　this　di伍culty：（a）we　restrict　to　certain　classes　of　rewrite

systems，　and　（b）　we　restrict　to　certain　classes　of　goals　to　be　solved．　lt　is　important

to　identify　restrictions　which　preserve　the　possibility　to　formulate　large　classes

of　problems　in　an　easy　and　convenient　way．

　　　In　this　paper　we　are　concemed　with　a　calculus　inspired　by　the　calculus　LN

proposed　by　Prehofer　［15］．　We　call　this　calculus　higher－order　lazy　narrowing

calculus　（HOLN　for　short）．　HOLN　differs　from　LN　in　the　following　respects：

1．　LN　is　designed　to　solve　goals　consisting　of　oriented　equations．　HOLN　can

　　　solve　goals　made　of　both　oriented　and　unoriented　equations．

2．　LN　regards　all　equations　between　A－terms　with　free　variable　at　head　posi－

　　tion　as　constraints．　We　call　these　equations　flex／flex　equations．　Since　solving

　　fiex／fiex　equations　is　highly　nondeterministic，　LN　doesn’t　solve　them．　This

　　decisioR　is　motivated　by　the　fact　that　fiex／fiex　equations　are　always　solvable，

　　and　this　infbrmation　is　often　su伍cient（e，g．，　in　theorem　proving）．　By　con－

　　trast，　HOLN　solves　certain　flex／flex　equations　without　increasing　the　non－

　　determinism　of　computation．　As　a　consequence，　HOLN　can　compute　more

　　detailed　answers．

3．　The　inference　rules　of　LN　depend　only　on　the　syntactic　structure　of　goals

　　and　rewrite　rules．　In　addition，　HOLN　takes　into　account　the　fact　that　cer－

　　tain　goal　variables　must　be　bound　to　normalized　solutions．　This　additiona1
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　　　information　allows　us　to　reduce　the　high　nondeterminism　of　guessing　bind－

　　　ings　of　normalized　variables．　We　claim　that　the　runtime　overhead　of　keeping

　　　traCk　of　the　normalized　variables　in　the　goal　pays　off　in　cemparison　wi七h　the

　　　reduction　of　nondeterminism　enabled　by　this　information．

The　s七ructure　of　the　paper　is　as　follows．　In　Section　2　we　introduce　our　main　n（F

tions　and　notations．　In　Section　3　we　fbrmally　introduce　HO：LN七〇gether　with　its

main　preperties，　i．e．　soundness　and　completeness．　ln　Section　4　we　introduce　feur

refinements　of　HOLN　for　left－linear　fully－extended　PRSs　（LEPRSs　for　short）．

Finally，　in　Section　5　we　draw　some　conclusions　and　directions　of　future　work．

2 Preliminaries

We　first　describe　the　meta－language　of　simply－typed　A－calculus．　The　notation　is

roughly　consistent　with　［2，9，15］．

2．1　The　Simply－Typed　A－Calculus

Starting　with　a　fixed　set　of　base　types　B，　the　set　of　all　types　T　is　the　closure　of　B

under　the　function　space　constructor　．．　The　letter　T　ranges　over　types．　Function

types　associate　to　the　right，　i．e．，　we　parse　Tl　．　72　一一一〉　T3　as　Tl　．　（7r2　．　T3）．　We

write　7fi　．　T　instead　of　7i　一．．．　一・　7．　一一÷　7，　if　7　is　a　base　type．

　　　Terms　are　generated　as　usual，　by　A－abstraction　and　application，　from　a　set　of

typed　vare’ables　）2　：　U．ET　）2．　and　a　set　of　typed　function　symboLs　．1’　＝　U．Etr　JPTr，

where　）2．　n　）2．，　＝　JFT．　n　f．，　＝　¢　if　7’　7C　T’．　We　assume　that　）2．　is　countable　for　any

type　T．　We　denote　the　application　of　two　terms　s，　t　by　（s．　t），　and　the　abstraction

of　a　term　t　over　a　variable　x　by　Ax．t．　An　occurrence　of　a　variable　x　in　a　term　t　is

bound　if　it　occurs　below　a　binder　for　x，　i．e．，　the　occurrence　of　x　is　in　a　subterm

Ax．t’　of　t．　Otherwise　it　is　free．　Variables　with　free　and　bound　occurrences　in　a

term　t　will　be　denoted　by　1’Y（t）　and　BV（t）　respectively．

　　　A　tzrpe　judgement　that　a　term　t　is　of　type　T　is’written　as　t：7．　The　following

inference　rules　inductively　de丘ne　the　set　of　simply－t）側λ一te㎜s：

　　　　　　　　　　　　　　aEfTUYT　S：T－Tt　t：T　X：Ts：Tt

　　　　　　　　　　　　　　　　　α：丁　　（5か〆　（λX．S）：丁→τ”

In　the　sequel　we　consider　only　simply－typed　A－terms．　We　denote　by　7一 i一，　V）　the

set　of　simply－typed　A－terms，　and　by　type（t）　the　type　of　a　simply－typed　A－term　t．

　　　The　following　naming　conventions　are　used　in　the　sequel：　．

　　　　　　　　　　　　sets　of且nite　variables　in『）ノ：　　　　　　　　「レ弓W

　　　　　　　　　　　　variables　or　function　symbols：　a

　　　　　　　　　　　　bound　variables　or　func七ion　symbols：v

　　　　　　　　　　　　simply－typed　A一・terms：　1，　r，　s，　t，u

　　　　　　　　　　　　constants　in　jP：　f，9
　　　　　　　　　　　　bound　variables：　x，　y，　z

　　　　　　　　　　　　free　variables：　X，　Y，　Z，　H
　　　　　　　　　　　　nOn－negatiVe　in七egerS：　　　　　　　　　　　i，ゴ，　k，　m，η，，．〈r
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To　ease　the　notation，　we　also　adopt　the　following　abbreviations：

ob．　for　a　sequence　of　syntactic　objects　obi，，．．．，ob．　where　n　20；

　　　　　the　symbo1［コdenotes　the　empty　sequence

A1T　；．s　for　A　ci．．．．．Ax．．s

a（3i　1）　for　（（…（a　si）…）　sn）

For　instance，　AIT　fi．f（Sn）　stands　for　Axi．．．Ax．．（（・・一（f　si）一・一）　s．）．　The　sub－

scripts　m　and　n　will　be　omitted　when　irrelevant　or　understood　from　the　context．

　　　Let　s［t／X］　denote　the　result　of　replacing　each　firee　occurrence　of　X　in　s　by　t．

The　conversion　rules　in　A－calculus　are　defined　as　follows：

（α一conversion）If　y¢Aノ（の∩Z3）ノ（t）and　type（y）＝

（5－conversion）　（Ax．s）　t　〉一fi　s［t／x］，

（n－conversion）　lf　‘v　¢　．A2（t）　then　（Ax．（t　x））　〉一n　t．

type（x）thenλ：じ．孟》一αλy．（t［y／コじD，

If　we　denote　by　t［1］aλ一term　with　a　distingu三shed　occurrence　of　a　sub七erm　l，

then　let　t［r］　denote　the　result　of　replacing　the　single　subterm　1　by　the　term　r，

where　type（1）　＝　type（r）．　We　define　the　a－reduction　relation　一〉．　as

t［1］一at［r］　iff　1＞一ar．

The　P－reduction　relation　一一一＞6　and　n－reduction　relation　．n　are　defined　similarly．

We　define　一一＞pn　as　一p　U　．n．　For　each　of　these　reduction　relations，　we　also　define

the　symmetric　glosure　eip，　the　transitive　closure　一一一＞e，　the　reflexive－transitive

closure　t8，　a．nd　thg　．reflexive－symmetric－transitive　closure　e　8　in　the　obvious

fashion　（ip　E　｛cy，P，　n｝）．　The　relations　eE，　eli，　and　ebn　are　c’alled　P一，　n一，　and

Pn－equivalence　respectively．　Since　the　simply－typed　A－calculus　is　confluent　and

terminating　with　respect　to　6－reduction　（respectively　ny－redtiction）　［1］，　every　term

t　has　a　normal　form　which　is　denoted　by　tJp　（respectively　ti”）．　The　6－normal

form　（respectively　n－normal　form）　of　a　term　t　is　denoted　by　tte　（respectively

tl，）．　Let　t　be　in　fi－normal　form　（i．e．，　t　＝　tlp）．　Then　t　is　of　the　form　AIT　fi．　a（3E），

where　a　E　．7’　U　｝，7　is　called　the　head　of　t，　denoted　by　head（t）．　The　n－expanded

プ「orm　of　t＝λコじη㍗α（Sn）is　recursively　de丘ned　by

ttn　＝　．＞LZTfi　FTt・a（SnTn，Xn＋iTn7…，Xn＋letn）

where　t：Tm＋k→Tand　xm＋1，＿．，xm＋k¢　fソ（Sn）．　W；e　call　t↓β↑ηthe　longβη一

normal　form　of　a　term　t，　also　written　ttZ．　A　term　t　is　in　long　6n－normal　form　if

t一　ttz・

　　　A　term　t　in　long　Pn－normal　form　is　called　flex　if　head（t）　is　a　free　variable，

and　rigid　otherwise．

　　　We　will　in　general　assume　that　terms　are　in　long　60p－normal　form　and　that　the

transformation　of　a　term　into　its　long　fin－normal　form　is　an　implicit　operation，

e．g．，　when　applying　a　substitution　to　a　term　（see　next）．　We　will　also　identify

or－equivalent　terms　and　assume　that　bound　variables　with　different　binders　have

different　names．　This　identification　can　be　achieved　at　syn七actic　level　if　we　adop七
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　the　de　Bruijn　representation　of　A－terms　［3］．　Since　s　eafin　t　iff　stZ　ea　ttZ　［5］，

we　can　detect　the　a6n－equivalence　of　two　terms　by　comparing　the　de　Bruijn

representations　of　their　long　Po－normal　forms．

　　　　The　size　l　t　l　of　a　term　t　in　leng　Pn－normal　form　is　the　number．of　symbols　Qc－

curring　in　t，　not　counting　binders．　Formally，　IAx．tl　＝＝　lti　and　Ia（1　1）1　＝＝　1十X，1＝i　lti　l．

　　　　A　position　is　a　sequence　of　natural　numbers　identifying　a　subterm　in　a　term．

The　set　Pos（t）　of　positions　in　a　term　t　is　defined　inductively　as　follows：　Pos（a）　一一

　｛c｝ifα∈ソU∫；・Po3（λx，の＝｛ε｝U｛1・q　l　9∈Po5（t）｝；and」Po5（α（砺））＝

｛c｝　U　U；．．i｛i・q　l　q　E　Pos（si）｝．　Here　e　denotes　the　empty　sequence．　lf　p　E　Pos（t），

then　tlp　denotes　the　subterm　of　8　at　position　p，　and　t同p　denotes　the　term

obtained　from　t　by　replacing　its　subterm　at　position　p　by　a　term　s　of　appropriate

type．

　　　　Let　p　E　Pos（s）．　The　sequence　B｝2（s，p）　of　A－abstracted　variables　on　the　path

　to　p　in　s　is　defined　inductively　as：

　　一By（5，ε）＝・［コ，

　　一β’ソ（α（Of），i・P）＝βソ（8i，P），

　　一βソ（λx．ち1・P）＝x，βy（ちP）．

Asubstitution　is　a　map　e：y→T（∫，ソ）such　that：

（a）　type（e（X））　＝　type（X）　for　all　X　E　）2，

（b）　Dom（e）　：＝　｛X　E　V　I　X　f　e（X）｝，　called　the　domain　of　e，　is　finite．

We　frequently　identify　e　with　the　set　｛X　H　e（X）　l　X　E　Dom（e）｝　of　variable

伽伽・・W・d・n・t・th・・et　Ux。D。m（、）・7・”V（θ（X））・f丘ee　va・i・b1・・int・・duced

by　e　by　Ran（e）．　We　also　denote　the　codomain　｛e（X）　i　X　E　Dom（e）｝　of　e　by

Cod（e）．　The　empty　substitution　is　denoted　by　E，　and　the　set　of　all　substitutions

by　Subst（∫，ソ）．　Two　substitutionsθ1　andθ2　are　equal　on，　V，　notationθ1＝θ2［Vj，

if　Oi　（X）　＝　e2　（X）　for　all　X　E　V．　The　restriction　of　a　substitution　e　to　V，　denoted

by　e　lv，　is　defined　by　e　rv（X）　＝＝　e（X）　if　X　E　V，　and　e　rv（X）　＝　X　otherwise．

　　　The　applicαtion　of　a　substitutionθ＝｛X1ト＞t1，＿，Xnト÷　tn｝to　a　term

t，　denoted　by　te，　is　defined　as　［t．／X．］．．．　［ti／Xi］t．　This　notation　is　extended　to

other　syntactic　constructs　over　A－terms　（e．g．，　sequences　of　terms，　equations，　etc．）

in　the　obvious　way．　For　example，　if　t．　is　a　sequence　of　terms，　then　t．e　denotes

the　sequence　of　terms　tie，．．．，t．　e．

　　　The　composition　eie2　of　two　substitutions　ei，e2　is　defined　as　ei　e2（X）　：＝

（Xei）e2．　A　substitution　ei　is　more　general　than　a　substitution　e2　over　a　set　of

variables　y；notationθ1≦θ2［V］，　ifθ1’γ＝θ2［y】fbr　some　substi七ution’γ．θ1　and

θ2are　incomparable　over　V　if　neitherθ1≦θ2凹norθ2≦θ1凹．

　　　Two　terms　s　and　t　are　called　unifiable　is　there　exists　a　substitution　e　such

that　se　＝　te．　Such　a　e　is　called　a　unifier　of　terms　s　and　t．

　　　Let　V　E　7＞fi．（Y）．　A　renaming　away　from　V　is　a　map　p：V　．　T（．1，V）　with：

一　Dom（p）　：＝＝　｛X　E　V　I　X　7C　p（X）｝　E　Pfi．（V），

一｛t↓ηlt∈Ood（ρ）｝⊂ソ，　where　Ood（ρ）：＝｛ρ（X）IX∈1）om（ρ）｝，

一　p（X）　7E　p（Y）　for　all　X，　Y　E　Dom（p）　with　X　1　Y，　and

－R・n（ρ）∩V一の・wh・・e　R・n（ρ）・一Ux、伽（。）・」＝）・7（ρ（X））・

E．9．，ρ＝｛Xト〉λx．．H1（x），yト＞H2｝is　a　renaming　aw3y　from　Vニ｛X，　y｝．
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2．2　Pattern　Rewrite　Systems

The　following　subclass　of　simply－typed　A－terms　was　introduced　by　Miller　［121

and　is　often　called　higher－order　pattern　in　the　literature．

Definition　1　（Pattern　f12］），　A　higher－order　pattern　（pattern　for　short？　is　a

オ・㎜襯翻・ん・v・・ry・ubt・㎜・戯・f・rm・X㈱ω伽X∈∫ソ（t）ん・・Un↓ηα

sequence　of　distinct　bound　variables．

For　example，　the　terms　Ax，　y，　z．X（z，　x）　and　Ax，　y，　z．f（X（x，　z），Y（x））　are　pat－

tems．　The　terms．Ax，　y．X（x，y，　x）　and　Ax，　y．f（X（x，　g））　are　not　patterns．

　　　Patterns　have　the　remarkable　property　that　unification　is　unitary．　Moreover，

if　two　patterns　are　unifiable　then　a　most　general　unifier　can　be　computed　in

linear七ime［16］．　This　result　shows　that　unification　with　patterns　behaves　similar

to　the　first－order　case．

Definition　2．　A　fully　extended　pattern　is　a　pattern　t　such　that　for　dll　p　E

P・・（の，剥P＝x（Un）ω伽X∈∫ソ（孟）th・n　u。い・αP・rmut・伽・ゾβソ（ちP）．

Fbr　ins七ance，　the　patternλx，　y，　z．X（x，　z，y）is　fully－extended，　but　the　pattern

λC，！ノ，Z：．．プ（X（x，Y））　is　not．

Definition　3　（Pattern　rewrite　system）．　A　pattern　rewrite　system　（1？RS　for

5ん・刎りis　a・set　R・∫卿rs・1→r　such・tんαオ

（ci）　1　and　r　are　A－terms　of　the　same　base　type，

（c2）∫】ノ（r）⊆．ll　’一レ（の，

（c3）　1　is　a　pattem　of　the　form　f（1．）．

A　fully　extended　pattern　rewrite　system　（tEPRS　for　short？　is　a　pattern　rewrite

system　R　which　sattsfies　the　additional　condition：

（c4）　V（1　一〉　r）　E　7it，　1　is　a　fully　extended　pattern．

In　the　sequel　we　assume　given　a　PRS　R．　We　regard　／’　as　the　disj　oint　union

フ㌦W∫fc，　whereフ「d＝｛∫∈∫1ヨ（∫（ln）→r）∈R｝，　and．乃＝∫＼」㌦．　The

elements　ofんare　called　d〔坂ηed　symbols，　and　the　elements　ofフ㌔are　called

（data？　constructors．　・
Definition　4　（Rewriting）．　lf　（1　．　r）　E　Rl　and　p　E　Pos（s），　we　define　a　rewrite

step　from　s　to　t　as

s　一一＞il；lel’t　：o　slp　＝　Ze　A　t　＝　s［re］p．

We　ojten　omit　some　of　the　parameters　p，　e，1　一〉　r　and　may　write　s　一一＞R　t　instead．

The　relation→R　is　cagled〃｝e　rewrite　relation　induced　byフヒon　T（∫，ソ）．

We　mention　below　an　equivalent　definition　of　rewriting　which　takes　into　account

the　free　variables　in　s　lp　which　were　bound　in　s．　This　new　definition　is　based　on

the　not三〇n　ofZ諺eγ㌦
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Definit　ion　5（Lifter）．孟η砺一1ifter　Of　a　term　t（respectively　reωrite　rule　1→り

away丘・m四5α5U65オ伽孟¢・nσ＝｛X　F“ρ（X）（OP）IX∈∫ソ（t）｝ωhere　P　is　a

ク’enamingωith五）om（ρ）＝」『ノ（の　ピ’respectively」ワom（ρ）＝∫ソ（Z）ノ，」配an（ρ）∩V＝の

and　p（X）：iiE；；．r　一丁　if　ci：Ti，…　，xk：Tk　and　X：Tk＋i　一…　Tk＋rn　一〉　T一

For　example，｛Xト→y（x）｝is　an　x－lifter　of　f（X）away　from　any　set　V⊆ソ＼｛y｝．

　　　An　Zii－lifted　rewrite　rule　of　a　rewrite　rule　1　一〉　r　away　from　V　is　an　expression

of　the　form　la　一一一〉　ru　where　u　is　an　hi－lifter　of　Z一　r．

　　　The　following　definition　of　rewriting　can　be　proved　to　be　equivalent　to　Defi－

nition　4．

Definition　6　（Rewriting）．　lf　（1　．　r）　E　le　and　p　E　Pos（s），　we　define　a　rewrite

stepプ’romλあヲ・8オ。λ可・孟α3

AZtE7・．s　．tr，r　AZE5・．t　：e　A2Ti；．（sl．）　＝　AITi；．Ze　A　AIIF・．t　＝　AZiS」・．s［re］．，

ωんe陀砺＝βソ（λ可・s，P）αndl→7ゴ5αη砺伽θ棚卸孟e剛eαωαン加m∫γ（5）．

We　denote　by　一〉　2・　the　refiexive－transitive　closure　of　一一＞R，and　by　e　2　the　refiexive－

symmetric－transitive　closure　of　一R．　Two　terms　s　and　t　are　R一一joinable，　notation

8↓Rちif　there　exists　a　term　u　such七hat　5→灸uand　t→灸肱7Z．　is　confluent

if　whenever　s　一h　1　and　s　一一一＞h　r，　we　have　1　I　R　r．　R　is　lefl－linear　if　there　is　no

rewrite　rule　（1　．　r）　E　R　with　multiple　occurrences　of　a　free　variable　in　1．

　　　A　term　s　is　7i：一normalized　if　there　is　no　rewrite　step　s　．2　t．　A　substitution

e　is　7Z－normalized　if　e（X）　is　R－normalized　for　any　X　E　Dom（e）．

　　　7i）　induces　an　equivalence　relation　＝R　on　T（．1，V），　which　is　the　least　equiv－

alence　relation　induced　by　the　following　axioms　and　inference　rules：

S＝Rt　S＝IRt　t＝＝RU S　＝＝R　t 5＝・π8’オ＝1にオ’

t＝iRt　t＝RS 5＝nu　　　　λx．8＝Rλコじ．孟　（5t）＝：R（5／t’）

（1　一〉　r）　EIKI　Se］nt

1＝R　r S＝Rt

It　has　been　shown　［18］　that　＝R　coincides　with　the　model－theoretical　semantics

for　higher－order　equational　logic．　Moreover，　we　have　the　following　relatiohship

between　tewriting　and　equational　logic　［9］：

s＝πt⇔8拐←〉菟　ttZ・ （1）

An　equation　is　a　pair　（s，　t）　of　terms　of　the　sarne　type．　We　distinguish　between

oriented　eguations，　written　as　s　〉　t，　and　unoriented　equations，　written　as　s　fu　t．

We　denote　by　Eq（．7　’，　V）　the　set　of　equations　over　variables　V　and　function　sym－

bols　Ji’．　A　flex／flex　eguation　is　an　equation　between　flex　terms．　For　example，

Ax．X（n，　n）　u　）tx．Y　is　a　flex／fiex　equation，　but　Ax．X（x，　x）　fu　Ax．f（Y）　is　not．

　　　A　substitution　7　is　a　pattem　substitution　if　ty（X）　is　a　pattern　for　any　X　E

1）om（ツ）・ツis　anフ≧一solution　of　8　Nオ，　notation’γ∈乙47ヒ（8　Nの，　if　5’γ←〉灸かγ．

Since　s7　and　t7　are　assumed　to　be　in　long　5n－normal　form，　relation　（1）　implies

that　7　E　Un（s　u　t）　iff　s7　＝R　t7．　Under　the　additional　assumption　that　R　is
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confluent，　this　condition　is　equivalent　to　sor　IR　t7，　or　to　the　existence　of　a　rewrite

derivation　of　the　fbrm　sOr　s　t7→iu　Rs・u　fbr　some　u∈T（∫，ソ）．　Such　a　rewrite

derivation　is　called　a　reωrite　proof　of’γ∈乙4フz（s　z　t）．

　　　A　substitution　7　is　an　7Z－solution　of　s　〉　t，　notation　7　E　LIR（s　〉　t），　if

8’ﾁ→灸t’γ．This　condition　is　equivalen七to　the　existence　of　a　rewrite　derivation

s’ﾁ［＞t7→灸かγrv　t7　which　rewri七es　only　the　left－hand　side．　Such　a　rewrite

derivation　is　called　a　rewrite　proof　of　7　E　Un（s　［〉　t）・

　　　Let　Proof7z（e，7）　denote　the　set　of　rewrite　proofs　of　7　E　Lt7z（e）．

　　　In　the　sequel　we　assume　7？t　to　be　a　confluent　PRS．　Let　E　＝＝　eiV　be

asequence　of　IV　equations．　The　notions　ofフ1－solution　and　rewrite　proof　are

extended　to　sequences　of　equations　in　the　obvious　way．　Formally，　we　say　that　7

is　anフヒーsolution　of　E，　notation’γ∈乙47こ（E），　ifツ∈乙4フz（ei）fbr　all　i∈｛1，．．．，．N｝．

A　rewm’te　proof　of　7　E　LfR（E）　is　a　map　p：｛1，．．．，N｝　一　Ui．．i　ProofR（ei，7）　such

thatρ（の∈・ProofR（ei，’γ）fbr　all　i∈｛1，．．．，ハ1｝．　We　denote　by」ProofR（E，7）the

set　of　rewrite　proofs　of　7∈乙4π（E）．

　　　In　general　we　are　interested　in　computing　7il－solutions　which　are　7Z－normalized

w．r．t．　some　set　of　variables．　Therefore，　we　adopt　the　following　notions　of　goal

andフ≧＿solution．

Definition　7　（Goal，　71－solution）．　A　goal　ts　a　pair　E　Lw　where　E　is　a　sequence

・f　egUαti・ns　and　W∈Pfin（ソ）』Lw　is　a且ex　g・al　if　E　is　a　sequence　・fflex／伽

equations．

　　　A　substitution　7　is　an　7Z－solution　of　E　tw，　notation　7　E　UR（E　tw），　if　7　rvv　is

an　71－normalized　substitution　and　7　E　UR（E）．　・

F（）ragiven　set　of　function　symbols∫and　set　of　variablesソwe　denote　the　set

of　goals　by　（］oal（∫，｝ノ），　the　set　of　flex　goals　by　（70alf（．7’，『レ），　and　de丘ne　the　set

．r『｝ノ（Etvv）6f　variables　of　a　goal　Elvv　by　J『1ノ（Etw）＝∫y（E）U稀z．

Definition　8．　A　set　A　is　a　complete　set　of　R－solutions　of　a　goal　E　tvv，　notation

A∈03ひ死（Etw），　Of　it　satisfies　tんeμZ・ω吻。・nditi・η5’

soundness：A⊆乙4π（E　Lvv），

completen＄ss：∀’y∈UR（ELl〃），ヨθ∈A．θ≦ツ［．1”ソ（E　lW）］．

．4isαminimal　complete　set　of　711r－solutions（ゾα．〆goql　ELvv，　notation　A∈

MCSUR（E　Lvv），　if　A　E　CSUR（E　Lvv）　and　any　two　substitutions　ei，e2　E　A　are

incomparable　o”eγ・刃ノ（」巨7）．

In　general，　computing　a　complete　set　of　7？t－solutions　is　highly　intractable，　mainly

because　solving　flex／flex　equations　is　highly　nondeterministic．　Moreover，　higher－

order　unification　is　known　to　be　nullary　［6］．　This　means　that　MCSU¢（Etur）　may

not　exist．　Obviously，　this　implies　that　MCSUR（E　lw）　may　not　exist．　The　good

news　is　tha七there　are　many　applications　in　which　it　is　sufBcient　to　decide　the

existence　of　an　R－solution　for　a　goal　（i．e．，　if　CSUR（E　Lw）　is　empty　or　not），　and　it

is　known　that　CSUR（E　tvv）　S　¢　whenever　E　is　a　sequence　of　flex／flex　equations．

For　such　applications，　it　is　sufficient　to　be　able　to　compute　a　complete　set　of　so

called　partial　R－solutions　of　a　goal．
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Definition　9．　Let　E　tvv　be　a　goal．　A　complete　set　of　partial　R－solutions　of　E　Lw

is’a　set　A　of　pairs　〈e，17　Lvv，〉　ivhich　satisfy　the　following　cbnditions．’

（ci）　F　Lvv，　is　a　flex　goal，

（c2）∀（θ，Flw’〉∈A，∀’γ∈乙4冗（F）．θ’γ∈乙47≧（E），

（c3）∀ツ∈z・IR（ELvv），ヨ〈θ，　Ftvv’〉∈A，ヨゲ∈磯（Ftvv’）・or＝θ7’［∫A，7（Etw）1．

Intuitively，　every　goal　F　tvv’of　a　partialフ≧一solution〈θ，　F　tvv・＞represents　the　goal

that　should　be　solved　to　reach　anフヒーsolution　of　ELw，　but　we　don，t　solve　Flw’

because　of　high　nondeterminism．　Condition　（c3）　corresponds　to　the　complete－

ness　condition　of　Definition　8，　whereas　condition　（c2）　corresponds　to　a　weakened

form　of　the　soundness　condition　of　Definition　8．

　　　Note　that　if　A　satisfies　conditions　（ci），　（c2），　（c3），　then　the　set

Ext（A）　＝　｛e7　i〈e，　F　tw，〉　E　A　and　ry　E　Un（F）｝

is　a　complete　set　of　7ib－solutions　of　E，　and　contains　a　subset　A’　E　CSUR（E　tvv）．

However，　we　may　have丑ct（A）¢03ひR（E　lvv）．

　　　Since　a　complete　set　of　partial　7Z－solutions　may　be　infinite，　we　are　inter－

ested　in　the　design　of　calculi　e　which　enumerate　a　set　Ansa（E　tvv）　of　partial

フZ－solutions　of　E　tw・fbr　which　conditions（c1），（c2），（c3）hold．

Definit　ion　10．　Let　e　be　a　calculus　which　computes　a　set　of　pairs

Ans；lt（ELw）　g　Subst（Je，　V）　×　Coalf（Jl’，　）2）

プbγ’any　9乞”εηgoal五71W．　We　5ay孟んαオCお

sound　if　Ansfi（Etvv）　satisfies　condition　（c2）　of　Definition　9．

・・mpl・te朔η・灸（Etw）・ati・fi・5　c・n戯・η（・，）・ゾD・fini伽9．

3 Lazy　Narrowing　Calculi

In　this　section　we　wlll　present　several　higher－order　lazy　narrowing　calculi　de－

signed　to　compute　complete　sets　of　partial　7it一一sol・utions．

　　　Such　a　calculus　e　will　be　described　by　a　finite　set　of　labelled　inference　rules．

The　inference　rules　are　binary　relations　on　goals　of　the　form

（Ei，e，　E2）　tw＝＞a，e，e　（Ei　e，　E，　E2e）　tw，

where　a　is　the　label　of　the　inference　rule，　e　is　the　selected　equation，　e　is　the

substitution　computed　in　the　inference　step，　W’　＝　A2（Mie），　and　E　is　a　sequence

of　equations　whose　elements　are　called　the　descendants　of　e．　lf　e’　is　an　equation

in　Ei　or　E2，　then　e’　has　only　one　des．cendant　in　the　inference　step，　namely　the

corresponding　equation　e’e　in　Ei　e　or　E2　e．　We　often　omit　some　of　the　subscripts

a，e，e　of　an　inference　step　when　they　are　irrelevant　or　understood　from　the

context．
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　　　We　call　e－step　an　inference　step　of　a　calculus　e．　We　will　denote　by　step（e）

the　se七〇f　inference　steps　of　a　calculus　C．　A　C－derivαtion　is　a（possibly　empty）

sequence　of　e－steps

Etw　＝＝　Eo　two　＝＞ai，ei　Ei　twi　＝＞a2，e2　’”　＝＞an，en　En　tWn

abbreviated　Eo　tvv．　＝＞Z　En　tw．　or　simply　Eo　tw，　＝＞5　En　tvv．，where　e　＝　ei　…　en・

A　e－refutation　is　a　e－derivation　E　Lvv　＝＞lj　F　tvv，　for　which　there　is　no　e－step

starting　with　F　tvv，．　We　define

オ畷（Etw’）一｛〈e，・Ft，v’＞1ヨe－refu七・ti・n・Et，V⇒ll・Ft，V’｝．

In　the　sequel　se　adopt　the　following　naming　conventions：

　　　　　　　　　　　　　equations：　e，　et，．．．，el，e2，．．．

　　　　　　　　　　　　　sequences　of　equa七ions：　　　E，　Eノ，．．．，五71，E2，．．．

　　　　　　　　　　　　　seq’uences　of　flex　equations：　F

　　　　　　　　　　　　　e－steps：　T，　rt，．．．，rl，7r2，．．．

　　　　　　　　　　　　　C－derivations：　　　　　　　　　　∬，1ア，．．．，111，l12，．．．

In　the　sequel　we　will　introduce　several　higher－order　lazy　narrowing　calculi　and

analyze　their　main　properties．　To　simplify　their　presentation，　we　adopt　the　fol－

lowing　conventions：

　一　s　Fs－i　t　stands　for　t　f　s　s，　and　s　〉一i　t　stands　for　t　〉　s，

一fbr　any　binary　symbo1図，　we　abbreviate　by　un図vn　a　sequence　of　expres－

　　　sions　u1図vl，＿，un図vn．　R）r　example，　Xηト〉　tn　denotes　the　sequence

　　　of　variable　bindings　X1ト＞t1，＿，Xn　H　tn，　whereas　8n［＞tn　denotes　the

　　　sequence　of　equations　sl　〉　tl，…　，Sn　〉　tn一

一　whenever　convenient，　we　relax　the　convent　ion　of　writing　terms　in　long　6n－

　　　normal　form，　but　keep　the　convent　ion　that　all　written　terms　are　P－normal

　　　forms，

一　H，　Hi，H2，．．．　denote　distinct　fresh　variables；　also，　the　sequences　r．，　Zi．T，　yh

　　　and　7iJ　are　assumed　to　consist　of　distinct　bound　variables．

3．1　The　Calculus　HOLN

HOLN　consists　of　three　groups　ef　inference　rules：　preuniification　rules，　narrowing

rules，　and　rules　for’removal　of　flex／flex　equations．

Preunification　rules

［i］　lmitation．

　　If　f）tE　｛fu，　u－i，　t＞，〉一i｝　then

（Ei，　AZi．X（3　fi）　fy　AZIf．g（1　1］），E2）tw　＝〉［i］，e　（Ei，AZIf．H．（3　fi）　cy　Ahi．tn，E2）eLvvt

whereθ＝｛Xト〉λ砺．9（Hn（翫））｝．
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　［p］　Projection．

　　　　If　AZtf．　t　is　rigid　and　一’vE　｛fu，　s－i，　E＞，［〉一i｝　then

　　　　　　　（Ei，　AzT．X（；g　；）orλ房・ちE2）しW・＝〉［pLθ（E1，λ三万・X（砺）orλ三万・ちE2）θtm〃

　　　　where　e　＝　｛X　H　Ar．・yi　（Hn　（r．））｝

［d］　Decomposition．　lf　［yE　｛fu，〉｝　then

　　　　　　　（Ei，　AZtf．v（3　；）　Y　A2T・v（i　1一）7E2）tvv　＝〉［d］，E　（Ei，Ahi・Sn　2t　Ahi・tn7E2）　tw’

Lazy　narrowing　rules

［on］　Outermost　narrowing　at　nonvariable　posit　ion．
　　　　If　N∈｛rv　rv’1’vlN　）〉｝andノ（ln）→ris　a　freshlあ一lifted　rewrite　rule　ofフヒthen

　　　　（E、，λZI．ノ（陽）Et・he．ちE2）t・V⇒［。nL。（E・，λf．S。・E・・AZ1f．ln，λhi。・製λ菰ちE、）tw’

［ov］　Outermost　narrowing　at　variable　position．
　　　　If　rv∈｛rv，　N－1，1＞｝，ノ（Z　I’）→ris　a　fresh万一1ifted　re・Write　rule　ofフ己，　and　either

　　　　Abl．X（Sm）　is　not　a　pattern　or　X　¢W　then

　　　　　　　　（El，λ菰X（砺）二Yλ房・ち」E2）　tm1⇒［ovLθ　（Eiθ，λ三万・Hn（8mθ）［〉λi・ln，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aztf．r　at　Azr．te，　E2　e）　tw，

　　　where　e　＝　｛X　｝一〉　Ar．一f（Hn　（2JT．））｝・

Rules　’ ?盾秩@removal　of．flex／flex　equations

　［t］　Tbeivial　equation．

　　　If　fyE　｛fu，〉｝　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（E・，t・・yちE2）lvv⇒【・L。（E・，E2）tvv

［fs］　Flex／fiex　same．

　　　If　xE｛￥，　〉｝　and　X　E　VV　then

　　　　　　　　　　　（五71，λbヲ．X’（奪万〔）空λ房・X（垢），E2）lw⇒團，θ（E1，E2）θtvv’

　　　whereθ＝｛Xト〉λ砺・H（ぢ）｝with｛ぢ｝＝＝｛跳1鱗＝〃‘，1≦i≦n｝．

［fd］　Flex／flex　different．

　　　If　X，　Y　E　VV　then

　　　　　　　　　　　（El，λ否．X（蘇）reλhi・y’（2ノあ），E2）tw＝⇒’［fd］，θ（El，」E2）θLw’・

　　　If　X　E　W　then

　　　　　　　　　　　（Ei，　AZIf．X　（2iT．）〉　Ahi・y（yh），E2）tw⇒【fdLθ（E玉，E2）θtw・・

　　　In　both　situations，θ＝｛Xト→λ騙．H（ぢ），yト→λ垢．H（％）｝with｛ぢ｝＝・

　　　｛Ym｝∩｛垢｝．

i　This　means　that　f（Z　；）　一一一〉　r　is　an　di－lifted　rewrite　rule　away　from　the　finite　set　of　free

　variables　which　occurred　in　the　preceding　part　of　the　computation．
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Remark　1．　The　calculus　HOLN　restricts　the　application　of　inference　rule　［ov］

by　taking　into　account　the　information　that　certain　variables　must　be　bound　to

7Z－normalized　values．　This　information　is　also　used　for　solving　certain　flex／flex

equations　in　a　deterministic　way．　Keeping　track　of　the　7？r－normalized　variables　of

a　goal　and　employing　this　information　in　the　solving　process　is　a　novel　feature

which　distinguishes　HOLN　from　the　other　higher－order　lazy　narrowing　calculi

proposed　so　far　in　the　literature．

3．2　Main　Properties　of　HOLN

It　is　obvious　that●AnsRHoLN（E　tw）⊆Subst（フ7，｝ノ）×Coalf（．7’，『ソ）whenever　E　l　w∈

Goal（∫，ソ）．In　this　sec七ion　we　prove　that　HOLN　is　a　sound　and　complete　calculus．

The　following　trivial　lemmata　will　be　instrumental　in　our　proofs．

Lemma　1・五e孟θ，ツ1，ツ2∈翫6畷∫，ソ）αnd　V；yノ∈フ）（ソ）such　thαt　V’⊆．Ji’ソ（yθ）．

If　ori　＝　72　fV］　then　eori　＝　e72　［V’］．

Lemma　2・Let　e，ツ∈Subst（f，ソ）αnd　V，　V’∈V　such　that　Vノ⊆∫ソ（yθ）．　Jf　e

isαpattern　substitutionαndθ’γ「y　isフ≧一normαlized，　then’γ「y’isフこ一normalized．

First，　we　prove　that　HOLN　is　sound．　The　following　theorem　is　instrumental　in

our　proof　of　soundness．　’
Theorem　1．　Let　T：ELv［i　＝＞a，e，e　E’tw，　be　an　arbitrar3t　HOLN－step．　lf　7’　E

Z／tR（E’）　then　e7’　E　orR（E）．

Proof．　The　proof　is　by　case　distinction　on　the　label　of　the　inference　step．

一　lf　cy　＝　［i］　then　r　is　of　the　form

　　　（Ei，　Alii．X（g　fi）f・・AZIf・9（オ・），」E2）ti・V⇒国，。，θ（E・，λhi・Hn（蘇）f・t　AZIf・t。，E2）θtVV’

N一．一一．一・一一一一一一一v’一”一一一一一一V

　　　　　　　　　　　　　　　　e

　　where　’θ＝｛x｝→λ蘇．9（．Hn（蘇））｝．　Obviously，θ’γ’∈乙4π（E1，E2），　a皿d　we

　　only　have　to　check　thatθty’∈乙4π（e）．　Fromヅ∈乙4冗（E’）we　learn　that

　　’ゾ∈乙4π（λZlf．Hn（Smθ）orλ房．　tn）．

　　This　implies　that　7’　E　UR（AZi．g（H．（s．e））　bt　Ahi．g（iE　：））　＝＝　UR（ee），　and　thus

　　θつ／∈乙4フヒ（e）．

一Ifα＝［on］，　there　is　a　fresh　I±f－lifted　rewrite　rule∫（ln）→rofフl　such　tha七π・

　　is　of　the　form

（E・，λZZi・∫（Of）・r　Azlf・ちE2）tw⇒［。。L。，，（E・，λZE・8。〉λZli・ln，λ房・r・tt　Aziy・ちE2）LVV’

　　　　　　　　　　e

and　we　only　have　to　check　that　7’　E　bl　Rt（e）．　From　or’　E　UR（E’）　we　learn　that

　　　　　　　　　　λhi・8ゴゲ→灸λ房・zゴゲf・r・1≦ゴ≦n

　　　　　　　　　　Ahi．rr7’一｝i　Ahi．t’”r’　if　e　is　an　oriented　equation

　　　　　　　　　　Ali．rty’elXi　AZIi．t・）t’　if　e　is　ari　unoriented　equation
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　　　　　These　relations　imply　that

　　　　　　　　　　　　　　　λIli．∫（Sn）’γ’→夷λ1万．かγノif　e　is　an　oriented　equation

　　　　　　　　　　　　　　　λIT．！（Sn）’γ’＜→灸λZii．t’γノif　e　is　an　unoriented　equation

　　　　i．e．，ツ’is　anπ一solution　of　e．

　　一Ifα＝［ov］then　there　is　a　fresh　X－lifted　rewrite　ruleノ（ln）→rofフZ　such　that

　　　　　　　π：（Ei，　Ahi．X　（；g　”）CVλhi・ち」E2）tvv⇒［ovLe，θ（E1θ，λZli・Hn（8mθ）1＞λ房・Zn，

　　　　　　　　　　　　　』一r一一　．　　λZT．r　2t　Ahi．tθ，　E・θ）Lw’

　　　　whereθ＝・｛X卜→λ蕨．∫（Hn（蘇））｝．　In　this　case　we　only　have　to　check　that

　　　　θ’γ’∈乙ln（e）．　FroM’γ’∈UR（E’）we　Ieam　that

　　　　　　　　　　　　λhi・Hj（Smθ）’γ’→灸λ1万・1〆γ’　　fbr　l≦ゴ≦n

　　　　　　　　　　　λ房．7｝γ’→孝己λ万．tθ’γ’　　　　　　　if　e　is　an　oriented　equation

　　　　　　　　　　　λあ．r7’←＞IIIiλ三万．tθ’γ’　　　　　　　if　e　is　al｝unoriented　equation

　　　　As　a　consequence，　we　have

　　　　　　　　　　λ1万・X（sm）θツ，＝＝λhi．∫（Hn（8mθ））’γ’→灸λ三万。∫（1亮’γ’）→7ヒλ房．γ・’γ’

　　　　and　therefbre：

　　　　　　　　　　　　λ菰X（Sm）θ’γ’→灸λ五オθツ，if　e　is　an　oriented　equati6n

　　　　　　　　　　　　λZi・X（Sm）θ’γ，く→李こλ房・オθゲifεis　an　unorientさd　equation

　　　　Hence，θ’γ’∈乙4冗（e）．

　一the　cases　whenα∈｛［pl，［d1，［t］，［f司，［fd］｝are　straightfbrward．　　　　　　　　［3

Corollary　1（Soundness）．　HOL／V　is　sound．

ProOf二1・et　E　tvv　be　an　arbitrary　goal，　γ’∈乙4R（F），　and　　．

　　　　　　　現w一昂幅⇒。、，θ、E、臨⇒。，，θ。…⇒。。，θ三　E。IW．一Ftw’

an　HOLN－refutation，　abbreviated　E　tw⇒3　F　hr〃．We　can　apply　n　times：Lemma

lto　infer　that

　　　ツ’∈μπの＝碗（En）⇒θれッ’∈、μ冗（二一、），

　　　コゆコ　ツ

　　　θ2．．．θn7’∈乙47こ（E2）⇒θ1（θ2．．．θηツノ）∈乙4R（E（））＝Z4フz（E）．

Thus，θヅ∈乙47ヒ（E）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

The　fbllowing　de丘nition　will　be　used　in　the　comple七eness　proof　of　HO：LN　and　of

its　l　further　re丘nements．

Definition　11（Configuration）．．4　configuration　isαtuple〈Etvv，’γ，ρ〉ω拗

’γ∈乙47ヒ（E　tw）andρ∈ProofR（E，”）’）．レレ「e　denote　the　set　of　configurations　by（］fg．
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Our　main　idea　of　proving　completeness　of　a　higher－order　lazy　narrowing　calculus

e　is　to　identify　a　poset　（A，　t）　with　．4　g　Cfg，　〉一一　a　well－founded　ordering　on　A，

and　a　partial　function

ψc：A×Pfin（ソ）×Eq（∫，　V）→step（の×．4

which　satisfy　the　following　conditions：

（a）∀or∈UR（E　tvv），ヨρ∈Pr・・fR（E，7）．〈E　tw，ッ，ρ〉∈A，

（b）　lf　T　＝　〈E　tvv，7，　p＞　E　v4，　V　E　IPfi．（V）　with　A’（E　t　w）’　g　V，　and　e　E　E　can

　　　be　selected　in　a　e－step，　then’｛Zsc（T，　V，　e）　＝＝　〈T，　T’〉　with　T：Etw　＝＞e，e　E’Lvvt，

　　　T’＝〈E，tw・，つ／，ρ’〉，　T＞一T’，　andつ’＝θ’γ’【V］．

Under　these　assumptions，　proving　completeness　of　e　proceeds　as　follows．　Let

Eo　Lw，　E　Goal（Ji’，　｝2）　and　70　E　UR（Eo　tw，）．　By　（a），　there　exists　a　triple　Ti　＝

〈Eo　Lwo　’yo，　Joo〉∈A．　Let　Vi＝．7・ソ（E。）U　W。。

　　　If　¢e（Ti’，　Vi，e）　is　undefined　fgr　all　e　E　E　then　the　derivation　Eo　tvv，　＝＞9　Eo　tw，

i・a・e一・e血t・ti・n，　thu・・∈An・；1（E。厩，）．　Since，・≦”）’［rV（E。）U岡わ・any

7　E　Un（Eo　tw．），　we　conclude　that　e　is　complete．

　　　Otherwise，　let　ei　E　Eo　be　an　equation　for　which　dic（Ti，Vi，eo）　is　defined，

and　let　〈Ti，T2＞　＝　die（Ti，Vi，e）・　We　assume　that　Ti　：　Eo　two’　＝＞ei，ei　Ei　ty？vi，

T2＝（EI　tw、，’γ1，ρ1＞，　and　choose「レ〉＝∫）ノ（「レ三θ1）．

　　We　can　now　repeat　the　above　construction　by　star七ing　from　T2，　as　we　did　for

Ti．　The　construction　is　depicted　below．

7・∈Un（E・　tw。）⇒ヨT・　＝＝〈E・厩，or・，ρ。〉∈．4（by（a））

　　　　　　　　　　　　　　　　Choose　「Vl＝．Jt，”｝ノ（Eo）UWo，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ei　E　Eo　for　which　die（Ti，Vi，ei）　is　defined．

　　　　　　　　　　　　　　　　妙

　　　　　　　　　　　　　　　　Let　〈Ti，T2＞　＝＝　｛Pc（Ti，Vi，ei）

　　　　　　　　　　　　　　　　where　ri：Eo　tvvo　＝＞ei，ei　Ei　tvvi，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T2　＝　〈Ei　tvv，，7i，Pi＞一

　　　　　　　　　　　　　　　　choose　V2　＝＝　A7（Viei）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e2　E　Ei　for　which　die（T2，V2，e2）　is　defined

　　　　　　　　　　　　　　　　u

　　　　　　　　　　　　　　　　Choose「Vv＝jnノ（VN－leN－1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e2　E　Ei　for　which　die（T2，　V2，e2）　is　defined．

　　　　　　　　　　　　　　　　妙

　　　　　　　　　　　　　　　Let　〈TN，TN＋i＞　＝＝　dic（TN，VN，eN）

　　　　　　　　　　　　　　　where　TN：EN－itvvNmi　＝＞eN，eN　EN　tWN

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　TN＋・＝〈EN晦，ッN，ρN＞

Let　ll　be　the　e－derivation　obtained　by　concatenating　the　e－steps　ri，．．．，rAr　in

this　order．　By　property　（b），　we　have　Ti　〉一　．．．　〉一　TN＋i．　Since　〉一　is　well－founded，　we

will　even七ually　reach　a　triple　l乃v＋1＝〈EN　tvv．，7N，ρN＞with　EN＝Fconsisting

of　fiex　equations　which　can　not　be　selected　in　a　e－step　starting　with　F　t　w．．　［1］hus，

ll　is　a　e－refutation．
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　　It　remains　to　show　that　tyo　＝＝　ei　．．．eN7N　［．7　一V（Eo）　U　Wo］．　First，　we　prove　by

induction　on　k　that

Vk　E　｛O，．．．，N　一　1｝．7N－k－i　＝　eN－ic…　eN7N　［VN－k］・ （2）

The　base　case　for　k　＝　O　holds　by　condition　（b）　for　TN．　lf　（2）　holds　for　k　〈　N　一　1

then，　since　VN－k　＝　jC）2（VN－k‘ieN－k－i），　we　learn　by　Lemma　1　that

θ1V＿le＿1’γN＿k＿1：＝θN＿le＿1θN＿k．．．θNつ！2V　「レ「v＿le＿1］．

By　condition　（b）　for　TN－k－i，　we　know　that　7N－k－2　＝＝　eN－k－i7N－k－i　［VN－k－i］・

Thus，　tyN－k－2　＝　eN－k－ieN－k．．．eN7N　［VN－k－i］　and　this　concludes　our　induc－

tive　proof　of　（2）．　ln　particular，　for　k　＝＝　N－1，　we　have　・that　70　＝　ei　…　eN7N　［Vi］・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　【コ

Theorem　2　（Completeness）．　lf　71　is　confluent　then　HOLNis　complete．

To　prove　that　HOLN　is　complete，　we　must　identify　a　poset　（A，　Z）　with　v4　g　Cfg，

and　a　partial　function

　　　　　　　　　　　　　φHOLN・A×1）fin（ソ）×Eq（∫，ソ）→5卿（の×．4

which　satisfy　conditions　（a）　and　（b）　of　our　generic　completeness　proof　of　a　higher－

order　lazy　narrowing　calculus　e．　First，　we　introduce　some　useful　notions　and

prove　some　auxiliary　results．

　　　Given　a皿equation　e，　we　define　the　size　of　e　by　lel：＝lsl十ltl　if　e＝8Nt

or　e＝3［〉オ．　The　size　of　E＝碗is　defined　by　IEI：＝｛lei目　1≦¢≦1＞｝m，

where　｛｝m　denotes　the　multiset　constructor．　The　length　of　a　rewrite　proof　p　for

’γ∈LtR（E　LM！）is　de丘ned　by　lρ1：＝Σ認11ρ（の1，　whereρ（のdenotes　the　number　of

rewrite　steps　ofρ（の．

　　　：Letとbe　the　lexicographic　combination　of　the　orderingsとA，≧：B，≧：o，　where：

　一　　〈」E7　Lレ1！，つf，ρ〉　　≧＝A　　〈」巨7’L1レ1／’，　つピ’，ρ’＞　　iff　lρ1　≧　　1ρノ1，

一〈Etvv，7，ρ〉とB〈E，　tw’，ヅ，ρ，＞iff｛IXOtl　l　X∈1）om（’γ）｝≧mul｛IXノ引ix’∈

　　　P・m（ゲ）｝，

一　〈Etvv，or，　p＞　tc　〈E’Lw，77’，p’〉　iff　IEorl　）mui　IE’7’1．

Let　＝A，B，c：＝＝〉一一　n　｝r－i．’Then　〉一　is　obviously　well－founded．　Since　7Z　is　confiuent，

condition　（a）　is　obviously　satisfied．　lt　remains　to　show　how　diHoLN　can　be　defined

in　a　way　which　satisfies　condition　（b）．　・
　　　The　following　six　lemmata　are　crucial　to　justify　the　correctness　of　our　defi一一

nition　ofΦHoLN．　If　not　stated　otherwise，　we　assume七hat：y∈｛rv，　fts－1，レ，［〉一1｝．

Lemma　3．　Let　E　F　eiV，　T　＝　〈E　l　w，7，　p＞　E　Cfg　ntth　ek　：AZT．　v（Sff）　f　t　AX．v（Zff）　E

E，αnd・V∈IPfin（ソ）・Assume　p㈹hαS・n・rewrite　stePS　at　the　heαd　P・戯・ns（ゾ

the　equational　sides．　We　define

　　　E’＝（er5＝．i’1，AZT－Sn　f　tl　Ahi－tn　7　ek＋17一・・7eN）・ndπ・Etw⇒［dL。、，。　E’しW・

Then　T　is　a　valid　HOLN一一step　and　there　exists　p’　E　ProofR（E’，or’）　such　that

T’一〈E’tVV，”）’，ρ’〉∈（7fg・nd　T・〉一　T’・膨e伽・t・tん・卿・〈π，T’＞6画d】（T，　V；・k）・
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Proof　Since　p（k）　has　no　rewrite　steps　at　the　head　positions　of　the　equational

sides，　we　have：

ρ（k）　λ～万．”（5ηつ’）orλ：万．”（オη戸γ）→灸：λ房．”（砺）orλ三万．v（万；；「）

and　we　can　rearrange　the　rewrite　steps　of　p（k）　into　a　sequence　of　rewrite　deriva－

tions　Ri，R2，．．．，R．　where　each　R」・　（1　一く　2’　g　n）　is　of　the　form

1｛：ゴ：λ三万・”（uゴ＿1，8プγ，…　，5ηつ’）二Yλ三万・v（uゴ＿1，ちつ’，・．・，孟η’γ）

　　　→ゐλ房・晦ゴー・，Uゴ，8ゴ＋・ッ，…，Snッ）fy　Azii・V（Uゴー・，Uゴ，ち＋・ッ，…，t。7）

by　rewriting　only　the　］Lth　subterms　of　the　sides　of　the　equation．　Then　lp（k）1　＝

X」”・．．iIR2－1　and　we　can　extract　from　Rj　a　corresponding　rewrite　derivation

　　　　　　　　　　　　　　RS’：λ万・5〆y　crλ房・オプγ→灸λZi7・uゴorλ1±f・uゴ

with　I　RS・1＝　I　Rol．　We　define　p’（i）　for　i　E　｛1，．．．，N　十　n　一　1｝　by

〆（i）一 [＋1）熱瓢＋n－1．

It　is　easy　to　see　that〆∈Proof7z（jE7ノ，’γ），　T，＝〈E’Lvv，ツ，　P’〉∈（］fg　and　T＝A　Tノ，

T＝・BT’，　T＞一〇T’．　ThusT）卜T’．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Lemma　4．　Let　E＝：　EiV，　T　＝＝　〈Etw，7，　p＞　E　Cfg，　ek　＝　AhilX（3）　fy　Ahi．X（3）　E　E，

and・v∈IPfin（ソ）・We・d（抑θ’

Et　＝　（Ei；：．Tl，ek＋1，…，eN）7

〆・｛・・…・N一・｝一Ul∈｛・，…一町（…ツ）・ρ’（の一瞥ヤ、）脚下瓢

T’　＝　〈E’tw，7，　p’〉，　r：ELvv　＝〉［t］，ek，E　E’tvv・

Then　T　is　a　valid　HOLN－step，　p’　E　ProofR（E’，　7），　T’　＝

T・〉一　T’・W・・d・n・オ・オん・卿・〈π，T’〉勾Φ［・］（T，　y；ek）・

Proof　Straightforward．

〈E／tw，’γ，ρ，〉∈（］fg，αnd

口

Lemma　5．　Let　E　＝　一eN，　T　＝　〈ELvv，7，　p＞　E　Cfg，　ek　＝　Ahi．X（3　”）　fit　Ahi．t　E　E

ωithλ房・孟rigid，αn〔ガv∈1）∫伽（ソ）sueんオんα孟∫ソ（E　twう⊆y・

（oj　Assume　head（X7）　E　．1　b　and　p（k）　has　no　7ewrite　steps　at　the　head　positions　of

　　　the　eguational　sides．　Let　T　be　the　HOLN－step　r：Elvv　＝〉［i］，e，，e　E’lw，・　There

　　　exi5tsρ，∈」Pγり（）fR（Et　tw’）SUCん孟んα彦丁，＝＝〈E’IW’，ツ～ρ’〉∈（］fg，　T＞一丁ノαn（オ

　　　’γ＝θつノ　［「レつ・　既denote　tんe　pair〈π，　T’＞　byψ［i］（T，「レ～eic）・

ωAssume　x7二λ蘇・蝋可）．　Then・tんere・exist

　　　　・α・HO研・卸π・Eレ㌣［。エ，。、，θE’lw’・nd

　　　　e　T’　＝　〈E’Lvv，，7’，p’〉　E　Cfg　sueh　that　T　〉一　T’　and　7　＝　e7’　［V］．

　　　W・・d・η・オ・オん・卿・〈π，T’〉わ〃φ回（T，　y；ek）・
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Proof．　First，　we　prove　Lemma　5．（i）．　Assume　head（X7）　＝＝　f　E　JC’　apd　p（k）　has

no　rewrite　steps　at　the　head　positions　of　the　equational　sides．　ln　this　case　A1ii．t

must　be　Qf　the　form　2Elt1，，t〈IEI！．　f（t．）　and　we　can　write　7　＝　e7’　［Dom（or）　×｛III｝］，　where

θ＝｛Xl→λ蘇・ノ（Hn（蘇））｝，1）om（ゲ）＝（」り07η（の＼｛X｝）U｛Hn｝，　and　Hn

is　a　sequence　of　distinct　fresh　variables．　Therefore，　｛H．｝　n　V　＝　¢，　and　thus

7　＝　ety’　［V］．　ln　this　case，　p（k）　is　of　the　form

　　　　　　　　　λZZf・∫（Hn（砺）つノ）blλ：万・∫（tnθ7’）→｝こλ：渉．ノ（砺）cyλ1万．プて砺一）

with　no　rewrite　steps　at　the　head　positions　of　the　equational　sides．　Let　E”　＝＝　Ee．

Then　7’　E　UR（E”）　and　p　E　ProofR（E”，7’）．　By　Lemma　2　we　learn　that　7’　E

li（R（E”lw，）．　Note　that　T”　＝　〈E”lw，，7’，p＞　E　Cfg　and　T　〉・一　T”．　We　can　apply

Lemma　3　to　constructρ’∈．Pro（）fn（E’，’γ’）such　that　T’＝〈E／Lw，，’γ’，ρ，〉∈Cfg

and　T”　〉一　T’．　We　conclude　T　〉一　T’　froM　the　transitivity　of　〉一．

　　　Next，　we　prove　Lemma　5．（ii）．　Assume－X’γ＝λ蘇．跳（死）．　Then　we　can　wri七e

’γ　＝　θ’γノ　【1）om（ツ）＼＿！Hρ｝］，「塵re　θ　＝　｛X　ト〉　λ蘇・9i（Hp（那τ））｝，　1）om（つ／）　＝

（1）om（の＼｛X｝）U｛Hp｝，　and正lp　is　a　sequence　of　distinct　fresh　variables．　There－

fore，　｛H．｝nV　＝＝　¢，　and　thus　7　＝　e7’　［V］．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T：E；vv　＝〉［p］，ek，e　E’Lwt

Obviously，　7’　E　Ltn（E’）　a［nd　p　E　ProofR（E’，7’）．　By　Lemma　2，　we　learn　that

ゲ∈乙4n（五7’tvv’）．　We　de丘ne：Z「’：＝〈E’Lw’，ヅ，ρ〉．　Then　T’∈（7fg　and　T　r4　T’，

T＞一βT’．Thus，：τ’》一丁’．　This　concludes　our　proof　of：Lemma　5．（ii）．　　　　　ロ

Lemma　6．　Let　E　＝＝　iiiV，　T　＝　〈E　tvv，7，　p＞　E　Cfg，　ele　E　E，　and　V　E　1＞fin（Y）　such

thαt∫｝ノ（E　tw）⊆y．

（i？　lf　ek　＝　Ahi．　s　fy　Ahi．t　with　head（（Abl．　s）ty）　＝　f　E　JI’，　．t　E　｛　u，〉｝，　and　p（k）　has

　　　a　rewrite　step　at　Lhe　head　position　of　the　left－hand　side，　then　theTe　exist

　　　　・α傭一雌er！（ln）→Tqfα㎎ω短オe配eけπαη4
　　　　・T’＝〈（ek一・，λhi・S・D＞・AX・∫（ln），λhi．r・・y・ke．ちek＋、，．．．，eN）tw，ッ’，ρ’〉∈Cfg

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　such　that・T＞一T’，ツ＝7’［y］，αnd　P’㈹has　n・㎎ω耽5勿5α揚んeんead

　　　position　Of　tんe嫉。んαnd　side．

　　　In・thi…αse・W・d・fin・ψ［。］（：r，・V，・ek）・一〈π，T’〉ωh・r・・r・ELVV⇒E’しW．

ピ商ノ1アek＝λ房・5　rvλf・ちhead（（AZii．t）’γ）∈．1’，αndρ（k）んα5αrewrite　stepαtオんe

　　　head　position　of　the吻んかんαnd　side，オんen　there　exist

　　　　・an　hi一一lifteげ（ln）→r（ザα陀ωr伽帽eけπ，αnd

　　　　・T’＝〈（Ejl一：Ti，Ahi・S　t＞　Ahi・f（ln），λ房5蟹海丁，　ek＋、，．．．，・N）1貼ヅ，ρ’〉∈（］fg

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　3UCん伽オT＞一T’，7＝ヅ［y1，　and　P’㈹んas　n・rewrite　stePS　at　the　head

　　　po5伽。π｛ザ孟んe域一んαη4粥e．

　　　瓦襯5cα3εωε4⑳eφ［。】（：r，　y；ek）・＝〈π，　T’〉ωんere・T・ELw⇒E’tvv．

ProOf・We　prove　only　Lemma　6．（i）because：Lemma　6．（ii）has　a　similar　proof．

Under七he　given　assumptio玲s，　we　can　assumeρ（k）is　of　the　fbrm

　　　　　・・7→｝i　AZIi．！（sA）c・・AZIi・〆→器・）→丁諭δ盤λ配’→；1，・AZZf．z・・…AZif．ze．
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where　p　is　the　head　position　of　the　left－hand　side，！（ln）→γis　a丘esh万一1ifter　of　a

rewrite　rule　in　7Z　such　that　AZi7．　f（1．）6　＝　AIIi．　f（s“），　and　the　depicted　rewrite　step

is　the　first　one　at　position　p．　［1］hen　（Ahi．　s）7　＝＝　AZii．f（3”1），　and　we　can　decompose

p（k）　into　two　rewrite　derivations：

R・：eor＝λ1ii．ノ（Sn）t　Ahi．t7→灸λ房．ノ（ln）δ　・t　Azzf．t’

R・・厨（llE）δ蛾認→鋤）→「λ齋δ蜴副→2　AZT．u　fy　AZIi．u

Let　Rl　be　the　rewrite　derivation　obtained　from　Ri　by　rearranging　the　rewrite

steps　such　that　we　first　rewrite　the　left－hand　sides　and　next　the　right－hand　sides．

This　means　that　Rl　c．　an　be　decomposed　into　2　rewrite　derivations：

Rlt：e’γ＝λi万．∫（Sn）rvλ三万・かγ→iλ：万．∫（Zn）δ二YλZii．孟つ’

RSt　：　A11f．f（iK）i　fy　Azli．tot　一一〉；，（g”）r－r　Azli．r6　f1　AzT．tot　一・h　Azzf．r6　一t一　Aztf．t’

such　that　Rl’has　no　rewri七e　steps　at　the　head　position　of　the　left－hand　side，　and

IRItl　十　IRS’1　一　IRI　I　一　IRi　1一

　　　ノ（ln）→ris　a」fresh　7－lif七er，　and　thus∫〕ノ（λh万．∫（tn））∩1）om（7）＝の．　Since

Dom（6）　g　．rv（Ahi．　f（1．）），　we　conclude　that　7’　：＝　7　U　6　is　a　well－defined　substi－

tution　a．nd　7’　E　UR（E’tvv）．　Note　that　E’　＝　eN＋i　with

　一　e：一　＝　ei　and　p（i）　E　Proofri（e：一，or’），　if　i〈　k，

一　e’求@＝　Ahi．　s　E＞　Ahi．f（1．）　and　Rl’　E　ProofR（ek，7’），

　一　e’k＋i　＝　Ahi．r　rv　Ahi．t　and　（R6’，R2）　E　ProofR（ek＋i，or’），

　一　e：一　＝　ei－i　and　p（i　一　1）　E　Proofn（e：・，’y’）　if　i＞　k十　1．

Therefore，　we　can　define　p’　E　ProofR（E’，7’）　by　p’（i）　＝

Then　obviously　T’　E　Cfg　and　T　〉一A　T’．　Thus　T　〉一　T’．

p（i）　ifi〈k，
R’，t　ifi　＝k，
（R5’，　R2）　ifi＝　k　十　1，

p（i－　1）　ifi＞k十1．

　　　　　　　　　　　　　　　　D

Lemma　7・五eオ．E＝所，　T＝〈E　t　w，ツ，ρ〉∈（）fg，　eiC＝λZll．X（騙）：tt　A1Zf．X（垢）∈

五7ωith　X∈耳z，αnd　y∈1）fin（ソ）sucんthatブリノ（E　t　wう⊆γ。

　　　We　define　the　HOLN－step　T：ELw　＝〉［fs］，e，，e　E’tvvt・

　　　Thenオんere　exists　T’＝〈E’tw・’，つ／，ρ’〉∈（7fg　suchオんα孟コP＞一丁’and’γ＝

θつノ　［「レ7］・　We　denote　tんe　Pαir〈π，　Tノ＞　b窪！ψ［fs】（T，　y；ek）・

Proof　IJhrom　7　E　Un（E　Lvv）　and　X　E　W　results　that　X7　is　an　R－normal　form．・

This　implies　that　Ahi．X（Yn）7　and　Ahi．X（yA）7　are　R－normal　forms　too，　and　thus

p（k）　has　no　rewrite　steps．　Hence，　’y　is　a　unifier　Ahi．X（i7）　and　AZIf．X（一y－`）．　On　the

other　hand，　it　is　well－known　that　the　substitution　e　computed　by　T　is　a　mgu

［141　of　Ahi．X（iijr．）　and　AX．X（yA）　over　｛X｝．　From　the　freshness　condition　on　the

variables　introduced　by　e，　we　conc｝ude　that　V　n　Ran（0）　＝　¢，　and　thus　e　S　7　［V］．

Therefore　there　exists　7’　such　that　7　＝　ety’　［V］．　Together　with　Lemma　2，　this

implies　thatゲ∈UR（E／Lw’）and　that　the　mapρ’defined　by

pt ii）一 ﾗ、）懸Σ狩
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is　a　rewrite　proof　of　7’　E　UR（E’tw，）．　This　implies　that　T’　＝　〈E’twt，7’，p’〉　E　Cfg．

Since　T＝．A　T’，　T≧B　T，　and　T＞一〇T’，　we　conclude　that　T＞ト：Z「’．　　　　　　　　ロ

五・mma　8・五e認一所，　T＝倒w，W＞∈（］fg，　ek∈E，・nd・V∈Pノ伽（ソ）・u・ん

一（　）⊆一 o髪淵＝逢溜盤∵
and　let　r　be　the　HOLAI－step　T：ELw　＝〉［fdl，ek，e　E’tvv’・

　　　Then　there　exists　T’　＝　〈E’tw，，7’，　p’〉　E　Cfg　such　that　T　〉一　T’　and　7　＝

θツ’凹・既伽・オ・オん・卿・〈r，　Tt〉勿ψ［・d｝（T，V；・k）・

Proof．　From　7　E　UR（E　L　vv）　and　X　E　17V　results　that　X7　is　an　R一一normal　form．

This　implies　that　AZIf．X（iij；．T）7　is　an　ll－normal　form．　Also，　if　ek　is　an　unoriented

equation，　we　leam　from　Y　E　W　and　7　E　UR（E　L　w）　that　Y7　is　an　71－normal

form，　and　thus　Abl．Y（yA）7　is　an　7Z－normal　form　too．

　　　These　observations　imply　that　p（k）　has　no　rewrite　steps，　redardless　whether

ele　is　an－oriented　equation　or　not．　This　implies　that　7　is　a　unifier　of　AZZf．X（27T．）　and

λZlf．X（垢）．　On　the　o七her　hand，　it　is　well－known　that　the　substi七utionθcomputed

by　T　is　a　mgu　［14］　of　Ahi．X（27；．T）　and　AM．Y（1｝fi’）　over　｛X，　Y｝．　From　the　freshness

condition　on　the　variables　introduced　by　e，　we　conclude　that　V　n　Ran（e）　＝　¢，

and　thus　e　一く　7　［V］．　Therefore　there　exists　or’　such　that　7　＝　e7’　fV］．　Together

with　Lemma　2，　this　implies　that　7’　E　UR（E’Lw，）　and　the　map　p’　defined　by

〆（i）・‘ o鰍、）il幽幽

is　a　rewrite　proof　of　7’　E　UR（E’twrt）．　Thus　T’　＝＝　〈E’tvv，，7’，p’〉　E　Cfg．　Since

T＝A　T’　and　T＞一B　T’，　we　conclude　that　T＞一　T’．　D

We　a■e　ready皿ow　to　define　4｝HoLN．：Let　E＝碗，　ELw∈　Goal（一，　V），　y∈

Pfin’ iV）　with　．A2（Etvv）　g　V，　and　eh　E　E　an　equation　which　can　be　selected　in

an　HOLN－step　starting　with　E　tvv．

　　We　choose（A，≧）＝（（）fg，と）where≧：is　the　le）dcographic　combination　of

｝：A，一〉一B7　｝rc，　and　distinguish　the　following　cases：

一ek＝λ菰X（Sn）ryλ五X（㌶）・Then　we　defineψHoLN（T，　y；ek）：＝¢【tl（T，レ；ek）・

　　In　this　case，　diHoLN　satisfies　condition　（b）　of　our　generic　completeness　preof，

　　because　of　Lemma　4．

一　Otherwise，　assume　ek　＝＝　AZii．v（3rr）　f＞t　Ahi．v（i　；）　and　p（k）　has　no　rewrite　steps　at

　　the　head　positions　of　the　equational　sides．　Then　we　define　¢HoLN（T，　V，　ek）：＝

　　｛P［d］（T，　V，　ek）．　ln　this　case，　diHoLN　satisfies　condition　（b）　of　our　generic　com－

　　pleteness　proof，　because　of　Lemma　3．

一　Otherwise，　assume　ek　＝　AZi．X（Sm）　f　t　AZIf．t　with　head（X7）　E　．1’，　Ahi．t　rigid

　　and　p（k）　has　no　rewrite　steps　at　the　head　positions　of　the　equational　sides．

　　Then　we　define　diHoLN（T，　V，　ek）　：＝　di［i］（T，　V，　ek）．　ln　this　case，　diHoLN　satisfies

　　condition　（b）　of　our　generic　completeness　proof，　because　of　Lemma　5．（i）．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

一　Otherwise，　assume　ele　＝　AIZf．　X（Sm）　f）t　AIIi．t　with　X7　＝　Ar．．yi（iliJ）　and　A11i．t

　　rigid．　Then　we　defineΦHoLN（T，レ；ek）：＝φ［pJ（T，　V；ek）．　In　this　case，ψHoLN

　　satisfies　condition　（b）　of　our　generic　proof　because　of　Lemma　5．（ii）．

一　Otherwise，　assume　ek　＝＝　AZE．　s　一N　AZZf．t　with　head（（AZi7．　s）’y）　E　．7’，　fy　E　｛fu，　D＞｝，

　　and　p（k）　has　a　rewrite　step　at　the　head　position　of　the　left－hand　side．　Then

　　there　exists〈π1，T”〉＝4｝［o］（T，　V，　ek）where　T”is　a　con丘gura七ion　of　the　fbrm

　　　　　　T”ニ〈（・k一・，λZif．・〉滋∫（ln），海控海ち・k＋、，．．．，・N）1貼ツ”，ρ”〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EtJ

and　p”（k）　has　no　rewrite　steps　at　the　head　positioh　of　the　left－hand　side．　Let

E”　＝　e’N’　＋i．　Then　ek’　＝　Ahi．　s　〉　AIIf．　f（1．）　and　we　can　determine　〈T2，T’〉　＝

diHoLN（T”，　V，　eZ）　by　appeal　to　the　previous　cases．　Note　that　7　＝　7”　［V］　and

T　．〉一T／because　T　〉一　T”by：Lemma　6，　and　T”〉一T’by　property（b）ofψHoLN

defined　so　far．　We　can　write

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T2：E”tvv　＝＞a，ek’，e　E’Lvv’

　　　　and　T’　＝　〈E’lw，，7’，p’〉．　lt　is　easy　to　check　that　cr　E’｛［i］，［d］｝．　We　have

　　　　’γ”＝θ’ゾ［V］by　property（b）of　4iHoLN　de丘ned　so　far．　Thus，’γ＝θヅ［V］．

　　　　Also，　note　that　the　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T：ELvv　＝＞a，ele，e　E’tvv’

　　　　is　an　［ov］一step　if　a　＝　［i］　and　an　［on］一step　if　a　＝＝　［d］．　Hence，　in　this　case　we

　　　　can　define　diHoLN（T，　V，　ek）：＝　〈T，　T’〉．

　一　Otherwise，　assume　ek　＝　Ahi．X（Zi．T）　f）t　AZ1i．一X（yA）　with　X　E　M？T．　Then　we　define

　　　　diHoLN（T，　V，　ek）　：＝　di［fs］　（T，　V，　eic）．　ln　this　case，　diHoLN　satisfies　condition　（b）

　　　　of　our　generic　proof，　because　of　Lemma　7．
一　otherwise，　assume　（　i，k，　＝＝　AA一；’lxX［一ltllll．M））　〉”’V　AA一；’lyY：一illj　．a．ndd　iEYwE　．W

　　　Then　we　defineψHoLN（T，　V；eh）：＝Φ【fdl（T，　V；ek）．　In七his　case，ΦHoLN　sat－

　　　isfies　condition　（b）　of　our　generic　gompleteness　proof，　because　of　Lemma　8．

Since　these　are　all　the　possibilities　which　can　be　satisfied　by　a　selected　equation

ek　in　an　HOLN－step，　we　conclude　that　our　definition　of　¢HoLN　satisfies　condition

（b）　of　our　generic　proof．　o
Remark　2．　We　have　actually　proved　a　stronger　result：　if　7il　is　a　confluent　PRS

then　HOLN　is　strongly　complete，　i．e．，　completeness　is　independent　of　the　choice

of　the　equation　in　the　current　goal．

4　Refinements

There　are　two　sources　of　nondeterminism　in　computations　with　HOLN－deriva－

tions：　the　choice　of　the　inference　rule　of　HOLN，　and　the　choice　of　the　rewrite　rule

of　7？）　when　narrowing　steps　are　performed．　ln　the　sequel　we　will　investigate　the

possibility　to　make　the　computa七ion　with　HO：LN－derivations　more　deterministic

by　reducing　the　choices　of　inference　rules．

20



4．1　HOLNi：　a　Refinement　of　HOLN　for　Left－Linear　EPRSs

Programs　restricted　to　left－linear　（term　or　pattern）　rewrite　systems　are　widely

accepted　in　functional　logic　programming．　As　we　will　see　later，　the　notion　of　left－

linear　EPRS　（LEPRS　for　short）　extends　the　notion　of　left－linear　term　rewriting

system　to　the　higher－order　case　in　a　way　which　preserves　many　properties　of

their　first－order　counterpart　which　a’re　relevant　to　our　investigation．

　　　In　this　subsection　we　study　the　behavior　of　HOLN　when　7i）　is　a　LEPRS．

　　　First，　we　confine　our　attention　to　a　particular　class　of　oriented　equations

produced　upon　outermost　narrowing　steps，　the　class　of　parameter－passing　de－

scendants．

Definition　12．　A　parame七er－passing　equation｛ゾαgoal　E’tvv，　in　an　HO：LN－

derivation　fl：Etvv　＝＞S　E’Lvv，　is　either

（of　an　equation　AIIf．si　D＞　AZii．li　（1　S　i　一く　n）　if　the　last　step　of　IT　is　of　the　form：

（Ei，AZii．f（3fi）　bt　A1T．t，　E2）IW⇒［。nL．（E・，λあ・・。〉λhi・1。，λ房．・望λ奮．ちE2）IW’

（b）αnequαtionλ万・瓦（Smθ）［〉λhi．li　O．≦i≦γりifオんεlast　5孟θP（ザ刀「is（ザthe

　　　プb磐m’

（Ei，Abl．X（3fi）orλ三万・ちE2）Lw⇒［ovLθ（五71θ，λZii・Hn（8mθ）［〉λ三万・ln，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ：万．r　ftλZtY．tθ，E2θ）LM！’．

A　parameter－passing　descendant　of　a　goal　E’tvv，　in　an　HOLN－derivation　17　：

ELw⇒診E’IW’is　either　a　parameter－PαSS吻equati・n・in∬・r・a　descendant（ザ

a　parametεr－Pα55吻equation　in∬．

Note　that　parameter－passing　descendants　are　always　oriented　equations．　To　dis－

tinguish　them，　we　will　write　s　〉　t　instead　of　s　〉　t．

　　　The　following　lemma　characterizes　the　HOLN－derivations　when　R　is　a　（fully－

extended）　left一一linear　PRS，　and　can　be　proved　by　induction　on　the　length　of　the

HOLN－derivation．

Lemma　9．五ε孟πゐeα嬢一伽εαr．PRS　and

．III：ELvv　＝＞5　（Ei，s　〉　t，　一E2）tvv，

an．EIOLハ「一derivation　sucん孟んαオ8レt　isα　Pαrametεr－Pαss吻descendant（ザ

（E、，5レちE2）tvv’伽．π．　Then

（i？オ¢8繭ηeα丁郷孟e糀，

Ptノ　（フTソ（五71，5）Uフ『〕ソ（五7θ）U「レVノ）∩フ「ソ（t）＝の，

0勿if　R　is　an五EPRS　then　t　is　a　fully－extended　Pαttem．

An　important．　theoretical　result　which　is　relevant　to　our　investigation　is　the

validity　of　the　standardization　theorem　for　confluent　LEPRS　［17］．　ln　the　sequel

we　give　a　brief　account　to　this　theoretical　result．
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Definition　13．　A　position　p　is　a　pattem　position　of　a　term　t　if　p　E　Pos（t）　and

head（t19）¢Aノ（t）f‘）rαll　g≦」ρ．　We　denote　by　Pαt（t）the　set　of　Pαttern　1）ositions

of　a　term　t．

Fbr　example，　if　t＝∫（α，　X（λx．x））then　E　and　l　and　2　are　pat七ern　positions　of．t，

but　2　and　2・1　are　not．

Definition　14．　Let　E　＝　一eN　and　7　E　LIR（E　tvv）．　A　rewrite　proof　p　E　ProofR（E，　or）

is　ou七side－inげノeor　any　k∈｛1，．．．，N｝ωεんα”e’

（oj　p（k）　is　an　outside－in　rewrite　derivation，　that　is，　if　p（k）　is　of　the　form

el・7→銑→「’…→鉱→γ・賜蜘

　　　　オんen・tんe　follow吻condition　is　satisfied　for　all　1≦¢≦n一　1：　of　there　exists

　　　ゴ初店くゴ5駕Cんthat　Pi＝Pゴ＋9オんen・q∈Pαオ（1ゴ）如オんe・least・SUCんゴ，

存り1アekま51レ孟∈Eαndρ（k）んα5αrewrite　5teραオpo5ition　1・P　5％cんオんαオno

　　　later　rewrite　steps　take　place　above　position　1・p　then　p　E　Pat（t）．

ノ1configuration〈．石］LVV，’γ，ρ＞is　outside－inげρis　an　outside－i7｝reωrite　pro（’f，陥3

denote　by　CfgOi　the　set　of　outside－in　configurations．

Lemma　10．　Let　7il　be　a　confluent　LEPRS，　erVLw　a　goal　without　parameter－

passing　descendαnts，αnd　7∈乙4π（EN　tvv）．　Then　tんe7セexi5tsαn　outside－inγ　eωγ寵e

P7り0ヅρof　ty∈乙47Z（elxi’　tW・）．

Proof．　By　the　standardization　theorem　for　LEPRSs　［17］，　there　exists　a　rewrite

proofρof’γ∈乙4π（iiliv　Lvv）such　that　fbr　any　k∈｛1，＿．，1V｝，ρ（k）is　an　outside－in

rewrite　proof　of’γ∈乙4π（ek　tw）．　Since　E　tvv・has　no　parameter－pasSing　descen－

dants，　we　conclude　that　T：＝〈E7〈f　tvv，ty，　p＞is　an　outside－in　configuration．　O

We　are　ready　now　to　state　our　main　theorem．

Theorem　3．五e孟E＝碗，　T＝〈E　tvv，ッ，ρ〉∈（）fgo2，　y∈フ）∫伽（ソ），　and　ek∈E

an　equationωんich　cαη6e　selected　inαn　HOLハ乙5卿π5オ碗吻加m．Elvv．〃
diHoLN（T，　V，　ek）　＝　〈r，　T’〉　then　T’　E　CfgOi．

Prりof．　Let　7「：Etvv＝〉α，ek，θ五1，　l　w・’and：Z「’＝〈五1’tvv，，ゲ，ρ，＞with　E’＝elv，．　To

prove　that　T’　E　CfgOt，　we　must　show　that　for　all　i　E　｛1，．．．，IV’｝：

（i）　p’（i）　is　an　outside－in　rewrite　derivation，　a［nd

（ii）　lf　e：一　＝　s　〉　t　and　p’（i）　has　a　rewrite　step　at　position　1－p　such　that　no　later

　　　rewrite　steps　take　place　above　position　1・p　then　p　E　Pat（t）．

We　distinguish　two　cases，　whether　el　is　a　descendant　of　eんinπor　no七．

CQtEe”，L，se　1．　Assume　e：・　is　a　descendant　of　ek　in．　r．　Then　a　E　｛［i］，　［p］，　［d］，　［on］，　［ov］｝．

　　　Ifα＝＝［p］then　i＝k，　el＝ekθan（iρ，（の＝ρ（k）．　Sinceρ（k）is　outside－in，ρ’（の

is　outside－in　too．　If　el　is　a　parameter－passing　descendant　then　ek＝5レtand

e；・　＝　se　〉　te．　Assume　p’（i）　has　a　rewrite　step　at　position　1・p　and　no　later　rewrite

steps　take　place　above　1・p．　Since　p’（i）　＝　p（k）　and　p（k）　satisfies　condition　（ii），
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we　learn　that　1・p　E　Pat（t）．　Since　Pat（t）　［　Pat（te），　we　learn　that　1・p　E　Pat（te）．

Thus，．ρ，（のsatis且es　condition（ii）．

　　　If　ct　E　｛［i］，［d］｝　then，　by　the　deflnition　of　diHoLN，　p（k）　is　an　outside－in　rewrite

derivation　without　rewrite　steps　at　the　head　positions　of　the　equational　sides．

By　construction，　p’（i）　is　outside－in　too．　Moreover，　if　e：・　is　a　parameter－passing

descendant，　then　ek　is　also　a　parameter－passing　descendant．　Since　T　E　CfgO2，　we

learn　that　p（k）　satisfies　condition　（ii）．　This　implies　that　p’（i）　satisfies　condition

（ii）　too．

　　　Assume　or　E　｛［on］，［ov］｝．　Then　T　is　of　the　form

7v　：　E　tvv　＝＞a，e，，e　（ele－ie，　Ahi．sn　〉　Ahi．ln，AZIi．r　f　t　AZZf．te，　ek＋ie，．．．，eNe）Lw，

where　ek　＝＝　AZE．s　cy　AX．t　with　一”vE　｛fu，　u－i，E＞｝　and　Ahi．　se　＝　Ahi．f（g；）．　lf　e：・　＝

ek＋．　＝　Ahi．r　2　t　Ahi．te　then　from　the　definition　of　diHoLN　（see　proof　of　Lemma

3．2）　results　that　we　can　assume　w．1．o．g．　that　p’（k　十　n）　is　obtained　from　p（k）　by

removing　an　initial　sequence　of　rewrite　steps．　Since　p（k）　satisfies　conditions　（i）．

and　（ii），　we　conclude　that　p’（k　十　n）　satisfies　them　too．　Otherwise，　e：一　＝　e’k＋」一一i　＝＝

Ahi．s2・　〉　Ahi．　lj一．　Let’s　assume　p’（k　十　2’　一　1）　is　a　rewrite　derivation　of　the　form

嘱一、裾λ土仏レ鳩ツ’→肇路＿→繍謝殉’レλ殉’

which　successively　rewrites　at　positions　1－pi，．．．，1－p．．　By　the　construc．tion　of

p’（k　十　1’　一　1）　from　p（k）　results　that　p（k）　has　a　rewrite　sub－derivatien　of　the　form

厨（5ゴー1，8ゴ，8ゴ十1，…　　，5π）ヅ禦励→犠、，、、．．．

一揚卸，、、厨（5ゴ＿1，♂がゴ＋1，…，3η）ツ’望励→灸λ菰膿λ魏

which　starts　by　rewriting　successively　at　positions　1・q・2’・qi，．．．，1・g・2’・qm．　ln　ad－

dition，　q・qi　＝　pi　for　all　i　E　｛1，．．．，m｝．　This　implies　that　if　p’（k　十　o’　一　1）　is　not

outside－in　then　the　displayed　sub－derivation　of　p（k）　is　not　outside一一in，　which　con－

tradicts　with　the　fact　that　p（k）　is　outside－in．　Thus，　p’（k　十」’　一　1）　is　outside－in．　lt

remains　to　prove　that　p’（k　十　2’　一　1）　satisfies　property　（ii）．　Assume　p’（k　十　2’　一　1）

has　a　rewrite　step　at　position　1・p　such　that　no　later　rewrite　steps　take　place

above　1・p．　ln　the　outside－in　rewrite　sub－derivation　of　p（k）　depicted　above，　the

first　rewrite　step　above　position　1・g－2’・qk　is　at　position　1－q　with　f（1．）　一一〉　r．　This

implies　that　pk　＝＝　q・qk　E　Pat（lk），　i．e．，　（ii）　holds．

　　　CQts！z2．se　2．　lf　e’　is　not　a　descendant　of　e　in　T　then　e：・　＝＝　eie　for　some　i　E

｛1，．．．，N｝　一｛k｝，　and　p’（i）　＝　p（i）．　Since　T　E　CfgO2，　we　have　that　p（i）　is　outside－

in，　and　thus　p’（i）　is　outside－in　too．

　　　Next，　we　prove　that　p’（i）　satisfies　condition　（ii）．　Let’s　assume　e：一　be　a　param－

eter－passing　descendant．　Then　e：・　is　of　the　form　se　〉　te　where　ei　＝＝　s　〉　t．

Suppose　p’（i）　has　a　rewrite　step　at　position　1－p　such　that　no　later　rewrite　steps

take　place　above　position　1・p．　Since〆（の＝・ρ（i），　we　conclude　that　p∈Pat（t）．

Since　Pat（t）gPat（te），　we　conclude　that　p’（i）satisfies　condition（ii）．　D

We　are　ready　now　to　define　our　first　refinement　of　the　calculus　HOLN．
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Definition　15　（HOLNi）．　HOLNi　is　the　calculus　defcned　by　HOLNi　U｛［v］｝　be

the　calcugus　o6孟痂e4加m∬〇五κ⑳伽P卿9孟んe　applicationけ碗た㎎ηce剛e
／・　n／　t・selected　equati・ns・f　the　form　AZii．ノ（Sn）レλ1E．x（扉）ωん・re　f∈fd．

Main　properties　of　HOLNi
First，　we　prove　that　if　7Z　is　a　confiuent　LEPRS　then　HOLNi　is　strongly　complete．

Theorem　4　（Strong　completeness）．
HOLNi　is　strongly　complete．

Let　7i｝　be　a　confZuent　LEPRS．　Then

Proof　Leg　V　E　7）fi．（Y）　with　17Y（Eo　tw，）　g；　V，　and　7　E　UR（Eo　tvv，）．　We　choose

．4：＝（7fgoi，とis　the　lexicographic　combination　of　tA，とB，≧o，　andΦHoLN、：＝

diHoLN．　To　make　our　generic　proof　outlined　in　Section　3．2　work　for　these　choices，

we　only　have　to　check　that：

（a）　there　exists　a　configuration　To　＝：　〈Eo　t　w．，oro，p＞　E　CfgOZ．　To　prove　this，　we

　　　first　observe　that　Eo　tvv，　has　no　parameter－passing　descendants　because　it

　　　is　the　initial　goal．　Therefore，　by　Lemma　10，　we　conclude　that　there　exists

　　　To　＝　〈Eo　tvv，，70，p＞　E　CfgOt．

（b）　lf　E　＝　EiV，　T　＝　〈E　tvv，7，　p＞　E　A，　V　E　［’fi．（V）　with　．1　”｝／’（E　tw）　g　V，　ek　E　E

　　　is　selectable　in　a［n　HOLN－step，　and　diHoLN（T，　V，　ek）　＝＝　〈T，T’〉　then　T’　E　A

　　　and　T　E　step（HOLNi）．　The　fact　that　T’　E　A　follows　from　Lemma　3．

Thus，　it　remains　to　check　thatπ∈step（HOLN1），　i．e．，　that　if　eん＝λ房．∫（院）レ

λZlf・X（Yn）with∫∈フ㌔thenπis　not　an［onトstep．

　　　Let，s　assume，　by　contrary，　that　e　k＝λIli．　f（Sn）レλZlf．X（翫）withノ∈．乃and

T　is　an　［on］一step．　From　the　definition　of　diHoLN　we　learn　that　p（k）　has　a　rewrite

step　at　the　head　position　of　the　left－hand　side．　Since　p（k）　can　not　have　rewrite

steps　above　the　head　position　of　the　left－hand　side　and　〈Ek　t　w，，orle，ple＞　E　CfgOi，

by　property　（ii）　we　learn　that　the　head　position　of　Ahi．X（27T．）　should　be　a　pattern

position，　which　is　a　contradiction．　Hence，7r　is　not　an［onl－step．　　　　　　　　ロ

Another　important　property　of　HOLNi　is　soundness，　and　this　is　an　immediate

consequence　of　soundness　of　HOLN．

Theorem　5　（Soundness）．　HOLNi　is　sound．

4．2　Eager　Variable　Elimination

In　this　subsection　we　present　a　further　refinement　of　HOLNi　to　reduce　the

nondeterminism　of　solving　parameter－passing　descendants　of　the　form　s　〉　t

where　t　is　a且ex　term．　The　re伽ement　is　de且ned　under　the　assumption　that　7Z．

is　a　left－linear　EPRS．

　　　First，　we　note　that，　by　Lemma　9，　if　e　＝＝　s　〉　t　is　a　parameter－passing　de－

scendant　in　a　HOLNi　derivation，　then　t　is　of　the　form　Alr．X（y）　where　Y　is　a

permutation　of　hi　and　．X　¢　．A2（s）．　This　implies　that　e　：＝　｛X　F＞　AY．s｝　is　a　well

defined　substitution　andθ∈Or（e）⊆乙4π（e）．
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Definition　16　（HOLN2）．　We　define　the　calculus　HOLN2　：＝　HOLNi　U｛［v］｝，

ωゐere［V］is　a　neω　inference　rule　d〔伽ed勾’

［v］　Variable　elimination．

（E1，8レλ房．X（す），E2）Lvv’⇒［v］，θ（El，」E2）θしレv’

ωhereθ＝｛Xト〉λlij．s｝，αndαssumεthαt［v］んα5オんe　highest　PTioγ・ity．

The　calculus　HOLN2　is　called　higher－order　lazy　narrowing　with　eager　variable

elimination　because　it　addresses　the　possibility　to　eagerly　eliminate　the　free

variable　occurring　in　the　right－hand　side　of　a　parameter－passing　descendant　by

binding　it　to　left－hand　side　of　the　equation．

　　　Proving　soundness　of　HOLN2　is　trivial．

Theorem　6　（Soundness）．　The　calculus　HOLN2　is　sound．

In　the　rest　of　this　subsection　we　will　prove　that　HOLN2　is　strongly　complete．

First，　we　prove　the　following　auxiliary　lemmata．

Lemma　11．　Let　7Rl　be　a　LEPLRS　and　fl　：Etvv　＝＞S　（Ei，s　〉　t，　E2）Lw，　be　an

HOLN2－derivation．　Then

k？傭α伽εαr伽鞠一extended　Pαttem，
（iz？　（JrV（Ei，s）　U　W’）　n　A2（t）　＝　¢．

Proof．　By　Lemma　9，　we　know　that　properties　（i）　and　（ii）　hold　if　ll　is　a　HOLNi－

derivation．　Thus，　we　only　have　to　check　that　properties　（i）　and　（ii）　are　preserved

by　［v］一steps．

　　　1’et　E　＝＝　（E1，s　レ　λhi・X（妙），E2）andπ　：ELvv　＝⇒・［ηLs＞λ5．x（y），θ　E’Lw’be　a

［v］一step．　Assume　that　all　parame七er－passing　descendants　8ノレt’∈E　satisfy　the

conditions

（a）　t’　is　a　linear　fully－extended　pattern，

（b）　lf　E　＝　（E’，　s’　〉　t’，　E”）　then　（．7’V（E’，　s’）　U　W）　n　ji　V（t’）　＝　¢．

Let　E’　＝　（E｛’，s”　〉　t”，E5’）．　We　must　show　that

（i）　t”　is　a　linear　fully－extended　pattern，

（ii）　（フ『y（E｛’，8”）Uレレ”）∩フ『ノ（t”）＝の．

By　the　definition　of［v］，　s”レt”is　a　descendant　of　an　equation　5ノレt’∈（El，E2）．

We　can　write五1＝（E｛，sノレt’，E5）．　By（b），　we　have　X¢　fソ（t”），　thus　t”＝t，．

Since　（a）　implies　that　t’　is　a　linear　fully－extended　pattern，　we　learn　that　（i）　holds．

To　prove　（ii），　we　distingputish　two　cases：

1．sレλZE．X（y）∈E｛．　Then　Rαn（θ）⊂．1”ソ（E｛），．and　therefbreフ『ノ（El，，　s”）⊂

　　　∫）ノ（El，s’）．　Thus，∫『レ（t”）∩．1　’一ソ（Ei’，s”）＝アソ（t，）∩．7　’”ソ（E｛’，s”）⊆∫A2（t’）∩

　　　．17V（E｛，s’）　＝　¢．　Also，　by　（i）　we　have　X　¢　W，　therefore　W’　＝　W，　therefore

　　　Wノ∩フ7『レ（t”）＝W∩．1　”｝ノ（t’）＝＝の．Hence，（ii）holds．
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2．sレλIT．X　（y）∈E5．　Then　X¢∫）ノ（E｛，s’レのUW，　and　thus　Elノ＝E｛，

　　　5”＝sノ，t”＝t，，　W＝W，．　In　this　case（ii）follows　from（b）．　　　　　　　□

Lerr！ma　12．　Let　E　＝　（Eil：．li“i，s　〉　Ahi・X（Y），ek＋i，…，eN），　T　＝　〈Etw．．？．c．7．P＞　E

Cfgo2，　V∈1）fin（’｝，7）ωith　」「ソ（・E　tw）⊆V，　and　r：E　IW・⇒回，sレ海．X㈲，θelV＿11vv’・

We　deflne

ヅ＝ッrP。m（ツ）一｛x｝，

p’：｛ir一：一：：，IN　一　i｝　．　Ui＝li　ProofR（e；・，7’）7　p’（i）　＝　｛ZE，1）＋　i）　11ff　Zk　〈一．　ig？．　N

T’　＝　〈eNffitw，，ty’，　p’〉

Th・n　T’∈（7fgoz　・nd　T　〉一　T’・W・・d・n・t・th・卿〈π，　T’＞by　di｛。］（T，　V，・k）・

Proof．　From　T　E　CfgOZ　we　learn　that　p（k）　is　an　empty　rewrite　proof　of　7　E

UR（8レλ1T．　X（す））．This　implies　that　X’γ＝λi7．　s・）t，　therefbreρ，∈Proofn（e聾＿1，’γ’）

and　T’ECfgOZ．　Obviously，　T＝A　T’，　T　ZB　T’and　T＞一．　T’，　thus　T＞一T’．　D

We　are　ready　now　to　claim　that　the　calculus　HOLN2　is　strongly　complete．

Theorem　7　（St　rong　completeness）．　Let　7？t　be　a　confluent　LEPRs．　Then

HOLN2　is　strongly　complete．

Proof．　We　choose　（v4，　t）　as　in　the　proof　of　strong　completeness　of　HOLN　i　and

define　the　partial　function　・　・
diHoLN，　：　CfgOi　一．　IPfi．（V）　×　Eq（jE’，　）2）　一〉　step（HOLN2）　×　CfgOi

ψH・　（珊一
o鑑窓）V，，）蕊雛Je）isde飴ed・

D

4．3　Lazy　Narrowing　with　Confluent　Constructor　LEPRSs

In　this　subsection　we　present　a　refinement　of　HOLN　for　confiuent　constructor

LEPRSs．　This　refinement　has　been　inspired　by　a　similar　refinement　of　the　cal－

culus　LNC　with　leftmost　equation　selection　strategy　for　left－linear　constructor

TRSs　［10］，　and　addresses　the　possibility　to　avoid　the　generation　of　parameter－

passing　descendants　of　the　form　s　〉　t　with　t　¢　T（．Z．，V）．　The　effect　of　this

behavior　is　that　the　nondeterminism　between　inference　rules　［on］　and　［d］　disap－

pears　fbr　parame七er－passing　descendants，

Definition　17．　A　e－derivation　respects　strategy　Si．＃　if　every　e－step　is　applied

to　the　leftmost　selectable　eqitation．

It　has　been　shown　［10］　that　the　calculus　LNC　with　leftmost　equation　selection

strategy　Sieft　does　not　generate　parameter－passing　descendants　with　defined　sym－

bols　in　the　right－hand　side．　It　can　be　shown　that　the　calculus　HOLN2　has　this

property　too．
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Lemma　13．　Let　7？b　be　a　confluent　constrzector　LEPRS．　lf　II　is　an　HOLN2－

derivation　which　respects　strategy　Si．ft　then　all　equations　s　〉　t　in　ll　satisfy　the

COη（iition　t∈τ（fc，）ノ）．

Proof．　Because　7？）　is　a　constructor　LEPRS，　the　only　way　to　generate　equations

8レtwith　t¢T（fc，ソ）is　via　cM－steps　of　the　form

（E1，λZtfff．5，レλ砺．X（砺），E，λπ．X（蕩）cy　A7i；・u，　E2）助⇒。，。，｛XHλi・T．∫（＿）｝…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

wi七h　X∈フ『ノ（t’），　f∈．1　Td　andα∈｛［i］，［ov］｝．　Such　anα一step　can　not　occur　in

the　HOLN2－derivation　because　it　would　not　respect　strategy　Sieft：　the　equation

λ砺．8ノレλ砺．X（Yn）is　more　to　the　lefヒthan　e，　and　it　can　be　selected　in　a［v］一

Corollary　2．　Let　ll　be　an　HOLN2－refutation　which　respects　strategy　Si．ft．　Then

πんas・n・［on］一5卿5卿lied　to　Pαrameter－PαSS吻descendαnts・

Proof．　lmmediate　consequence　of　Lemma　13． o

We　are　ready　now　to　define　our　refinement　for　confiuent　constructor　LEPRS．

Definition　18　（HOLN3）．　HOLN3　is　the　calculus　obtained　from　HOLN2　by
dropping　the　app　lication　of　rule　［on］　to　parameter－passing　descendants．

Theorern　8　（Soundness）．　HOLN3　is　sound．

Proof．　lmmediate　consequence　from　the　soundness　property　of　HOLN2． o

Theorem　9　（Completeness）．　The　calculus　HOLN3　with　leftmost　equation　se－

lection　strategy　is　complete．

Proof　lmmediate　consequence　of　Corollary　2． 口

Remark　3．　In　our　previous　work　of　studying　higher－order　lazy　narrowing　wi七h

confluent　constructor　LEPRSs，　we　have　proposed　ano七her　calculus　to　avoid　the

generation　of　parameter－passing　descendants　s　〉　t　with　defined　symbol　occur－

rences　in　the　left－hand　side．　Our　previous　calculus　differs　from　HOLN3　by　re－

placing　the　inference　rule　［v］　with　another　rule　called　［c］，　which　is　shown　below．

［c］　Constructor　propagation．
　　　Ifヨs　l＞λ砺．　X（Yk）∈El　and　8ノ＝λl17itT．8（砺）then

（Ei，A7fi・X（llil）　fy　AZI一一u，　E2）tw　｝［．］，．　（Ei，A21’．s’（ilil）　ftt　Aleq．u，　E2）Lw，

By　giving　to　rule　［c］　the　highest　priority，　it　can　be　shown　that　this　calculus　with

leftmost　equation　selection　strategy　is　strongly　complete．　Also，　this　calculus　is

sound　fbr　goals　consisting　of　unoriented　equations．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
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4．4　HOLN4：　a　Refinement　to　Detect　Redundant　Equations

　In　this　subsection　we　investigate　the　possibility　to　detect　and　eliminate　equations

which　do　not　contribute　to　the　computation　of　an　answer　substitution．　We　call

　such　equations　redundant．　By　detecting　and　eliminating　such　useless　equations

we　save　computing　time．

Definition　19．　Let　（Ei，e，E2）tw　be　a　goal．　The　equation　e　E　E　is　called　redun－

　dant　in　E　tw　｛ゲe＝λ頭ε．5レλ砺。X（Yk）suchオんαt孟んe　following　con｛iitions　are

satisfied：

ω砿¢3αpe㎜漁舌伽（ザオんθ5eg駕εηce砺，
（b？　X　¢　」17V（Ei，AZiX．s，　E2）．

We　define　the　calculus　HOLN4　：＝　HOLN　U｛［rm］｝　where　［rml　is　a　new　inference

rule　defined　as　follows：

［rm］　Removal　of　redundant　equations．

　　　　If　e＝λ可．8レλ砺．X（Yk）is　redundant　in（E1，ε，　E2）lw・then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ei）e，　E2）Lvv　＝〉［lm］，e，c　（Ei，E2）　tw

To　give　the　calculus　HOLN4　a　more　deterministic　computational　behavior，　we

may　assume　that　the　inference　rule　［rm］　has　the　highest　priority，　i．e．，　that　when

［rm］　is　applicable　to　a　selected　equation，　then　we　discard　the　application　of　the

other　inference　rules．

Main　properties．
We　argue　that　HOLN4　is　sound　and　strongly　complete．

Theorem　10．　HOLN4　is　sound．

Proof．　lt　is　enough　to　check　that　if　there　is　an　HOLN4－derivation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．IITi　：ELvv　＝＞5　（Ei　7　e7　E2）tvv’

with　e　redundant　in　（Ei，e，　E2）tw，　then　the　HOLN4－derivation

　　　　　　　　　　　　　1］12　：ELw’　＝＞lj　（Ei，e7　E2）tvvt　＝〉’［rmj，c　（Ei，E2）tvv’

obtained　by　extending　ITi　with　an　［rm］一stiep，　satisfies　the　condition：

　　　　｛θ7　rf【レ（Etvv）17∈乙47ヒ（・石71，e，E2）｝＝｛θ’γ’「∫rソ（ELvv）1’γ’∈乙4フZ（E1，　E2）｝・

By　Lemma　1，　it　is　sufficient　to　prove　that

　　　　　　｛7rv　17　E　Zit7fi（（Ei，e，　E2）tvv，）｝　＝＝　｛7’tv　17’　E　UR（（Ei，E2）Lvv，）｝

where　V＝∫ソ（Eθ）UW’！To　prove　this　fact，　it　is　su伍cient　to　note　that　X¢V．

This　follows　by　an　easy　induction　proof　on　the　length　of　lli．　O
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Theorem　11．　Let　7？1　be　a　conLftuent　PLRS．　Then　HOLN4　is　stTongly　complete．

Proof．　We　choose．4＝（］fg　and七he　poset〈．4，と＞where≧：is　the　Iexicographic

combination　of　orderings　ZA，　tB，　tc　used　in　the　completeness　proof　of　HOLN．

　　　Let　E　＝　eiV，　E　tw　E　Goal（．1，V），　V　E　IPfi．（V）　with　．7’V（E　tw）　g　V，　and

T　一一　〈Etw，7，　p＞　E　Cfg．　For　any　equation　ek　E　E　which　is　selectable　in　an

HOLN4－step　we　define：

¢HoLN，　（T，　V，　ek）　＝

〈T，　〈E’　tw，　7，　P’＞＞

diHoLN（T，　V，　ek）

　　　　　　　　　　　　rm］，eh　E／ivv∈step（HOLN3），ifπ：・石7　ti？v　⇒［

wh・・eρ’（の一 ﾏ油1妾出
otherwise．

Obviously，：r’∈（］fg　and　TとA　Tノ，Tlr　B：Z「’，T＞一（フT’．　Thus，　T｝T’． 口

If（E1，λ：万薦「．3レλZEi；．X（琶π），E2）tw　a　goal　in　a　HO：LN－derivation　then，　by　L，emma

9，we　know　that　X¢　fソ（Ei，　Aziii；．＄）and扉is　a　permuted　sequence　of砺．　Thus，

we　have　the　following　result：

Lemma　14．　Let　7it　be　a　confluent　LEPRS　and　Ei，e，　E2　tvv　E　Goal（．7’，　V）．　The

equαtion　e　is　redundant　in（E・，e，　E2）twげe＝海1．8レλITIE．X（簾）αnd・X¢
∫ソ（．E2）．

5 Conclusions　and　Future　Work

We　have　presented　a　new　lazy　narrowing　calculus　HOLN　for　EPRS　designed　to

compute　solutions　which　are　normalized　with　respect　to　a　given　set　of　variables，

and　then　have　presented　4　refinements　to　reduce　its　nondeterminism　in　a　way

which　preserves　completeness．

　　　The　results　presented　in　this　paper　owe　largely　to　a　new　formalism　in　which

we　treat　a　goal　as　a　pair　consisting　of　a　sequence　of　equations　and　a　set　of

variables　for　which　we　want　to　compute　normalized　answers．　This　formulat　ion

of　narrowing　has　the　following　advantages：

一　it　clarifies　problems　and　locates　points　for　optimization　during　the　refutation

　　process　of　goals，

一　it　simpiifies　the　soundness　and　completeness　proofs　of　the　calculi，

一　it　simplifies　and　systematizes　the　implementation　of　the　lazy　narrowing　cal－

　　culus　as　a　computational　model　of　a　higher－order　FLP　system．

A　promising　direction　of　research　is　to　extend　HOLN　to　conditional　PRSs．　A

program　specification　using　conditional　PRSs　is　much　more　expressive　because

it　allows　the　user　to　impose　equational　conditions　under　which　rewrite　steps　are

allowed．　Such　an　extension　is　quite　straightforward，　but　it　adds　nondeterminism

in　guessing　the　values　of　the　additional　variables　in　the　conditional　part　of　rewrite

rules．　We　expect　thatthis　source　of　nondeterminism　can　be　avoided　if　we　restrict

to　certain　classes　of　conditional　PRSs．
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