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Abstract．　ln　this　paper，　we　develop　a　branch－and－bound　algorithm　for　maximizing　a　sum

of　p　（）　2）　linear　ratios　on　a　polytope．　The　problem　is　embedded　into　a　2p－dimensional　spacei

in，　which　a　concave　polyhedral　function　overestimating　the　optimal　value　is　constructed　for　・the

bounding　operation．　The　branching　operation　is　carried　out　in　a　p－dimensional　space，　in　a

way　similar　to　the　usqal　rectangular　branch－and－bound　method．　We　discuss　the　convergence

properties　and　report　some　computational　results，　which　indicate　’the　algorithm　is　promising．

Key　words：　Global　optimization，　nonconvex　optimization，　fractional　programming，　＄um　of

linear’ 窒≠狽奄盾刀C　branch－and－bound　algorithm．

1．　lntroduction

Since　the　classical　paper　［3］　by　Charnes　and　Cooper　in　1962，　intensive　research　has

been　done　on　fractional　programs　［18］．　Fractional　programming　is　one　of　the　most

successful　fields　today　in　nonlinear　optimization：・　ln　fact，　the　linear　fractional　program

which　optimizes　a　single　linear　ratio　has　been　proved　equivalent　to　a　linear　program

by　Charnes　and　Cooper　［3］；　and　hence　it　can　be　so｝ved　in　polynomial　time　now　using

interior－point　algorithms　［10］．　Even　in　the　multi－ratio　case，　the　problem　of　maximizing

the　m．　inimum　value　of　linear　ratios　can　be　sblved　quite　eficiently　using　a　local　search

algorithrfl　similar　to　．Newton’s　metho　d　［6］．　Unfortunately，　however，　there　is　still　no

decisive　method　for　optimizing　a　sum　of　linear　ratios　on　a　polyhedron　though　it　is　also

a　multi－ratio　problem．

　　　The　optimization　of　a　sum　of　linear　ratios　arises　in　various　areas：　multi－stage　stochas－

tic　shipping　［1］，　cluster　analysis　［19］　and　muki－objective　bond　portfolio　［14］，　to　name　but

a　few．’　While　there　is　much　demand　for　solution　to　this　problem，　all　the　theoretical　results

reported　so　far　make　us　pessimistic　about　the　existence　of　eficient　algorithms　［5，　17］．

The　only　thing　known　about　the　optimality　is　that　a　globally　optimal　solution　lies　on　the

boundary　of　the　feasible　set　if　it　exists　［5］．　For　the　last　decade，　however，　some　promising

　　’The　auther　was　pa！tly　supported　by　Grant－in－Aid　for　Scientific　Research　of　the　Ministry　of　Edu－

cation，　Science，　Sports　and　CulSure，　Grant　No．　（C2）　11650064．
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algorithms　that　use　the　low－rank　nonconvexity　［13］　have　been　proposed　for　the　problem

with　a　few　ratios　［15，　11，　16］．　As　for　the　problem　where　the　number　of　ratios　is　not　lim－

ited，　Falk　and　Palocsay　suggested　an　interesting　approach　in　an　“image　space”　［8］．　They

．associated　a　new　variable　with　each　of　the　ratios　and　defined　the　image　space，　in　which

optimization　is　easy　in　certain　d玉rections．　Sequen．七ially　oP七imizing　in　these　directions，

they　yie｝ded　a　globally　optimal　solution．　ln　their　recent　paper　［12］，　Konno　and　Fukaishi

also　associated　a　new　variable　with　each　of　the　ratios，　thereby　moving　nonlinearities　into

the　constraints．　They　further　transformed　t・he　ratio　constraints　to　multiplicative　ones．

To　solve　the　resulting　problern，　they　applied　a　branch－and－bound　algorithm．　ln　a　special

case　that　the　dimensionality　of　the　problem　is　fixed　at　twos　Chen　et　al．　very　recently

developed　a　remarkably　efficient　algorithm　using　computational　geometry　［4］．

　　　In　this　paper，　we　will　develop　a　branch－and－bound　algorithm　for　maximizing　a　sum

of　p　（）　2）　linear　ratios　on　a　polytope．　We　associate　a　new　variable　with　each　of　the

denominators　and　numerators　and　define　a　2pdimensional　space．　We　construct　a　con－

cave　polyhedral　function　overestimating　the　value　of　the　sum　of　ratios　in　this　space　and

compute　a　lower　bound　on　the　optimal　’value．　Therefore，　the　bounding　operation　is

carried　out　mainly　in　the　2p－dimensional　space．　ln　contrast　to　this，　the　stage　of　the

branching　operation　is　substantially　the　p－dimensional　image　space，　i．e．，　we　subdivide

the　range　of　each　ratio　successively　in　the　algorithm．　The　organization　of　the　paper　is

as　follows．　ln　SectioB　2，　after　giving　the　formal　definition　of　the　probleM，　we　embed

it　into　the　2p－dimensional　space．　We　also　explain　the　outline　of　the　branch－and一一bound

algorithm　there．　ln　Section　3，　we　construct　the　function　overestimating　the　value　of　the

sum　of　ratios．　We　then　show　that　the　lower　bound　can　be　computed　by　solving　a　linear

program．　Section　4　is　devoted　to　the　branching　operation．　We　discuss　the　convergence

of　the　algorithm　and　show　that　it　is　guaranteed　if　we　subdivide　the　range　of　each　ratio

according　to　the　the　same　rules　as　adopted　in　the　usual　rectangular　branch－and－bound

method　for　separable　concave　minimization　problems　［9，　20］．　ln　Section　5，　we　summarize

the　algorithm　and　prove　that　it　generates　a　globally　6－optimal　solution　in　finite　time．

Lastly，　we　report　computational　resu｝ts　in　Section　6．

2．　Reduction　to　2p－dimensional　problem

Let　us　consider　a　problem　of　maximizing　a　sum　of　p　linear　ratios

　　　　　　　　　　maximi・e之三尉課

　　　　　　　　　　subject　to　Ax＝b，　x20，’

（2．1）

where　A　E　IRM　X”，　b　E　IRM，　ci，di　E　IR”　and　ori，6i　E　IR　for　i　＝　1，．．．，p．　We　assume　t　hat

the　feasible　set

X＝　｛xE　IRn　lAx　＝＝　b，　X）　o｝
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is　nonempty　and　bounded，　and　that

　　　　　　　　cZx十7i＞O，　dtx十6i＞O，　Vx　E　X，　i＝1，．．．，p．．　（2．2）

As　is　well　known，　under　condition　（2．2）　each　ratio　（dZx　十　6i）／（ctx　十　7i）　is　continuous

and　quasimonotonic　on　X　（i．e．，　both　quasiconvex　and　quasiconcave；　see　［2］　for　details）．

The　sum　of　quasimonotonic　functions　is，　however，　nether　quasiconvex　nor　quasicencave

in　general．　Therefore，　（2．1）　can　have　multiple　locally　optimal　solutions，　many　of　which

fail　to　be　globally　optimal　though　at　least　one　exists　by　compactness　of　X．　What　is

even　worse，　no　vertex　of　X　might　provide　a　globally　optimal　solution．　This　means　that

vertex　enumeration　often　used　in　multiextremal　global　bptimization　［9］　does　not　work

on　this　problem　（2．1）．・

　　　For　convenience，　let　us　introduce　two　vectors　C　and　n，　each　of　p　auxiliary　variables，

and　define　a　2p－dimensional　set：

st　＝｛（C，q）　E　IR2P　lC　＝＝　Cx＋　7，　q　＝＝　Dx　＋6，　xE　X｝，

where

　　　　　　　　　　　　　　c1　　　　　　　　’γ1　　　　　　　　d1　　　　　　　　δ1

　　　　　　　　C＝　i　，「r＝　i　，D＝　i　，δ＝　i　・

　　　　　　　　　　　　　　cp　　　ツ，　　　dP　　　δ，

For　each　i＝1，．．．，pラwe　also　introduce　fbur　numbers母，オ｝，zti　and　vi　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　O〈・｝≦min｛（dZx＋δ∂／（c¢x＋釧x∈X｝

　　　　　　　　　・・〉オ｝≧max｛（qZx＋．6i）／（cZx＋ツ訓x∈X｝　　　　（2．3）

　　　　　　　　　　0＜ZLi≦min｛（c2十dりx　l　x∈X｝十”yi十δd

　　　　　　　　　Oo＞Vi．≧max｛（ci十d2）x　l　x∈X｝十’γi十δi・

Notice　tha七we　can　easily　obtain　each　of　these　numbers　by　solving　a　linear　progralnming

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し
problem［3］．　Let

　　　　　　　　　ri＝｛（ξわη∂∈：Ri‡lzei≦ξi＋ηi≦Vi｝

　　　　　　　　△｝＝｛（ξわη∂∈正し2．｝、5｝ξ2≦ηゴ≦ぢξ信｝，

where　R与denotes　the　non．negative　orthantρf　R’；and　let

　　　　　　　　r＝r、×…×r，，△1＝△｝×…×△1・

SinceΩis　a　subset　of　r∩△1，problem（2．1）reduces七〇a2P－dimensional　master　problem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

Mp　maximize　z＝
?ﾅ唇／ξ歪

　　　　　　　　　　SUbjec七to　　　　（ξ，η）∈Ω∩r∩△1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
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We　apply　a　branch－and－bound　method　to　this　probIem，　instead　of　the　original　problem

（2．1）of　dilliensionality　n．　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　．　　　　　　　、

　　　In　our　algorithm，　whil俘partitioning‘the　cone△1　successively　into

　　　　　　　　　△’＝△｛．×…×△1，ゴ∈∬，　　　　1』　　　（2．4）

we　solve　each　subproblem　of　MP　wi七h　a　feasible　se七Ω∩V∩ムゴ，　where

　　　　　　　　　　念踏肥悪騰霊獣　「　｝（2・5）

The　outline　is　as　follows：

　　　　　：Let　j「：＝｛1｝and　k：＝・1．　Repeat　Steps、1－3while、ク≠の．

　　　　　Step　1．　Take　an　appropriate　indexブfrom、クand　let　A：＝ムゴ．　De伽e　a

　　　　　　　　　subproblem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　　　　　　　　P（△）maxim’ze之＝Σ1η‘／ξi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　　　　（ξ，η）∈Ω∩r∩△．

　　　　　Step　2（bounding　operationノ．．Compute　an　upper　bound　7（△）on七he　value

　　　　　　　　　of　P（△）．　If　7（△）is　less　than　or　equal　to　the　value　of　the　best　feasible

　　　　　　　　　s61ution　obtained　so　far，　discard△and　return　to　step　1．

　　　　　Step　3（b　rα　ncゐing　operation？．　Otherwise，　divide△into　two　cones△2k　and

　　　　　　　　　△2k＋1．　Add｛2k，2k十1｝to∬and　k．：・＝k十1．

Needless七〇say，　the　e缶ciency　of　this　algorlthm　is　most　in且uenced　by　Steps　2　and　3兜We

wi11・h・w　h・w　t・ca・ry　them・画n・・de・・Th・・ugh・u七the　pape・，　we　identify　」1　with

the　set・f　c・nesムゴ，ブ．∈Jr．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
3．Bounding　6peration（Step　2）

　　　The　c・ne△de丘ning　P・・blem　P（△）i・adi・ect　p・・du・t・fp、c・ne・，　each　in　a　tw・一

dimensional　plane：

　　　　　　　　△i＝＝｛（ξゴ，η∂∈：Ri‡ISiξi・≦ηi≦tk｝，　i＝1，．．．，P．

Therefbre，　Iii∩△i　fbr　each　i　constitutes　a　trapezoid　with　f（）ur　vertices：

　　　　　　　　　s　＝＝（2Li，・i2Li）／（・汁1），　T＝（Vi，SiVi）／（・汁1）

　　　　　　　　　σ＝（｛vi｝tivi）／（ti＋1），　v＝（2，ei，・ti・2・i）／（ti＋1）

（see　Figure　3ユ）。1、et

　　　　　　　　　鑑；：綴織；鱗　　　．1｝（3・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
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Figure　3．1．　Trapezoid　r，　n　Ai

As　is　shown　in　Figure　3．2，　fi　i　s　an　affine　function　passing　opi／Ci　at　vertex　V　and　side　S－T

of　the　trapezoid；　and　gi　passes　it　at　vertex　T　and　side　U－V．　Using　these　two　functions，

we　define

　　　　　　　　ipt（6i，nz）　＝＝　min｛fi（6，，ni），gi（C，，ep，）｝・　（3・2）

Lemma　3．1．　Tゐεルηcオ20ηφ乞is　cen伽e，　polyhedra1　and　sαtisfies　tんe　fbllow吻for　any

（6i，ni）　E　ri：

　　　　　　　　　能：鷺騰：ll訟　　　｝（3・3）

∬nPαrtic2Llαr，　the　value（’f　iPiαgrees　witゐηi／ξi　at如。　sides　5－T（ni／ξi＝・sOαndσ一y

O〃ξi＝ちノ（ゾかα、pezoid　ri∩△i．

Proof：　Let　us　divide　ri　一一一　｛（Ci，epi）lzLi　〈一　ei　＋　ny，　ff｛　vi｝　by　｝ine　T－V　into

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　v，f・　＝　v　i　A　｛（ei，epi）lfi（ei，m）　f｛　gi（ei，nyi）｝

　　　　　　　　　r9・　：ri　A　｛（ei，ni）lfi（C，，ep，）　｝il　gi（＆，ni）｝

（see　Figure　3．2），　and　take　an　arbitrary　point　（6S，nS・）　from　r，f・．　We　then　have　ipi（e；，n：・）　：

f2（el・，op；）．　lf　n：　ny一一一　O，　then　（e；，op；・）　cannot　be　a　point　in　Ai；　and　hence　the　second　of　（3．3）
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Figure　3．2．　Overestimator　¢i　of　ni／ei

holds．　Assuming　n；・　1－0，　we　have

　　　　　　　　　ipi（e；・，n；・）　一一　n：i／C；・　＝：　（ti　＋　1）（epl・　一　siC；・）／zLi　一一一・　（nl・　一　siC；・）／6；・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　（ep：・　一一一　sie；・）（t，e；・　＋　6；・　一　ui）／（uie；・）．

If　（e：，n：・）　G　Ai，　then　s，e：・　fi｛1　nj・　g　tiCS・　and

　　　　　　　　ipz（e；・，nl・）　一一一　nl・／62　（ep；　一　sie；）（tiel・　一　n；・）／（ttie；・）　）　o．

Otherwise，　ep；・　〈　s，6；・　S　tie；・　and

　　　　　　　　qsi（C；・，epg・）　一　nl一／C；・　s｛1　（n：・　一　s，e；・）（ti6；　一　ep：・）／（ztiC：・）　〈　O．

Similariy，　（3．3）　holds　for　any　point　in　rg・．　The　rest　follows　from　definition．　”

　　　We　refer　to　ipi　as　the　overestimator　of　epi／6i　on　ri　n　Ai．　Replacing　ni／6t　by　its

overestimator　for　each　i　in　P（A），　we　have　a　concave　maximization　problem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

p（A）lmaximize　2＝：i．llil＝，ipi（6i，ni）

　　　　　　　　　　subject　to　（C，”）EstfirAA．

Let　（C，ij）　be　an　optimal　solution　to　P（A）　and　7（A）　the　value　of　（E，　lj）．　Also　let　z（A）

denote　the　optimal　value　of　P（A）．　lf　st　fi　r　fi　A　＝＝　¢，　we　interpret　both　z（A）　and　7（A）

as　一〇〇．　The　following　is　an　immediate　consequence　of　Lemma　3．1．

6
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Lemma　3．2．　if　7（A）〉一〇〇，　then

　　　　　　　　2if，／1，〈一．一z（A）S7（A）．　’　・　（3．4）
　　　　　　　　i一一一1

SOLUTION　TO　P（A）

We　should　remark　that　P（A）　is　equivalent　to　a　linear　programming　problem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　maximize　z＝2〈i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一．一1

　　　　　　　　　　subjectto　一tit7：tri？（d，X－i｝i，r，9．，）．一．，ct｝ii：．，）　（3’5）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（si　＋　1）（dt　一　ticZ）x　一　vi〈i　〉一　i3i　〉　i＝　1，…　，p，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　si　〈一　〈i　〈一一　ti

where

　　　　　　　　αづ〒（i　一i一　1）（Si’yi一δの一・歪賜βづ＝（・汁1）（ti・yi一δi）一ti”i・

To　see　this，　we　need　first　to　prove　the　following：

Lemma　3．3．　Let　（＆，m）　．be　a　point　in　ri．　Then

　　　　　　　　（ξi，η∂∈△i　霞デSi≦φゴ（ξi，η∂≦ち．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・6）

Proof：　Let　r，f・　and　r9一　denote　the　subsets　of　ri　defined　in　the　proof’of　Lemma　3．1．　Then

r，f・　n　Ai　is　a　triangle　with　vertices　S，　T　and　V　（see　Figure　3．2）．　lt　is　easy　to　check

that　side　S－T　and　vertex　V　provide　the　minimum　value　si　and　the　maximum　value　ti，

respectively，　for　ipi　＝　fi　on　r，f一　fi　Ai．　lf　（＆，opi）　E　r，f・　×　Ai，　then　＆　〈　sini　and　hence

ipi（Ci，　ni）　＝　（ti　＋　1）（ni　一一一　s　i＆）／2Li　＋　s　i　〈　si．　Therefore，　（3．6）　holds　for　any　（ei，ni）　E　r，f・．

Simil．arly，　we　can　show　（3．6）　for　（＆，ni）Er9・．　一

proposition　3・4・　if（3．　5／is　infeasible，　then万（△）ニ＝一〇〇．　Otherwise，　f‘）rαny　optimαl

solution　（5e，　〈）　to　（3．5？　2ve　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　E＝Cx十7，　lj＝Dix十6，　7（A）＝＝£？，．’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一一1

Proof：　We　see　from　（3．6）　that　P（．A）　is　equivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　maximize　z＝2Ci

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　subject　to　（e，　n）ES）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1；驚讐∂｝2－1，…，P・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7
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This　problem　reduces　to　（3．5）；　and　hence　the　assertion　follows． 一

　　　Problem　F（A）　itself　is　actually　a　linear　programming　pr6blem　even　if　we　do　not

replace　the　constraint　（ei，ni）　E　Ai　by　si　〈”一’　ipi（6i，epi）　S　ti　for　each　i．　This　transformation，

however，　enables　one　to　compute　7（A）　using　the　upper　bounding　simplex　method　and

to　reduce　the　total　computational　time　considerably　（see　［7］　for　details）．　Anyway，　by

solving　a　linear　programming　problem，　we　obtain　an　uPper　bound　7（A）　on　the　value　of

P（A）　and　its　feasible　solution　（C，ij），　both　needed　in　Step　2　of　the　algorithm．

4．　Branching　operation　（Step　3）

In　SteP　3，　we　have　to　divide　A　in　such　a　way　that　the　resulting　sets　A2k　and　A2k＋i

satisfy　（2．4），and　（2．5）．　This　can　be　done　by　giving　an　index　i　E　｛1，．．．，p｝　and　a　number

wi　G［si，ti］．　Namely，　i
　　　　　　　　A」＝Ai×’”×Ai一一i．×Al’×Ai＋i×’”×Ap，　　」’一一’一2k）2k十1，　（4・1）

where

　　　　　　　　　△蝋雛翻譲忌㌃急堀』　｝（1・2）

　　　In　general，　no　matter　how　we　select　i　and　wi，　the　finiteness　of　the　algor，ithm　cannot

be　guaranteed　without　a　tolerance　for　the　optimal　value　of　problem　（2．1）．　ln　that　casel

the　algorithm　generates　an　infinite　sequence　of　cones　A」’e，e　＝　1，2，．．．such　that

　　　　　　　　A」i・’）N2）…，　sthrn（，（ii，Ne）4¢・．　（4・3）

Let　us　denote　Aje　simply　by　Ae　and　the　sequence　by　the　index　set　£　＝＝　｛1，2，．．．，・e，．．．｝．

We　assume　that　for　each　e　E　L，　cone　Ae＋i　is　generated　from　Ae　via　（4．1）　and　（4．2）

for　some　ie　E　｛1，．．．，p｝　and　wf一，　E　［sf・，，tf・，］，　where　Ae・，　＝　｛（Ci，，opi，）　E　IRZ　1　sf’，nie　S

6i，　S　tg・，epi，｝・’The　following　lemma　shows　that　£　pdssesses　a　property　similar　to　nested

rectangles．　generated　by　the　rectangular　branch－and－bound　method　for　separable　concave

minimization　probleips　（see　Lemma　5．4　in　［20］）：

Lemma　4．1．　There　exist＄　an　infinite　subseqztence　Lq　c　L　＄uch　that　ie　＝　q　for　all

eE　2C，．　Also，　｛se，　l　e　E　」C，｝　and　｛te，　l　e　E　Z，｝　have　limits　s；　and　t，＊　sueh　that　se　f｛｛　tes

αnd　｛ω1　le∈L，｝・・η吻・・t・ω9∈｛・毒，t壽｝・

Proof：　Since　ie　is　an　element．　of　the　finite　set　｛1，．．．，p｝，　we　can　take　an　infinite　sub－

sequence　Lg　such’that　ie　＝　g　for　all　e　E　Lq．　Assuming　Lg　＝＝　｛1，2，．．：｝　without　loss

generality，　we　have

　　　　　　　　se　f｛i　se，　．〈．　se，’i　s｛1　te，’i　：Eil　te，　〈一一　te，　Ve　E　£，．

8
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Hence，　“for　some　se　and　tij　such　that　se　一〈　s：　S　t：　S　te　we　have

　　　　　　　　麹銭51＝陰欝1＋1＝sl，麹鋸1＝睡卿1＋1＝・tl・

These　also　imply　that　｝ime．ed　wg　一一一　wg　E　｛se，t，“｝　because　wg　coincides　with　either　sg＋i

or　teC＋i

In　the　rest　gf　this　section，．we　will　giVe　two　different　rules　of　selecting　（ie，wC）　to

divide　Ae　for　each　e　E　£．　The　sequence　L　generated　by　each　of　these　rules　satiSfies

　　　　　　　　　巖卜趣き／ζ］一・，　　’　（4・4）

where　（Ee，i」e）　is　an　optimal　solution　to　F（Ae）　and　7（Ae）　the　optimal　value．　The　condition

（4．4）　is　the　key　to　guarantee　the　finiteness　of　the　algorithm　when　a　positive　tolerance　is

allowed　for　the　optimal　value　of　problem　（2．1）．

BISECTION

On　the　analogy　of　the　rectangular　branch－and－bound　method，　the　easiest　way　to　divide

Ae　is　bisection．　For　each　e　E　£，　let　us　select

　　　　　　　　　ie　E　arg　max｛tf・　一sg・　l　i＝　1，．．．，p｝；　・　（4．s）

and　divide　Af・，　by　the　line　nyi，　＝＝　w，e・，＆，　for

　　　　　　　　　嘘＝（1一λ）槻＋λ嬬，　　　　　．、　、　　　（4・6）

where　A　E　（O，1）　is　a　constant．　We　refer　to　this　selection　rule　of　（ie，w，e・，）　as　bisection　of

ratio　A．

Lemma　4．2．　if　L　is　generated　according　to　the　bisection　rule　of　ratio　A　E　（O，1），　then

（4・4？　holds．

P瞬As　in　Lemma　4．1，1et£g⊂£deno七e　the　in丘nite　sequence　where　ie　＝　q　for　all

e．　Then　we　have　seC　一〉　％’，　tg　一　tl　and　zv’g　一一〉　wg　E　｛sG，t：｝　as　e　一〉　oo　in　£，．．　From　（4．6），

however，　we　have

　　　　　　　　　（1　一一　A）s，“　＋　At：　＝　2ve　E　｛s：，4｝）

which　holds　only　if　w，’　一一一一　sl　＝tlj．　This，　together　with　（4．5），　implies　that　if　k　一一〉　oo　in　L，

cone　Ae　shrinks　to　a　half－line：

　　　　　　　　　△＊＝｛（ξ，η）∈正12．Plむ＝亀。夢恥，i＝1，…　，P｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・7）

where　w，＊・　is　some　pirit　in　［s，i・，tl一］．

　　　For　each　i，　the　sequence　｛（gf・，i」e・）le　E　£｝　is　generated　in　the　comPact’　set　LAAI・，　and

hence　has　at　least　one　limit　point　（6，＊・，op，’一），　which　satisfies　e，’・　＝　zv｝n，’・　by　（4．7）．　Therefere，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
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　　　　　　　　　巖瑳／ζ一ω1・　　　　　．　　　（4・8）

On　the　other　hand，　we　have　sf・　S　of・（lf，rf・）　S　tf・　from　Lemma　3．3，　where　ipf・　denotes　the

overestimator　of　℃i／Ci　on　ri　n　Af・．　Hence，

　　　　　　　　　無礁層）一ω夢・　　　　　　　　．（4・9）

Since　7（Ae）＝Z）e・＝，　ipf・（lf・，lj一），　the　condition（4．4）follows　from（4．8）and（4．9）．　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

co－DIVISION

The　bisection　rule　is　simple　but　does　not　entirely　exploit　the　characteristics　of　prob｝em

P（Ae）．　As　stated　in　Lemma　3．1，　the　overestimator　ipf・　composing　the　objective　function

agrees　with　ni／6i　on　two　sides　of　trapezoid　ri　n　Af・．　The　next　selection　rule　pf　（ie，ivf・，）

u・e・thi・p・・pe・ty・fφl　t・fulfill七he　c・nditi・n（4．4）．

　　　For　each　e　E　L，　let　us　select

　　　　　　　　　ie　E　arg　max　｛ipg・　（ltlf一，ft・）一it7g・／gf・　l　i　一．一一　1，．．．，p｝；　（4．lo）

and　let

　　　　　　　　　二一粛．　　　・　　　』　　　　（4．11）

This　kind　of　selection　rules　is　often　called　w－division　in　global　optimization　branch－and－

bound　methods　（see　［9］）；　and　we　follows　the　custom．

Lemma　4．3．　lf　L　is　generated　aceording　to　the　w－division　rule，　then　（4．4？　holds．

Proof：　Suppose　that　wg　一一〉　boq”　一一一一　se　as　k　一一〉　oo　in　Lg　c　L，　where　Lq　is　an　infinite

sequence　with　ie　＝＝　q　for　all　e　E　Lq．　Let　」C6　be　a　subsequence　of　2Cq　su．ch　that　wg　＝　seg＋i

for　all　e　E　L6．　Then　we　have　＝n”e，／ge，　．一”一　sgk　from　（4．11），．　and　ipe，’i（ge，，i」g）　＝　se，“’　from

Lemma　3．1．　IT ?@e　一一〉　cx）　in　£6，　theh　ife，’ ^ge，　一rr@s　lj　and　ipg”（if，，ije，）　一一〉　s：．　Hence，　we　have

　　　　　　　　　，ilL／R，［ipg（lg・’n”’e，）一rrne，／C］＝：o・　．　’　（4．i2）

Even　when　wq＊　m一一　te，　we　have　t．he　same　result．　The　condition　（4．4）　follows　from　（4．12）．　一

5．　Description　of　the　algorithm

The　last　thing　to　be　discussed　is　how　to　select　a　cone　A」　from　the　set　Jl　in　Step　1．　ln

the　usual　branch－and－bound　methods，　either　of　the　following．rules　is　adopted：

Depth　first．　The　set　」7　is　maintained　as　a　list　of　stack．　A　cone　A」　is　taken　from　the　top

　　　　　of　Jr；　and　cQnes　A2k　and　A2k＋i　are　added　in　this　order　to　the　top．

Best　bound．　The　set∬is　maintained　as　a　list　of　prior吻gueue．　A　cone△」of　larges七

　　　　　7（A2）　is　taken　out　of，1．
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We　can　naturally　use　the　either　in　our　algorithm．　In　addition　to　this，　if　we　incorporate

the　bisection　or　w－division　rule　into　Step　2，　our　algorithm　is　completed．

　　　Let　e　2　O　be　a　given　tolerance　for　the　optimal　value　of　problem　（2．1）．’　Then　the

algorithm　is　summarized　as　follows：

algorithm　SUMRATIO．

begin
　　for　i　一一“一　1，．．．，p　do　begin

　　　　　compute　s；・，t；・，　iLi　and　vi；

　　　　　ri　：F　｛（ei，　m）　E　R2．　l　ui　〈一一　ei　＋　ni　〈．一．　vi｝；　Ai　：一一　｛（＆，epi）　E　IR31sl・＆　〈一　ni　〈一．　tl・＆｝；

　　　end；

　　　r　：＝＝　r，　×　…　×　r，；　Ai　：＝　Al　×　…×　AS；　JT　：＝　｛．1｝；　zE：：O；　k　：＝＝　1；

　　　whileこ7≠のdo　begin

　　　　　・ele・tゴ∈■　by・a・fixed・ule（急診ゐル・渉・r　b・st　b・unの；　　　／・St・p　1＊／

　　　　　Jr　：＝　，1N　｛3’｝；　set　A　：＝＝　Aj　and　define　a　subproblem　P（A）；

　　　　　for　i＝　1，．．．，p　do　／＊　Step　2＊／
　　　　　　　　determine　the　overestimator　dii　of　ni／＆　on　ri　n　Ai；

　　　　　construct　the　concave　maximization　problem　P（A）　using　ipi’s；

　　　　　solve　F（A）　to　obtain　an　upper　bound　7（A）　on　the　value　of　P（A）；

　　　　　if　7（A）一xe＞6then　begin　・　／＊Step　3＊／
　　　　　　　　let　（E，　i7）　be　a　solution　of　value　7（A）　to　’P（A）；

　　　　　　　　if　Z）Z・．i　lji／6i　〉　zC　then

　　　　　　　　　　　update　z6　：＝　Z　e・．．，　ijYei　and　（Ce，　nyC）　：＝＝　（C，lj）；

　　　　　　　　select　i　E　｛1，．．．，p｝　and　wi　E　［si，ti］　by　a　fixed　rul．e　（bisection　or　（v－division）；

　　　　　　　　△多鳶：＝｛（ξわηの∈R2．　I　Siξi≦ηi≦ωi　ei｝；

　　　　　　　　△紗＋1：二＝｛（ξi，η∂∈：R舞一iωiξi≦ηi≦ちξ信｝；

　　　　　　　　A」　：＝　Ai　×　…Ai－i　×　A｛　×　Ai＋i　×　…　×　A，　for　1’　＝　2k，2k　＋　1；

　　　　　　　　」　：＝　5　U　｛2k，　2k　十　1｝i　k：：k　十1

　　　　　end

　　　en　d；

　　　let　xE　be’a　feasible　so1ution　to　（2．1）　such　that　CC　＝　CxC　十　7　and　nE　＝　DxE　十　6

end；’

Theorem　5．1．　When　c　〉　O，　the　algorithm　SUMRATIO　terminates　in　finite　time’　and

yields　a　gl・bαlly　c一・ptimα1　s・1漉・n・X‘　t・pr・blem　（2．1ノ，

Proof：　Let　us　assume　the　contrary：　the　algorithm　SUMRATIO’　is　infinite．　Then　it

generates　an　infinite　sequence　C　of　4s」e’s　satisfying　（4．3）．　The　back　tracking　eriterion

7（A）　T　ze　〉　6　implies　that　the　following　inequalities　hold　at　the　end　of　each　iteration　in

which　7’e　for　e　E　」C　is　taken　out　of　Jl：

11



i ・1

　p

Σ瑳／ぎ≦xc＜7（△e）一。，

i一一1

where　Ae　＝＝　A」e．　From　Lemmas　4．2　and　4．3，　however，　limu．．　7（Ae）　一　2）Z・＝i　if・／er・　：O

whichever　rule　we　adopt　for　selecting　（i，2vi）　in　Step　3．　Therefore，　c　S　O，　which　is　a

contradiction．　The　c－optimality　of．　xe　follows　from　the　back　tracking　criterion．　1

Corollary　5．2．　SupPose　6＝0．　If　tゐeδe3飴。％η4剛1e　is　adopted　in　Step　1／the　sequence

・f（c，　ij）’s　9・η・舵面助・吻・渤m∬MRA・TIOんα3」加卯・i鵬・αc加プ画・庸α

glo6ally　optimal　sogution　to　problem　MP．

Proof：If七he　algorithm　happens　to　be・fin五te，　the　assertion　is　obvious　fro卑the　back

tracking　criterion．　Assume　that　it　is　infinite　and　generates　an　infinite　sequence　L　just

stated　in　the　proof　of　the　previous　theorem．　The　best　bound　rule　then　implies　the

following　at　the　beginning　of　each　iteration　in　which　je　for　e　E　L　is　taken　out　of　Jr：

　　　　　　　　7（△e）≧7（△り≧x（ムゴ），胃∈4，

whe，e△」ムゴ田。weve・，　limぞ→。．7（△e）一Σ裂、薩／♂一〇；and　be・ide・max｛2r（ムゴ）｝ブ∈

∬｝is　n。thing　butもhe。ptimq1．value・f　MP．　Hen・e，　eve・y　limit　p・int｛（ξ4，が）le∈・，C｝

is　a　globally　optimal　so1面on　to　MP・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
　　r

　　　　　　　　　　　　ミ

6．Experiment　with　the　algorithm

In　this　section，　we　will　report　computational　results　of　testing　the　algorithm　SUMRATIO

on　randomly　generated　problems，　which　were　of　the　fbrm：

　　　　　　　　　　maximiz＿S　li“，，1蘭＋C

subject　to

i＝1Σ：差1cぜゴ亀ゴ＋c

nS

Σα晒≦1・o，
ゴ＝1

　　　　　xゴ≧0・0，

k　＝：　1，．．．，m

」’　＝　1？．．．．，nt．

（6．1）

Data　ci2’，　di」’　E　［O．O，　O．5］　and　akj　E　［O．O，1．0］，were　unifor．mly　random　numbers．　All　constant

terms　of　denominators　and　numerators　were　the　same　number　c，　which　ranged　between

4．0　and　100．0．

　　　The　algorithm　was　coded　in　double　precision　C　language　according　to　the　description

in　Section　5．　The　tolerance　c　was　fixed　at　10－5．　As　to　the　numbers　sl，，t｝・，ui　and　vi，　which

are　not　specified　in　the　description，　we　exploited　the　structure　of　（6．1）　and　determined

．them　by　＄olving　a　sing｝e　linear　programming　problem　for　each　i．　First，　ui　was　set　to　2c

because　both　£」”・；i　ciotxi」d　＋c　and　£3n・Li　di2・xi」・　＋c　have　the　same　minimum　value　c　in　（6．1）．

Then，　a　linear　programming　problem　was　solved　to　determine　the　maximum　value　’vi　of

ΣL、（cづゴ十喝）吻＋2c・F量hely，・｝andオ｝we・e・e七t・ρ／（vi　一・　c）and　（vi　一。）／c，・e・pectively・
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It　is　easily　seen　that　these　sl・，t；・　，．　zti　and　vi　satisfy　（2．3），　though　the　resulting　r　n　Ai　is

somewhat　baggy　to　wrap　up　st．　ln　Step　1，　depth　first　was　adopted　as　the　rule　for　selecting

］’　from　5　in　order　to　save　on　memory．　ln　Step　2，　the　linear　programming　problem　（3．5）

was　solved　to　compute　（c，　ij）　and　7（A）．　Starting　from　the　preceding　solution，　we　restored

the　primal　feasibility　of　（3．5）　by　applying　some　dual　simplex．　pivoting　operations．　As

the　rule　for　dividing　A　in　Step　3，　we　tried　both　bisection　and　w－division．　The　code

adopting　the　former　was　named　SR2　and　the　latter　SR－O．　Both　were　tested　on　a　Unix

workstation　（UltraSPARC－Ili，　440MHz）．

COMPUTATIONAL　RESULTS
Figure　6．1　depicts　the　average　performance　of　the　algorithm　S　UMRATIO　on　ten　in－

stances　of　size　（m，n’）　＝　（60，40）　for　each　p　when　the　value　of　c　was　fixed　at　10．0．　The

size　of　p　was　made　to　change　by　2　each　from　2　to　12．　We　see　from　the　line　graph　at

the　top　that　SR－O　requires　more　branching　operations　than　SR．2　for　p　greater　than　7．

This　is　an　unexpected　result　in　comparison　with　the　usual　rectangular　branch－and－bound

method　for　separable　concave　minimization　problems　（see　e．g．，　Remark　5．6　in　［20］）．　As

is　shown　by　the　graph　at　the　bottom，　however，　SR－O　requires　less　CPU　time　than　SR－2

for　all　p　except　p　＝　12．　ln　the　w－division　rule，　（E，　ii）　always　belongs　to　b　oth　A2k　and

A2k＋i．　Therefore，　the　feasibility　of　（3．5）　can　recover　quickly　whichever　con’e　i　s　chosen

from　Jr　in　the　next　iteration．　ln　other　words，　the　less　CPU　time　of　SR一一〇　is　due　to　its

fewer　simplex　pivoting　operations．

　　　Figure　6．2　gives　the　results　on　inStances　of　size　（m，　n’，　p）　＝＝　（60，40，5）　for　ten　different’

values　of　c　from　4・．O　to　100．0．　These　two　line　graphs　show　that　the　algorithm　SUMRATIO

is　very　sensitive　to　the　magnitude　of　e，　whether　it　uses　bisection　or　w－division．　For　a

small　c，　each　trapezoid　ri　n　Ai　is　defined　near　the　origin　in　the　＆一ni　plane．　ln　that

case，　ni／Ci　is　quite　different　from　linear　in　shape；　and　hence　ipi　defined　only　by　two　afine

functions　is　too　simple　to　estimate　ni／6i　precisely．　ln　contrast　to　this，　ipi　can　make　a　fine

estimate　of　ni／ei　if　ri　A　Ai　i　s　far　away　from　the　origin，　i．e．，　c　is　a　large　number．　We　can

recognize　from　the　figure　that　such　a　fine　estimate　is　given　when　c　is　greater　than　20．0．

　　　Based　upon　the　above　observations，　we　tried　to　solve　larger－size　problems　with　c

fixed　at　10．0　using　the　w－division　code　SR－O．　［1］he　results　are　listed　in　Table　6．1．　The

columns　labeled　branch　and　time　contain　the　average　number　of　branching　operations

and　the　average　CPU　time　in　seconds，　respectively，　required　to　solve　ten　instances　of　size

up　to　（m，n’，　p）　＝　（120，100，6）．　We　see　from　this　table　that　SR－O　is　rather　insensitive

to　the　size　（m，　n’）　and　can　solve　fairly　large－size　problems　as　long　as　p　is　less　than

7．　Since　we　have　not　yet　compared　our　algorithm　with　other　existing　ones，　we　cannot

make　a　final　conclusion．　At　least　for　the　randomly　generated　class　（6．1），　however，　these

computational　results　will　support　our　claim　that　SUMRATIO　can　serve　as　a　practical

deterministic　algorithm．
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Figure　6．1．　Behavior　of　SUMRATIO　when　（m，　n’）　＝　（60，40）　and　c　＝　10．0．
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Table　6．1．　Computational　results　of　SRmO　when　c　＝　10．0．

p　：3 p　＝4 p　＝＝　5 p　：6

MX　nt braneh　time branch　time branch　time branch　time

40×　60

80×　60

6ex　so

100×　80

80　×　100

120　×　leo

38．9

47．9

56．0

76．7

73．1

45．3

．712

1．41

2．27

4．47

6．67

5．37

83．4

76．6

120

135

141

180

1．42

2．1　5

4．58

7．52

1　1．3

16．1

232

145

469

506

397

416

3．97

4．05

16．3

28．2

23．0

33．4

　291

　441

　396

　916

1，303

1，389

4．62

11．3

1　3．1

43．5

92．2

103
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