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Abstract

　　　The　study　of　equilibria　in　networks　has　gained　much　interest　in　recent　years　with

the　emergence　of　new　application　areas．　Along　with　the　ongoing　research　on　road

traMc　equilibria，　there　has　been　new　interest　in　understanding　comp　etitive　situations

in　telecommunications　as　well　as　in　parallel　and　distributed　computing．　In　addition

to　the　classic’≠戟@Wardrop　equilibria，　which　have　been　the　main　solution　concept　for

road　traffic　assignment　problems　（in　which　a　single　player　is　atomless，　i．e．　it　has　a

negligible　impact　on　performance　df　other　players），　there　has　been　a　growing　interest

in　the　study　of　Nash　equilibria　that　allow　to　handle　atomic　players　（such　as　service

providers）．　ln　this　paper　we　study　the　combination　of　several　types　of　equilibria　in　a

single　network．　More　precisely，　we　consider　the　situation　in　which　some舳iちe　number

of　players　are　atomic；　each　one　of　these　has　a　la・rge　amount　ef　traMc　to　ship，　and

the　decisions　of　these　players　have　a　nonnegligible　effect　on　the　performance　（or　on

the　cost）　of　other　players．　At　the　same　time，　there　may　also　be　some　other　classes　of

players；　each　one　of　an　infinite　number　of　individual　players　within　the　Iatter　classes

is　assumed　to　be　atom｝ess．　We　study　both　qualitative　as　well　as　quantitative　issues

in　such　mixed　equilibria　occurring　in　a　distributed　computer　network．　We　fogus　on

networks　that　have　some　symmetry　properties　and　establish　the　uniqueness　of　the

equilibria　and　analytic　expressions　for　them．

keywords　Distributed　decision，　Braess　paradox，　Nash　equilibrium，　Wardrop　equilibrium，

performance　optimization，　parallel　queues，　load　balancing．

1 Introduction

The　study　of　equilibria　in　networks　has　gained　much　interest　in　recent　years　with　the　emer－

gence　of　new　application　areas．　Along　with　the　ongoing　research　on　road　traffic　equilibria，

there　has　been　new　interest　in　understanding　competitive　situations　in　telecommunications

as　well　as　in　parallel　and　distributed　computing．

　　　The　competition　in　telecommunications　has　increased　with．the　deregulation　of　public

monopolies．　Hence，　mariy　optimization　issues　in　telecommunication　networks　can　ne　more

be　handled　in　a　framework　of　a　single　decision　maker，　and　equilibria　notions　have　to　be

introduced．　In　the　framework　of　computing，　we　h＆ve　witnessed　a　rapid　increase　of　the

performance　of　computers　and　of　interconnecting　networks，　and　computers　nowadays　are
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often’ 垂≠窒煤@of　computer　networks．　This　allows　users，　or　classes　of　users，　te　distribute

the　execution　of　tasks　among　several　connected　processors．　ln　this　context’too，　classical

optimization　issues　often　cannot　be　handled　using　the　framework　of　a　single　decision　maker，

and　equilibria　notions　have　to　be　introduced．

　　　Beth　road　traffic　networks　as　well　as　computer　and　communication　networks　can　be

modeled　as　systems　that　consist　of　a，　finite　nllmber　of　facilities　and　arriving　threads　or

flows　of　infinitely　many　customers　to　be　served　by　the　facilities．　For　example，　distributed

computer　systems　have　continuing　arriva1s　of　infinitely　many　jobs　to　be　processed　by

computers，　communication　networks　have　fiows　of　infinitely　many　packets　or　calls　te　pass

through　communication　links，　and　transportation　fiow　networks　have　incoming　threads　of

infinitely　many　vehicles　to　drive　through　roads，　etc．　We　may　have　various　objectives　for

distributed　optimization　of　performance　for　such　systems　depending　on　the　degree　of　the

distribution　of　decisions．

　　　（A）　［Completely　distributed　decision　scheme］：　Each　of　infinitely　many　individuals，

users，　jobs，　etc．，　optimizes　its　own　cost　or　the　expected　response　time　for　itself　indepen－

dently　of　others．　ln　this　optimized　situation　each　of　infinitely　many　individuals　cannot

receive　any　further　benefit　by　changing　its　own　decision．　lt　is　further　assumed　that　each

individual　is　atomless，　i．e．　the　decisiori”　of　a　single　individual　has　a　pegligible　impact　on

the　performance　of　other　individuals．　This　optimized　situation　is　called　the　individual　op－

timum，　Wardrop　equilibrium，　or　user　optimum　（by　some　people）．　We　call　it　the　individual

optimum　or　Wardrop　equilibrium　here．

　　　（B）　［lntermediately　distributed　decision　scheme］：　lnfinitely　many　users，　jobs，　packets，

or　vehicles　are　classified　i　nto　a　finite　numbet　（N　〉　1）　of　groups，　each　of　which　has　its

own　decision　maker　and　is　regarded　as　one　player，　user，　or　class．　Each　decision　maker

optimizes　non－cooperatively　its　own　cost　or　the　expected　response　time　over　only　the　jobs

of　the　class．　Each　decision　maker　is　an　atomic　player，　i．e．　the　decision　of　a　single　decision

maker　of　a　class　has　a　nonnegligible　impact　on　the　performance　of　other　classes．　ln　this

optimized　situation　each　of　a　finite　number　of　users，　classes，　or　players　cannot　receive

any　further　benefit　by　changing　its　decision．　This　optimized　situation　is　called　the　class

optimum，　Nash　non－cooperative　equilibrium，　or　user　optimum　（by　some　other　people）．

We　ca11　it　the　class　optimum　or　Nash　equilibrium　here．　We　may　have　different　levels　in

the　intermediately　distributed　optimization．

　　　Under　quite　general　conditions　we　know　that　（B）　approaches　（A）　when　the　nurnber　of

players　becomes　infinitely　many　（N　〉　1）　’［7］．

　　　Unlike　Wardrop　equilibrium，　for　which　the　equilibrium　is　known　to　be　unique　under

quite　general　conditions　（see　e．g．　［2，　20］　and　nyeferences　therein），　the　situation　in　the　case

of　Nash　equilibrium　is　more　complicated．　Counterexamples　are　known　in　which　there　are

severa｝　different　equilibria　［19］．　Only　in　some　special　cases　（for　special　topologies　or　special

cost　functions）　the　uniqueness　of　Nash　equilibrium　has　been　established　［1，　2，　9，　13，　19］．

Another　complication　of　Nash　equilibrium　is　that　it　is　harder　to　compute：　it　cannot　be

transformed　into　a　convex　optimization　problem　as　is　the　case　for　Wardrop　equilibrium

（see　e．g．　［20］）．

　　　正？or　further　references　to　the　related　work　on　load　balancing　and　paradoxes，　see［11，

12，　13，　14，　15，　23］　and　［3，　4，　5，　6，　8，　9，　10，　16，　171，　respectively．

　　　In　this　paper　we　study　the　combination　of　several　types　of　equilibria　in　a　single　network．

More　precisely，　we　consider　the　situation　in　which　some　finite　number　of　players　are　atomic；

each　one　of　these　have　a　large　amount　of　tra茄。　to　ship，　and　the　decisiQns　of　these　players

h＆ve　a　nonnegligible　effect　on　the　performance　（or　on　the　cost）　of　other　players．　At

the　same　time，　there　may　also　be　some　other　classes　of　players；　each　one　of　an　infinite
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number　of　individual　players　within　the　latter　classes　is　assumed　to　be　atomless．　We

study　both　qualitative　as　well　as　quantitative　issues　in　such　mixed　equilibria　occurring

in　a　distributed　computer　network．　We　focus　on　networks　that　have　some　symmetry

properties．　We　establish　the　uniqueness　of　the　equilibria　and　obtain　analytic　expressions

for　them．

　　　The　structure　of．the　paper　is　as　follows．　ln　Section　2　we　introduce　the　model　for　the　dis－

tributed　computing　and　define　the　decision　variables．　Moreover，　we　define　more　precisely

the　mixed－type　equilibria　in　which　some　classes　may　seek　for　an　individual　（Wardrop－type）

equilibrium　whereas　others　may　seek　for　different　types　of　Nash　equilibria．　ln　Section　3

we　then　establish　the　uniqueness　of　the　equilibria　and　provide　analytical　expressions　for

the　mixed－equilibrium．　ln　Section　4　we　provide　numerical　examples，　and　the　paper　ends

with　a　Concluding　section．

2 The　Model　and　Assumptions

We　consider　a　sy＄tem　with　m　nodes　（host　computers　or　processors）　connected　with　a

communication　means．　The　jobs　that　arrive　at　each　node　i，　i　＝　1，2，…　，m，　are　classified

into　n　types　k，　le　＝　1，　2，…　，n．　Consequently，　we　have　mn　different　job　classes　Rik．　Each

of　class　Rik　is　distinguished　by　the　node　i　at　which　its　jobs　arrive　and　by　the　type　k　of

the　jobs．　We　call　such　a　class　gocal　elass，　or　simply　ctass．

　　　We　assume　that　each　node　has　identical　arrival　and　identical　processing　capacity．　That

is，　the　system　has　multiple　nodes　that　are　identical　with　one　another．　Jobs　of　type　k　arrive

at　each　node　with　node－independent　rate　ipk．　We　denote　the　tota｝　arrival　．rate　to　the　node

by　ip　（＝　Xk　ipk），　and　we　have　the　time　scale　whereby　ip　＝　1．

　　　We　also　consider　what　we　call　global　class　Jk　that’consists　in　the　collection　of　local

’class　Rik，　i．　e．，　Jk　＝　Ui　Ri．k．　Jk　thus　consists　of　all　jobs　of　type　k．　Whereas，　for　local　class

Rik，　all　the　j’obs　arrive　at　the　same　node　i，　the　a，rrivals　of　the　jobs　of　global　class　Jk　are

equally　distributed　over　all　nodes　i．

　　　The　average　processing　（service）　time　（wit．hout　queueing　delays）　of　a　type　k　job　at

any　node　is　1／pak　and　is，　in　particular，　node－independent．　We　denote　ipk／pak　by　pk　and

P　＝：　£k　Pk・

　　　Out　of　type　k　jobs　arriving　at　node　i，　the　ratio　xi」’h　of　jobs　is　forwarded　upon　arrival

through　the　communication　means　to　another　node　1’　（＃　i）　to　be　processed　there．　The

remaining　ratio　¢iik　＝1　一一　£」（＃）xi」・k　is　processed　at　node　i．　Thus　Z　j　xi2・k　＝　1．　That　is，

the　rate　ipkxi」’k　of　type　k　jobs　that　arrive　at　node　i　is　forwarded　through　the　communication

means　to　node　3’ C　while　the　rate　ipkxiik　of　local－class　Rik　jobs　is　processed　at　the　arriva，1’

node　i．’ ve　have　O≦鰯ん≦1，　f‘）r　all　i，ゴ，　k・Within　these　constraints，　a　set　of　values　of

xik　（i　＝　1，2，　t・・，m，　k　：　1，2，…　，n）　are　chosen　to　achieve　optimization，　where

Xik　＝＝　（Xilkl’”，Ximk）

is　an　m－dimehsiona｝　vector　and　called　‘IQcal－class　Rik　strategy．’

　　　We　define　a　global－class　Jk　strategy　as　the　mm－dimensional　vector

Xk　＝　（XlkeX2k7’”，Xmk）．

　　　We　will　also　denote　x　the　vector　of　stra，tegies　concerning　all　job　classes，　called　strategy

profile，　i．　e．，　the　vector　of　length　mmn，

X＝　（Xl11×12｝’”iXlniX217’”）X2n」’”sXmli’”eXmn）7　Or　X＝：　（X17×27’”：Xn）．
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For　a　strategy　profile　x，　the　load　6i　on　node　i　is

βFβぎ（x）・＝Σρん¢卿

　　　　　　　　　　　ゴ誘

（i）

The　contribution　6ik）　on　the　load　of　node　i　by　the　global－class　k　jobs　is

65．k）　．，，　p5，k）（x）　＝　£pkx2’ik，

　　　　　　　　　　　　　　」

（2）

and　clearly　fii　一一一m　fi，（．　’）　＋　s5．2）　＋．．．＋　pi．”）．

　　　We　denote　the　set　of　x’s　that　satisfy　the　constraints　（i．　e．，　£i　xiik　＝　1，xi2’k　）　O，　for　all

i，　2‘ C　k）　by　C‘　Note　that　C　is　a　compact　set．

　　　We　have　the　following　assumptions：

Assumption　rll　We　assume　that　tゐe　empected　proees3吻（includ吻queueing？オ伽e（ゾα

盛んブ・6オゐ繭・processed・伽d・蜘渤e　c・・オ加C伽α伽d・η，ゼ8α謝・伽η・・eα・吻，
strictly　co・nvexαnd　continuously　differentiαbleノ脇。伽ηqf　6i，　denoted⑳μπ1D（βのノbr　all

i，　k．

Assumption　n2　Weαssume　that　the　mean　coη宏m錫η伽伽ηdelay伽。醐吻gueueing
d・剛・渤ec・・ちfor　forωαrd濡話卿ゴ・6・α舳づη9幽・伽加・d・ゴ（i≠ゴ）・伽・オ・d

⑳σ沸←いαP翻勿・，n・nd・creα卿，・・nv・X・an伽η伽・噛岬・ren彦ia　bl・加伽呵
3．翫α58％mε伽言σ漉（t）＝0，We　assume．further　that　eacり・傭ノ’・・ωarded　at　m・εオ

・nce　and・is　n・t　forωarded　jurtゐεゆ・mオんeη・de　t・ωhicん獅5プ’・rωarded・

Example　1　We　may　consider　the　following　simple　functions　for　the　mean　processing

time　and　the　mean　communication　delay．　For　the　mean　processing　time：

　　　　　　　　　　　　1／μん

　　　　　　　　　　　　　　　　　for　6i　〈　1，　otherwise　it　is　infinite．1／μたD（βの＝＝
　　　　　　　　　　　1一βゴ

（3）

For　the　mean　communica，tion　delay：

σ髄（x）＝t・ （4）

　　　Equation　（3）　holds，　e．g．，　if　we　have　a　simple　assumption　of　the　external　time－invariant

Poisson　arrival　for　each　local　class，　and　the　mean　service　time　（without　queueing　delays）

for　each　type　k　jobs　is　pak’ny　i　at　each　node　i．　The　service　discipline　is　processor　sharing　or

preemptive－resume　last－come　fi　rst－served．　When　pak　＝　pa　for　a11　k　and　when　no　forwarding

of　jobs　occurs，　the　mean　processing　time　is，　simply，　1／（pa　一一　1）．

　　　Equation　（4）　holds，　e．g．，　if　we　assume　that　one　communication　line　is　provided　sepa一

’rately　for　sending　jobs　from　one　node　to　another．　The　line　（i3’）　is　used　for　forwarding　a　job

that　atrives　at　node　i　to　node　2’　（＃　i）．　The　expected　communication　time　of　a　job　arriving

at　node　i　and　being　processed　at　node　7’　（＃　i）　is　expressed　simply　as　t，　i・．　e．，　independent

of　the　traMc　and　of　the　job　class，　with　no　queueing　delay．一　U

In　particular　we　assqme　that　the　following　assumption　holds　true：

［Assumption　l13］　We　assume　that　Gi」・k（x）　is　one　of　the　following　functions，　where　wk　are

・・nsta晦σk＝φk／ωk　and（Z＠）i・α伽4εC陀α5吻，・・nvex，αη齢伽e撫わ1・加伽η
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of　x　with　G（O）　＝　1．

Type　G－1

　　　　　　σ姻ω＝ω寿1G（σ鵬ん）

　　　　　　　　　　　　　　　　　（0ηe4ed6C厩d伽εノ’or・eαch　c・7η伽爾・n（ザa　Pαir（ゾ・吻in　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　destination　nodes，　and　a　locat　class：　i　e；，　m（m　一一一　1）n　lines　in　totaD，

　Type　G－II（a？

　　　　　　Gi2’k（x）　＝　wk－iG（2　akxpgk）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，9＃P

　　　　　　　　　　　　　　　　　（・ηe幡伽eノ’・r　each　gl・bα1・claSS’i・e・，　n　bUS　lines　in　t・切，

　Type　G－ll（b？

　　　　　　Gi2’k（＝）　＝　wk’iG（　2　akxpqk）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p，q（＃p），k

　　　　　　　　　　　　　　　　　（oηe　common　bus　lineプbγ’tんε　entire　s3／stem∫　i・e・，　1　bus　tine），

Remark　2．1ωぢ1・αn　b・剛認・d　a・オん・m・αη・・mmuni・ati・η伽・（繍ん・吻u・u・ing

delays）ノ「・rノ’・rwαrdingαtypeり・b．加7冠んeα舳α1　n・de　t・αn・ごんer脚ce85吻n・de．

σん鰍（ゴ≠の68疏e伽が。傭eη8吻｛ザtゐec・mmunicati・n　line　f・r　the　1・Cα1－claSS　Rikブ・bs

being　forwarded　to　node　i

Example　2　We　use　the　same　definition　（3）　for　the　mean　processing　time　as　in　Example

1．　We　define　Gi2・ic（x）　for　the　mean　communication　delay　as　follows．　We　assume　wk　＝　e

for　all　k　a，nd　thu＄　ak　＝　ipk／e，　and　set

Gi」
奄〟iX）：T：一：MSiiiiliiSl；Z；EFiililpml，q＃／pl，kakxpqk　fOr　p，qiitiip），kakXpgk〈1，　andotherwiseinfinite．　（s）

This　is　identical　to：

棚晒θ一2）p，g（毒轟，鳶b㌦浅）声凹くe，　and・th・・Wise　infinit・・（6）

This　delay　is　obtained　in　particular　if　we　assume　that　one　bus－type　communication　line

is　provided　commonly　for　all　the　nodes　to　be　used　for　forwarding　of　jobs　to　other　nodes

in　the　same　way　as　in　Example　1，　whereas　the　transmission　time　without　queueing　delay

is　exponentially　distributed　with　mean　e－i　and　the　scheduling　discipline　is　First一’Come－

First－Served．　Thus，　the　expected　communication　time　of　a　job　arriving　at　node　i　and

being　processed　at　node　2’ @（＃　i）　is　expressed　as　1／（e　一一一　£p，g（sp），k　tokxpgk），　i．e．，　independent

of　the　job　class　and　the　origin　and　destination　nodes。ロ

　　　We　refer　to　the　length　of　time　between　the　instant　when　a　job　arrives　at　a　node　and

the　instant　when　it　leaves　one　of　the　nodes　after　all　processing　and　communication，　if　any，

are　over　as　the　response　time　for　the　job．　The　expected　response　time　of　a　local－class　Rik

job　that　arrives　at　node　i，　Tik（x），　is　expressed　as，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tik　（x）＝Σ鰍銑ゴk（t），　　　　　　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tiik（x）　＝：　pak’一i，　D（5i（x）），　and　（s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ηゴた（x）　　＝＝　　μ夏「11：）（βゴ（x））十（；㌃ゴ鳶（x），f〔〕rゴ≠i．　　　　　　　　　　　　　　　（9）
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　　　The　expected　response　time　of　a　global－class　Jk　jobs　is

－　　　　Tk（x）・一如Σ囎・　　　　（・・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

The　overall　expected　response　time　of　a　job　that　arrives　at　the　system　is

　　　　　　　　　　　　　　T（x）　：　ZipkTk（x）　＝£：2．　¢kTik（x），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，k　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝素｛Σβ盛（x）D（β掴））＋Σφん鰍σ喚（x）｝・　　（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　献≠i），k

Remark　2．2　Note　that　as　a　conseguence　of　Assumptions　ll　1　and　l12，　the　junctions　T（・），

Tik（・）and　Tk（・）α兜謝Cオ♂〃C・nvex　and　differentiαble　with　respeet　t・　tゐe　strategy　pr・fil・3，

　　　We　consider　several　decision　strategies　for　different　job　types．　That　is，　each　type　of

jobs　may　have　a　distinct　decision　strategy．

（A）　ln　the　individual　optimization　strategy　for　type　k　jobs，　we　consider　that　each　single

　　　　　job　of　type　k　chooses　the　node　to　be　processed．　Thus　for　global－class　Jk　there　exist

　　　　　infinitely　many　decision　makers．　The　resulting　optimal　ratio　of　jobs　of　local　class

　　　　　Rik　that　choose　the　node　7’　to　be　processed　will　be　afi2・k．　This　optimized　situation　is

　　　　　the　individual　optimum　for　type　k　jobs．　We　denote　the　individually　optimal　strategy

　　　　　profile　for　type　k　jobs　by　ik．

（B－1）　ln　the　loeal－class　optimization　strategy　for　type　k　jobs，　each　local　claSs　Rik　has　its

　　　　　own　decision　maker　（ik）．　The　amount　of　forwarding　for　local－class　Rik　jobs　is　chosen

　　　　　by　the　corresponding　decision　maker　（ik）．　The　optimal　strategy　for　decisien　maker

　　　　　（ik），　or　equivalently　local・一class　job　Rik，　is　denoted　by　the　m－dimensional　vector

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iik　＝”　（hiilk，dii2k，’”，diimk），

and　an　optimal　strategy　profile　for’　type　k　jobs，　that　we　will　denote　by　ik，　is　the

cellection　of　strategies　iik．　We　call　this　optimized　situation　the　local－elass　optimum

for　type　k　jobs．

（B一一II）　ln　the　ggobal－class　optimization　strategy　for　type　k　jobs，　jobs　of　local　classes　Rik　for

　　　　　　all　i　are　united　into　one　global　class　Jk　that　has　a　single　decision　maker　（k）．　Each

　　　　　　decision　maker　（k）　of　global　class　Jk　chooses　the　amount　of　jOb　forwarding　foT　the

　　　　　　m　local　classes，　Rih，R2k，．．．，R．k．　The　optimal　strategy　for　decision　maker　k　is

　　　　　　consequently　an　mm－dimensional　vector

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tk　＝（毎，t2k，…，t肌k）．

　　　　　　We　call　this　optimized　situation　the　globag－class　optimum　for　type　k　jobs．

We　denote　by　5　such　a　strategy．pro丘le　that　all　type絹obs翫chieve　their　own　per％rmance

optimization．　We　call　such　an　optimized　situation　a　mixed　optimttm．

　　　　We　define　xk一一（iik）　to　be　an　m（m　一　1）一dimensional　vector　such　that　the　elements　xiik，

for　all　i，　k，　are　excluded　from　the　mm－dimensional　vector　xk　whereas　all　its　elements　are

the　same　as　the　remaining　m（m　一一　1）　elements　of　xk．

　　　　We　define　（x一’一．（k）；xk）　to　be　an　mmn－dimensional　vector　such　that　the　elements　x一’io・k，

for　all　i，　i　are　replaced　by　the　mm－dimensional　vector　xk　whereas　all　other　elements　are

the　same　as　thg　remaining　m（m　一　1）n　elements　of　x’．

　　　　We　de伽eβFβ暮（i）．
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3 Results

We　show　that　the　solution　for　each　type　k　jobs　is　unique　and　given　as　follows．

（A）［lndividual　optimizationl　If　typeんjobs　seek　the　individual　optimum（i．e，，　the

Wardrop　equilibrium），　the　soIution　is　given　by　such　ik　as　satisfies　the　following　for　all　i，

　　　　　　　　　　　　　聴一（k）；銅＝m夢n｛堀至一㈹；鋪｝and（袖；ik）∈0・　（12）

　　　We　de伽e偽ん（x）as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρゴゴた（x）＝iPk　Giゴた（x）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）、

By　Assumption　n3，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　ρ佛（x）　＝　σkG（σkXijk）fbr　type　G－1，

　　　　　　　　　　　　　　　　9雛（x）　＝　σk（Z（9i．）丘）r　type　G－II

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9；．＝Σ　akXp，h　f・・typ・G－II（a），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，q≠P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σσ轟，ゆ・typ・G－II（b））・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，9（Sp），鳶

　　　There丘）re　we　have　the　property，　fbr　i≠ブ，ゴ’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9iゴk（x）≧g歪ゴ，鳶（x）if¢2ゴた＞Xiアk．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

　　　We　define
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ちゴk（x）＝＝iPk　Tiゴk（3）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

　　　The　solution　ik．　fbr（12）is　characterized　as　fblIQws：For　all　i，ゴwe　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　孟髄（りx一（k）；ik）＝幅£ゴゴん＞o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tiゴk（5＿（k）；ik）　　≧　　aik，　　‘倉iゴk＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ動’F1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

where〔Nik＝minゴ’｛φたD（βゴ’（5＿（k）；tk））｝・

（B－1）［Local・一class　optimization］　lf　type　k　jobs　seek　the　Iocal－class　optimum，　the

solution　is　given　by　such　ik　as　satisfies　the　folIowing　for　all　i，

　　　　　　　Tik（x一’一（k）；ik）　：　min　Tik（x一’一（k）；ik一（ik）；xik）　（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　with　resPect　to　xik　such　that　（xri’一．（k）；ik一（ik）；xik）　G　C，

where（バXk一（ik）；Xik）and（6＿（ん）；ik一，（ik）；xik）denote　mm‘and　7ηm，η，一dimensional　vectors　in

which　the　elements　corresponding　to　iik　and　x一’k　have　been　replaced　by　xik　and　（ik一．（ik）；xik）

whereas　all　the　other　elements　are　the　same　as　the　remaining　m（m　一一　1）　and　mm（n　一　1）

elements　of　ik　and　x”，　respectively．

　　　Let　us　de伽e藤（・）as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　酬3）一∂£ゴた｛φ鳶Σ鰍G勿κ（x　　pitsi）｝・　　（・8）
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　　　By　Assumption　H3，　we　have

　　　　　　　　　　　　　鰍（x）＝σ超（σ胸た）＋σ鳶鰍α（σ砺ん）Lf・・typ・G－1，

　　　　　　　　　　　　　動ゴ鳶（x）　＝：σk［G（1）十σk（1－Xiik）α（皿）］，　fbr　type　G－II，

　　　　　　　　　　　　wh・・e・Ut；Σσk・xp，h　f・・typ・G－II（a），and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，9（≠P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Q＝ΣσkX，，k　fo・typ・G－II（b）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，q（≠P），k

　　　We　see　that，　under　the　assumption　n3，　functions　G下血）satisfy　f（）r　all　i，ゴ（≠の，ゴ’（≠の，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9iゴk（x）≧ク疹ゴ’k（3）if　Xiゴk＞認奮ゴ’k・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

　　　If　Assumption　H3　holds，　for　x　suCh　that吻た＝xk，　fbr　all　i，ブ（≠の，　we　dellote

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（］k（x）＝（7ゼゴ斥（x）　and　gk（x）＝9iゴk（x）・

We　define
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　∂
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鰍（x）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ti　k（x）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂吻ん

　　　Because　Tik　are　convex　functions　and　O　is　a　convex　set，「the　solution：軌of　the　problem

exists，　and　the　Kuhn－Tucker’　condition　gives　the　fbllowing　relations（see，　e．9，，［22］）：There

exist｛Nik　such　th｛）t，　fbr　all　i，ゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ちゴk（5一㈹；iK一）＝幅，あ‘ゴた＞o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　毎侮一（k）；鋪≧dfik，　2ii2ik＝：O，　、　　　（21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ鰍＝1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ’

（亀たare　the：Lagrange，multipliers）．　From　Definitions（1），（7）to（9），（18），　and（20），　we

have

　　　　　熱（x）一φ畿（x）一ρk［D（β歪（3））＋卿’（β2（x））］，　　（22）

　　　　　細一州鋲）一ρk［D（βゴ（x））＋ρ糠D’（βゴ（x））］＋酬蜘≠i・（23）

（B－II）［Global－class　optimizationl　If　type　k　jobs　seek　the　global－class　optimum　the

so聖ution　is　given　by　such毎as　satis且es　the　fbllowing　fbr　a皿i，

　　　Tk（i←k）；姦）＝、　min　Tk（：彦＿（k）；xk），　with　respect　to　xk　such　that（盈㈲；xk）∈（フ．　（24）

where（i＿㈹；xk）denotes　an　mmn－dimensional　vector　in　which　the　elements　corresponding

to　the　coordinates　of姦has　been　replaced　by　the　vector　3鳶．　Wb　note　that

　　　　　　　　　　　　　　　iPkmTk（x）＝Σβ！た）（3）D（βづ（x））÷Σφ鵬たσ沸（3）．　　　（25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　　　　　　　　　　i，ゴ≠i

Note　that　we　have　the　assumption　r【30n　the　functionσ雛（x）．

　　　We　de伽e島ん（x）as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　酬3）一∂£ゴk｛2　ipkxpgkGpqk・（xp，q＃p）｝・　　（26）
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By　Assumption　n3，’翌?@have

　　　　　　　　　，藤（x）＝σk［G（鰍）＋・σ胸ん（Z’（鰍）］fo・typ・G－1，

　　　　　　　　　　　　　藤（x）＝σた［Gω＋σたΣ（1一忽。，た）α’ω］f・・typ・G－II

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（皿＝Σσゐ鰍f・・typ・G－II（a），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ，ゴ≠唇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σσ碗漁・typ・G－II（b））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘，ゴ（≠の，ん

　　　There」f（）re　we　have　the　property

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　giゴk（x）≧9iアk（2）if　lzriゴk＞¢ゴァ鳶．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

　　　We　define
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　∂
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ちゴた（x）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Th（x）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　（28）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　糀φん
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂鰯痘

Again，　because　Tk　is　a　convex　function　and（アis　compact，　the　solution　t　of　the　problem

exists（see［211）and丘om　the　Kuhn－Tucker　condition．　it　is　characterized　by　the　relations

（see，　e．9，，［22］）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　ちゴ鳶（i＿（k）；tk）　　＝　　dfik　fbrあ6ゴ鳶1　such　that　あiゴた＞0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ワ　　　　　　　　　　　　　　　　ちゴん（りx一（k）；ik）　　≧　　drik　fbrあゴゴたsuch　that　語蛋ゴ鳶＝0．　　　　　　　　　　　　（29）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ吻ド1，f・・all晒　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

where　d挽are　the　Lagrange　multipliers・From　the　definitions（1）to（10），（26），　and（28），

we　have

　　　　　　　　　　tViik　（X）一φ農．＝＝　Pk［D（β2）＋β！た）D・（βの］，．　　　（3・）

　　　　　　　　　　榊）一φ鵡一Pk［D（βゴ）＋ゆ（βゴ）］＋い・ブ≠i・（3・）

［Mixed　optimization】Now　we　recall　the　de伽ition　o触e　mixed　optimum　given　near
the　end　of　Section　2．　That　is，　a　strategy　profile引s　called　a　mixed　optimum　if，　fbr　all　k，

its航h　component　is　an　optimum　fbr　type　k　jobs　given　5＿㈲．　In　other　words，　if　type　k

jobs　seek　individual　optimization　then轟＝毎，where姦is　given　in　eq．（12），　if　type絹obs

seek　local－class　optimization　then姦＝亀，　where軌is　given　in　eq．（17），　and．if　type　k　jobs

seek　global－class　optimization　then姦＝姦，　where晦is　given　in　eq．（24）．

：Lemma　3・10・n＄ider　a　netω・矯ω伽5e”e副蜘e8《ゾブ・bs，ωゐere　eαch　type　Optimizes

αCC・7伽g　t・（A），（1ヲー1）・r（B一∬）．加ゐere　exists　a　mixed・μ伽襯編んe　netω・rk，孟ゐen

伽オんemixed　op伽瑠7η，　we　mustんα”e「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　βづ＝ρ，　ノeor　all　i．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　ロゆ
Proof3　W；e　show　by　contra，diction　thatβ5＝β〆fbr　every　pair　of（ゴ，ゴ’），　and　consequently，

づ
β2＝ρfbr　all　i。

　　　A・・um・that房〉恥・s・m・ブand〆・Th・n　th・・e　mu・t・xi・t細・h　that房た）〉房タ）．

The　type鳶seeks　either　one　of　the　individual，　loca1－class，　and　global－class　optimizations。
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（a1）Assume　first　that　the　job　type　k　seeks　individual　optimlzation・We　de章ne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三ゴゴん；i’ゴ’k：＝ちゴk（x）一ti’アた（x）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

From（15）we　ha，ve　fbr　i≠ゴ，ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　島ゴ酬、＝ρた［D（βチ）一D（βブ’）］＋録一9轍．　　　　（33）

　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　ゆ

（a1－1）Sinceβゴ〉βア，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　チ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　バ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ち’ゴた（．）≧ρk　D（βゴ）〉ρkD（β〆）＝tアゴ’k（i）．

Therefbre，　from　the　fact　that　jD　is　increasing（Assumption　m）and　from　Property（14），

we　have：倉ゴ’ゴk＝Oand　consequently£〆ゴ鳶≦動ゴ，k．

（a1－2）Suppose　we　have　2佛〉％，んfbr　some　i（≠ゴ，ノ），　then　necessarily∂佛≧島，k　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムProperty（14）・Since，　by　Assumption　H1，　D（・）is　increおing，ヨ佛；i23　k（5）＞0．　However，

丘om（16），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　島ゴWた≦0，　　　　　　　　（34）

which　contradicts　the　above．　Thus，　we　must　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　触≦賜’k　f・r　all　i≠ゴ，ゴ’．

Th・・ef・・e，丘・mβ！た）〉β鼻），　w・mu・t　hav・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノも　　　　　　　　　　　　　　　ノし　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢ガ充十¢〆ゴた〉偲ゴ’ゴ’鳶十三ゴ’ん・

Thus　we　have．from（a1－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ〃た≧Xゴ’ゴpnd動ゴk＞あゴ’ゴ’k・

（a1－3）Since，　fromあかた＞0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρんD＠）＝：　6izゴK一，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρたD（βゴ’）≧｛flfアk，

we　have娠＞aル
　　　We　next　show　that　2ゴtk≧£ゴ’漉（1≠」，ア）by　contradiction．　Assume分幽くあゴ’lk．　Then

動ηた〉：0，and．we　have　from（16），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pk　D（fii）　＋　gjtik　（i）＝aゴ’h・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ鳶D（β～）＋9ゴ晒（至）≧dfゴ鳶＞aゴ’k，

which　contradicts　the　assumption，　as　we　see　by　noting　that　gゴ」ん（一）‘≦gゴ’lk（宏）｛br　both　of

G－Iand　G－II．　Therefbre　we　must　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　動1た≧di2”lk・

　　　：From　this　and（a1－2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コrガ鳶　＞　　xゴ’ゴ’k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　動ゴ’た　≧’あゴ’ゴた，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　娠≧・zゴ’lk　for　all　1（≠ゴ，ノ）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10



This　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝Σ毎〉Σ　E」・ik＝1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　」

・which　is　impossible．　That　is，　the　a、ssumption　leads　to　a　contradiction　and　we　do　not　have

β｝ん）〉β郷・th・typ・南with　individual・ptimi・ati・n．

（b1）Secondly　assume　that　the　typeんseeks　local－class　optimization．

　　　We　define
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≡ヨ毎鳶；i’ゴ’k（x）＝＝＝ちゴ鳶（3）7ち’ゴ’k（x）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35）

（b1－1）Assume亀ゴん〉動’k　fbr　some　i（≠ゴ，ノ）・Then，　we　have島鳶㈹≧島’k（奉）by（19）．

：From　Equat董on（23）and　De伽ition（35）we　have

　　　　　　　　三乞ゴ纐ゴ’k（勾　　＝　　ρk［D（角（x））一D（βア（x））］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　　ρ舞［XiゴkD’（島（x））一XiアkD’（βゴ’（lz））］＋擁ゴ鳶（x）一動アk（3）．　　　（36）

　　　Tbgether　with　the　fact　that　D（・）and　D’（・）are　increasing（n1），it　fblIows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三脚ゴ’た働＞o．

However，　from（21）we　must　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三ゼゴh；iアk（i）≦0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

which　contradicts　the　above．　Thus，　we　must　have幅ん≦亀アk　fbr　all　i（≠ゴ，ゴ’）．

（b・一2）Th・n，倉・m　th・assumpti・nβ｝鳶）〉β｝タ），　w・hav・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳ゴゴた＋¢ゴ’ゴん〉のゴゴ’た＋¢アゴ’た・

（b1－2－1）If諺〆ゴ鳶＝＝：0，勺ve　have

　　　　　　　　　　　　　　　　あかん〉賜’アゐand　t2iガ’k≧あゴ’ゴた　（Condition　I）．

（b1－2－2）If念アゴん＞0，　since　gゴ’ゴ’k（x）・＝0，　we　have

　　　　　　　　：ヨアゴ軌アゴ偽（x）　＝・　ρた［D（βゴ（x））一D（βノ（x））］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　　ρ髭［xゴ’jkD’（β5（3））一xゴ’ゴ’kD’（βア（3））］＋ρゴ’ゴ鳶（2）＞0．

Thus，　similarly　as　in（b1。1），　we　see　that　if藪ゴ’ゴκ〉諺アアk，　we　have　E：ア角アゴ’k（勃〉ρ，　which

contradicts（37）・Thus　we　have葱アゴん≦賜’ゴ’k・Thenあか海〉あ〃k　and錫ゴん＞0．　Thus　from

（21），（22），and（23），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のや
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ちゴん（一一一）＝・ρん［D（島）＋ρ鳶田力たD’（βゴ）］＝｛隻ゴん，

　　　　　　　　　　　　　　ち’5た（一．十）＝Pk［D働＋繭’」kD’働］＋9ゴ’ゴ洞＝傷’k．

Then　we　have，　by　adding　the　last　two　equations，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　　　　　ρk［2D（βノ）＋ρk（あゴゴk＋ti｝ゴ’ゴ鳶）D’（βゴ）］＋〃アゴた．（xr）＝δゴk＋a〆k・　　（38）

Note　that　we　have　from（21），（22），　and（23），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りゆ

　ちアk（一一一x）十ち’アk（萄＝：ρh［2D（βノ）十Pk（あか’k十：iゴ’アk）D’（βゴ’）］十9ガ’h（勃≧Ciiゴk十δ〆k．　（39）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　サ
Since　P　and　D’are　increasing，βゴ〉β〆andあゴゴk十灘ア」た〉あ〃k十2ゴ’ア鳶by　assumption，

the　only　I）ossibility　f（）r（38）and（39）not　to　contradict　each　other　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9ゴゴ’洞＞9〆ゴ洞・　　　　　　　（40）

Therefbre，　inもhb　special　case　where　9ガ’ゐ（’燭■9）＝島’ゴk（6），　these　two　relations　contradict　each

other・Fbr　the　other　cases，　we　investigate　in　the　fb豆lowing（b1－2－2－1）and（b1－2－2－2），

（b1－2－2－1）Consider　the　Type　G－1』case・From　the　abeve（40），　the　relation（19）on　9ラa，nd

あゴ5ん十alblゴk＞あヵ，た十2〃k，　we　haveあか，k≧iiiアゴ翫from　whichあゴゴた〉あアゴ，k　f（）llows．　We

thus　have　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　あゴノん≧ゴiアゴk　and　をiゴゴた〉をi5’5’k　（Condition　I），

which　is　the　same　a8（b1－2－1）．

（b1－2－2－2）Consider　the　Type　G－II　case・From　the　above（40），　and　the　relation（19）on　g

andあか鳶十tilゴ’jk＞語ガ’k十毒ゴ’ゴ’た，　we　have灘〆ゴ’k＞あか島from　which諺ゴ，幽＞tibゴ5，たfbllows．

We　thus　have
　　　t
　　　　　　　　　　　　　　　　　thノゴ’た〉藷かたandあア幽〉諺〃k（Condition　II）．

（b1－3）Now　we　examine　each　of　Conditions　I　and　II，　respectively，　in　the　fbllowing（b1－3－1）

and（b1－3－2），　and　will　show　that　both　lead　to　contra，dictions．

（b1－3－1）Consider　the　case　where　Condition　I　holds．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ち綱＝ρk［D働＋ρ画ゴたD’（房）1＝殊，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　ち’アん（i）＝ρk［D（βノ）＋ρたあ〆ゴ’たD’（βブ’）］≧δゴ’た，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　コゆ
we　have（Njk＞δ1ゴ’k，　because　D　and　D’are　increasing　andβゴ〉βゴ，　by　assumption，

　　　We　next　show　thatあゴ晒≧あゴ’」たby　contradiction・Assume諺ゴlk＜あゴ’lk・Then諺ゴ’tk＞0，

and　we　have　f士om（21）and（23），

　　　　　　　　　　　　　　　ち’綱＝ρk［D（A，）＋ρ両」たD’（房）］＋9ゴ’綱＝aゴ’k，

　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ

　　　　　　　　　　　　　ちど鳶（一x）＝＝ρk［D（β」）＋ρ越…ゴlkD’（β」＞」＋9ゴ醗（5）≧δfゴん〉δ・アk，

which　contradicts　the　assumption，　as　we　see　by　noting　that　here丘）r　G－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伽（i）≦9ゴ蝋勃

due　to　the　fact　thatあゴlk＜あブ醜．　Therefbre　we　must　have

From　this　and　Condition　1，

　　　　　　¢ゴ」ん≧動’lk・

it　follows

¢ゴゴた

り

の〃ん

　お
のゴ」た

〉　di2’t」’，k，

≧　diアb’k，

≧あゴ’lk　fbrall　l（≠ゴ，ブ’）．

This　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　＝＝　2x，・ik　〉　2　al」，ik　＝：　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　l

which　is　impossible．　That　is，　the　assumPtion　leads　to　a　contradiction．
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（b1－3－2）Consider　the　case　where　Condition　II　holds・T与is　impliesあアゴk＞Oand　we　haye

　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　　　　　　　ら’ゴk（i）＝ρk［D（βゴ）＋ρ罐ゴ’jk　D’（βゴ）］＋9ゴ’ゴ鳶㈲＝δ1ゴ’k，

　　　　　　　　　　　　　　ツ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ウ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

　　　　　　　　　　　　　　ちゴ’ん（一．p）＝ρK一［D（β〆）＋ρ鳶念ガ’kD’（βア）］＋9ガ’k（i）≧aゴk．

Since　D　and　D’are　increasing，βゴ〉βアand賜’ゴ鳶〉あゴゴ’k，　we　h肝e　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　傷’k－9ゴ’ゴ鳶（．一一）〉δゴ鳶一9ゴゴ’K・（5）・

By　noting　that　fbr　type　G－II，　we　haveクゴ～k（i）・＝gゴァk（i）and坊，lk（ε）＝gゴ，ゴ鳶（2）fbr　any

1（≠ゴ，ゴ’），and　ffom　the　Kuhn－Tucker　condition，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のゆ
　　　　　　　　　ρ鳶［D（β」）＋ρ罐ノlkD’（β∂］＝δ1アk－9ゴ’tk（2）＝δ1ゴ’k一∂ア盈（釜），　X〆lk＞0，

　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　ρ蔑［D（fi’i）　＋　pkafj，gkD’（5））］　）　ajtk　一　gjtik（x“”，）＝δゴ’k一クアゴん（i），　tXアlk・ニ＝0，

　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　　ρk［D（β」）＋ρた諺ゴ晒D’（β」）］＝∂ゴた一9ゴlk（ゴ）＝dゴk一島ゴ’k（i），あゴ薦＞0，

　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ひ

　　　　　　　　　ρk［D（β∂＋ρkXjlkD’（β‘）］≧δ1ゴた一9ゴ」た（i）＝・｛秘一9ガ’k（勃，諺幽・＝0，

which　can　hold　only　when錫薦≦賜，lk　fbr　alB（≠ブ，〆）．

　　From　this　and　Condition．　II，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　欝ゴ飴くωア〆鳶，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のゴアんく鞠’ゴた，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　秘≦‘Xゴ’lh　f・・all」（≠ブ，〆）・

This　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝Σ触＜2）afゴ’εド1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　l

which　is　impossible．　That　is，　the　assumption　leads　to　a　contradiction．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　ロゆ
　　　Thus　we　see　that　the　assumptionβゴ〉βゴ’leads　to　either　Condition　I［（b1－2－1）and

（b1－3－1）］or　Condition　II［（b1－3－2）1，　both　of　which　lead　to　contradictions．

　　Th・・ef・re，　we　cann・t　hav・β！鳶）〉β郷・th・typ・k・with・th・1・・al－class・ptimi・ati・n．

（c1）Thirdly｛鳩sume　that　the　typeんseeks　globa，1－class　optimization．　We　de伽e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E脚’〆た＝蝋3）一一’　ti’〆k（x）・　　　　　　（41）

：From（31）we　have，　fbrブ，ゴ’（≠の　　　　　　　　　　篭

　　　　　孟糊’ドPk［鵬）一D（禽’）］＋嗣k）D’（βゴ）一β｝夕）D’（βゴ’）］＋三三た．（42）

（・・一・）Since謬〉鯉，　w・hav・丘・m（29），（3・），　and（3・）

　　　　　　ち’5’た㈹一ρた［　　りD（fij’）＋碓）D’（房’）］

　　　　　　ち’ゴ’k（i）’　＝＝　Pk［D㈲明夕）D’＠）｝

ち’調一ρk［D働＋B；・k）D’＠）］＋クゴ’ゴ即

ち’ゴk②一ρk［D（罵）＋Bl・k）D’働］吻ゴ洞

2

2

αア鳶ラ

d2・，k，

dゴ’k，

dゴ’k，

di2Vo’tk　〉　O，

‘tゴ’ゴ’k＝0，

賜’ゴん＞0，

bアゴド0・
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There丘）re，　from　the　fact　that　D　and　D’are　increasing　functions（Assumption　m）and

from　Property（27），　w’e　have欲〆飴＝Oand　consequentlyあアゴk≦吻〆た．

（c1－2）SupPose　we　have賜ゴk＞砺ゴ’k　fbr　some　i（≠．ブ，プ），　then　necessarily砺ん≧砺’鳶by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソProperty（27）・Since，　by　Assumption　H1，　D（・）and　D’（・）are　increasing，　E：頓；25’k（至）＞0．

However，倉om（29），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三：2ゴた；iゴ’ん（．．．一）≦0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（43）

which　contradicts　the　above．　Thus，　we　must　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　吻た≦喝’k　f・r　a11　i・

Theref・・e，倉・mβ｝た）〉β勢），　w・mu・t　h砒v・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　房かん＋¢アゴん〉あ〃た＋賜ゴ’ん・

Thus　we　have　from（c1－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φガ’k≧勇ゴ’ゴたand¢かん〉滋アアk・

（c1－3）Since
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρた［　　　のD（βゴ）＋β！た）D’働］＝d」k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρk［　　りD（の）＋β！タ）D’（鯛≧dアk，

we　have｛Nゴk＞傷’た・

　　　We　next　show　that嘘偽≧賜ηたby’contradiction・Assume賜偽〈tlアlk・Then喝ηた＞0，

and　we　have　from（29），（30），　and（31），

ρk［D働＋β！ん）D’（珈＋9ゴ’綱＝dアk，

ρk［D働＋B！k）D’（易）」＋クゴ」た侮）≧dρ幅，

which　contradicts　the　assumption，　as　We　see　by　noting　that　9ゴIK一（．）≦9アlk（2）fbr　both　of

G－Iand　G－II　due　to　the　fact　that藪幽〈④」’h　fbr　G－I　and〃伽（5）＝gゴ’lk（宏）fbr　G－II．

　　　Therefbre　we　must　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　勇幽≧¢アlk・

　　　From　this　and（c1－2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　猛かた〉謬〃ん，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あゴア鳶≧誘ゴ’伽

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　滋幽≧th」’lk　for　allど（≠ブ，ノ）・

This　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝Σ賜疏〉Σ　X」’～k；1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫　　　　　　　置

which　is　impossible．　That　is，　the　assumption　leads　to　a　contradiction　and　we　do　not　have

β！た）〉β！タ）f・・th・typ・んwith　gl・bal－clas・・ptimi・ati・n・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のゆ　　　　　　　　　　コゆ　　　Thus　we　see　that　th6　assumptionβゴ〉βゴ’leads　to　a　contradiction．　Therefbre　neces一

・a・ily房一融and・・nsequ・ntly属一卿all　i．・　　　　　　　・
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Lemma　3．　2　lf　there　exists　a　mixed　optimum　for　the　network，　then　in　the　mixed　opti7num，

the　s・luti・n　ile　for　type　k　witゐ伽二心α1・P伽izati・η融η蜘eαηd　g勿eηα8ノ「・ll・ω8’

　　　　　　　　　　　　鉱㈹＝αi…，触＝0，αη鵡腋＝1，for　all　i，ゴ（≠の，

The　mean　response　time　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tk㈲嬬η洞＝μπ1D（ρ），かαπゼ．

Prooft　From　lemma　3．1　this　can　be　easily　seen　in　the　following　way．　We　can　easily　see

th　at　the　set　of　relations（16）is　satis：fi　ed　if　and　only　if£‘ゴた＝＝Ofor　all　i，ブ（≠i）．ロ

エemma　3．3　W・伽・t・rドρ舞σ尼1，加晶晶・α傭・d・ptimum　fb・　th・n・tw。rk，

オゐεη編んe　mixed　optimum，彦he・soluti侃亀／br吻Pε初0δ3ω伽10Cα1－e1α88・ptimization　is

unigue　and　is　given　as　follows：

For　Types　G－1　and　a－ll（a？

（の」％吻・α1・lass　Rik・u・’h　tゐ卿琵D’（ρ）≦鰍0）＝σk，　i．eリTんD’（ρ）≦1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砺ド。，αnd　diiik　・＝　1，かα1砿ブ（≠の．

　　　　The　mean　response　time　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tk（x一’）　＝Tik（i）　：pak一’D（p），　for　all　i．

＠）F・r・1・cα1・1α・・Rik・u・ゐth卿琵P’（ρ）＞9k（0）＝σん，　i．・。　rk・D’（ρ）＞1，　th…lution

　　　is　given　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　銑蕗＝軌，forαll　i，ブ（≠の，

where　tik　is　the　unique　solution　of

　　　　　　　　　　　pZ（1　一　mxk）D’（p）　：gk（dik）

　　　　　　　　　　　＝＝　ak［G（m（m　一　1）akXk）　＋　uk（m　一　1）Xk’G’（m（m　一　1）6kdik）］．

The，nean　re5伽8e伽e　is

Th（i）　＝　Tik．（x一’）　＝　ps，一iD（p）　十　（m　一一一　1）hikGk（i），　for　all　i．

（44）

（45）

（46）

翫聯eσ一πピ～り

　　　The　s・lution　is　given　as　in　tゐeプb11・ω吻，▼γe伽オCゐ卿e診んe脚η6e禰9（ザkSUCん

tゐat　r1≧r2≧…　　≧rk≧…　≧rn’，ωんe7re　n／is　the　number　oゾブ。δtypes　thαt　seek　the

loeal一・class　optimiia　tion．　The　following　three　situations　can　occur：

　　　　　　　　　　VVe・伽伽κ・πcん傭rκD’（ρ）＞1α而rK＋・D’（ρ）≦1，　　（47）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or　r．，D’（p）　〉　1　（i．e．，　K＝it’），　（48）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or　riD’（p）　S　L　’　（49）

陥・曜のん・ld・，ω・ゐα・・a　unigu・　s・嬬・n・）f・Xド0／b・α1晒9’．陥・n　（4　7？・・θ8ノ

ん・lds，ωe　cαη伽4側η蜘e　8・」伽ηα8μ・ω5・五e6錫5耐iηeオん・加cti・n・Fk（X）α8

　　　　　　　　　　　　Fk（X）一｛書論辮（鰐妾（X）｝一nd一｝一i）・（5・）
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We・btain　tゐ・切・st　k＝k≦καnd　X＝Xn（＞0）彦ゐat・ati・fie8　Fn（XA）＝Oand
σk［ri．　D’（ρ）一（z（Xk）］＞o・Th・n　by　us吻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル

　　　　　　　　　　σk［rkD’（ρ）・一G（Xk）］＝σkalk［mrkD’（ρ）＋（m－1）σkG’（XA）］，　　（51）

プと）rk＝＝1，2，…　　，k，ωεcan　obtain　the　u　ni（lue　8et　Of　values，　sucゐtんαt　dik＞0，　k＝1，2，…　　，　k，

and　dik＋、＝・ik＋、＝…＝妬’＝0・that　・atisfi・・th・・わ・ve　relα彦甑ωhi・h　i・側吻…

solution．1翫e　mean　response　time　is

　　　　　　　　　　　　媒㈲＝銑洞＝μπ1D（ρ）＋（m　一一　1）dikσk・（i），／b剛1　i．　　　（52）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サゆ　　　　　　　　　　　ゆ
Prooft（b1）By　Lemma　3・1，we　have　shown　tha，tβゴ・＝βゴ’f（）r　every　pair　of（ゴ，1），　and

　　　　　　　　　　　　の
consequently，β歪＝ρfbr　all　i．

（b2）Hence・f・r・all　i，ゴ（≠i），〆（≠の，

　　　　　　　　　　　　　E㈱’k（’一一）＝ρ髭（蘇一鰍）D’（ρ）＋鰍（5）一9iゴ’k（i）．　　　（53）

Thus，　ifあ喚〉婿ゴ’h　for　some　i，ゴ（≠の，〆（≠の，　we　have：E雛；ゼゴ’k＞Osince　D’（ρ）＞0，　which

contradicts（37）．　Therefor6，　we　must　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ毎鳶＝諺たfbr　all　i，ゴ（≠の・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（54）

（b3）We　note　that　sinceΣゴ鰯ん＝1，倉om　the　assμmption　on　the　arrival　ratio　of　each

local．class　job，媒has　to　belong　to　the‘interval［0ラ1／（m－1）｝．　We　discuss　the　case　f6r

Types　G－I　and　G－II（a）a，nd　that　fbr　Type　G－II（b），　separately．

The　case　fbr　Types　G－I　and　G－II（a）

　　　We　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一：i5k、iik（i）＝＝　一ρZ（1一傭鳶）D’（ρ）＋ρ漁）．

where

　gk（hik）　＝　σk［G（σkdik）十σkXk（Z’（σん媒）1　（Type　G－1）or

鰍軌）＝σk［G（m（m－1）σkafk）＋（m－1）σ森（Z’（m（m－1）σぬ）］（Typ・G－II（a））．

　　　Let　us　define　the　function　flk　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　姻一一ρz・（1一圃D’（ρ）＋卿）・，　．　（55）

Clearly，　Hk　is　continuous　and　monotonically　increasing．

　（のFbr　local　class　Rik　such　that　P驚　D’（ρ）≦飯（0）＝σk，　we　have　Hk＠）＞Hk（0）≧Ofbr

　　　　any　x＞0，　which　proves　that　x＝Xk＝Ois　the　unique　optimal　solution．

　　　　Therefbre，　f（）r　local　class　Rik　such　thatρ是D’（ρ）≦蘇（0）・＝σk，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を㌃ゴk＝0，and　diiik＝1，　fbr　all　i，ブ（≠の．

　　　　The　mean　response　time　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tk（i）＝Tik（ゴ）＝μπ1・0（ρ），　f・・all・i．
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　（ii）　For　local　class　Rik　such　that　p2D’（p）　〉　gk（O）　＝＝　ak，　the　optimal　solution　is　uniquely

　　　　　given　as　followS：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ6ゴた＝あた，f6ra，lli，ゴ（≠の，　　　　　　　　tt．　　　　　　　　　　　（56）

　　　　　where　dik　is　the　unique　solution　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ量（1－M寂ik）D’（ρ）＝＝9k（あ海）．

　　　　　Therefore，　the　mean　・response　time　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　Tik一（x“’）　＝pak一”iD（p）＋（m－1）dikGk（x’），　for　all　i．

Therefore，　we　have　a　unique　local－class　optimum　solution　for　type　k．

The　case　for　Type　G－II（b）　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三琳、漉（勾＝一ρZ（1r・mXk）D’（ρ）＋9k（i）．

　　　We　can　find　the　set　of　hik，　k　＝　1，　2，…，　n，　as　the　itnique　solution　of　the　fpllowing　system

of　relations：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　pZ（1－mXk）D’（p）　＝　gk（i）　and　afk　2　e，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pZD’（p）　〈　gk（i）　and　Xk　＝O，　（57）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OS　Xh　Sl／（m－1），

where燃（i）＝σk　［G（m＠一1）Σ鳶σ罐た）十σk（m－1）娠（三’＠＠一1）Σんσ魑た）｝．

　　　The　relations　（57）　are　equivalent　to　the　following：

　　　　　ak［rkD’（p）一一G（X）］　＝　akXk［mrkD’（p）十（m－1）akG’（X）］　and　hik）O，

　　　　　ok［rkD’（p）　一’G（」Slr）］　〈　O　and　Xk　：O，　’（58）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦　諺た　≦1／（m－1），

where　we　recall　Tk　＝　pZak－i　and　we　denote　．Xt　：m（m　一一　1）2　k　ukfk．　Thus　if　denote　by・k

the　set　of　k　such　that　alk　〉　O，　then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　譲講ぞ鴇…雛（　　　　σkXウ　　　　　　　　x）　m（m－1）・．　・（59）

　　　We　easily　see　that　we　can　change　the　numbering　of　k　such　that　ri　2　r2　）　…　）　rk　）

…　）　r．t．　The　following　three　situations　can　occur：

　　　　　We　can　find　K　such　that　rktD’（p）　〉　1　and　rK＋iD’（p）K1，　（rel．（47））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or　r．，D’（p）　〉　1　（i．e．，　IS’＝　n’），　（rel．　（48））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or　riD’（p）　S　1　（rel．　（49））．

　　　When　（49）　helds，　we　c’an　find　a　unique　solution　of　Xk　＝　O　for　all　k　S　n’，　where　we

recall　that　n’　is　the　number　of　job　types　that　seek　local－class　optimization．
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　　When　（47）　or　（48）　holds，　we　can　find　a，　unique　solution　as　follows．　Recall　the　definition

（50）　of　the　function　Fk（X）　as

Fk（x）一｛書観r辮（総和’（x）｝一一　fi（歪、）・

Clearly，　fbr　k≦κ，　Fk（0）＞Oand」pk（X）is　continuous　and　monotonically　decreasing

with　increa8e　in　X（≧0）・Thus　fbr　each　k（≦K）there　exists　X＝Xk（＞0）that　satisf五es

Fh（Xk）＝0・Sinceメ47）・・（48）h・ld・，　we・an　find　th・la・g・・t　k＝k・u・h　that　afk＞0

（i・e・，rAD’（ρ）一（1（XA）＞0）・Then　given．X庵，　from　the　first　equation　of（58）we　can　obtain

aunique　set　of　values　fbr　di　k，1　≦　k　≦　k．　We　ea8ily　see　that　this　equation　assures　that

O＜：砺≦1／m＜1／（m－1），1≦k≦k’．The　set　of　values，：Zh，　k＝1，2，…　，k，　as　obtained
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ

above　and　di　k＝0，　k＝k｝十1，　k十2，・。・，n’，　is　the　unique　solution．

　　　We　can　see　it　as　follows：From　definition（50）we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ

職）一瞬）＋mr幽魂…鍵（Xk）・ （60）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ね

Thus　we　have　Fk＿i（Xk）〈Osince　Fk（Xk）＝＝Oand　the　second　term　of　the　right　hand　side

of（60）must　be　positive・

　　　Assume　that　we　have　another　feasible　solution　for　k’＝た一1・Then　we　have　Xk＿1＞O

such　that　Fk＿1（Xk＿1）・＝Oand餓＝・0．　Therefore　we　ha，ve

F％＿1（Xk）＜0二Fk＿1（X齢1）・

Therefbre，　since　Fk＿1（・）is　monotonically　decreasing，　we　must　have　XA＞Xk＿i　and　thus
　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ

（Z（Xk）＞G（X渇＿1）・　Consequently，　since　rk・0ノ（ρ）一（Z（Xk）＞　0，　we　ha；ve　rAD’（ρ）一

（Z（XA＿1）＞0・Theref（）re，　from（51），　i・e・，　the　first　relation　of（58），　we　must　have　dik＞0，

which　is　a　contradiction．

　　　In　a　similar　way，　for　k　and　k’such　that　rk＝rk’，we　can　show　that　either　hi　k＝媒’＝O

orあん，砺＞0．

　　　Therefbre，　we　see　that　we　have　the　unique　solution．　That　is，　we　can　obtain　the　unique

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りset　of　values　such　that　th　k＞0，　k＝1，2，…　，k，　and：㌃＋1・＝Xk＋2＝…　＝・hi　n’＝・0，　which

satis：fies　the　above　relation．

　　　The　mean　respon§e　time（52）is　obtained　by　noting　the　definitions（1），（7），（8），（9），

and（11）．ロ

Lemma　3．4　lf　there　exists　a　mix．　ed　optimum　for　the　network，　then　in　the　mixed　optimum，

tんεε・嬬・η晦ノ「・r勒ρekゴ・bsω伽g励al－clαss・ptimizati・n　is槻蜘e　and　is　givenα5

／blloω8’

　　　　　　　　　　　　亀一㈹＝0，ie”吻た＝0，α醐触；1，掴媚，ゴ（≠の・

The　mean　response　time　is

Tk（i）　＝　Tik（i）　＝　pak’一’D（p），　for　all　i．

Proof
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　づ
（c1）By　Lemma　3．1，we　have　shown　thatβゴ＝βゴ’fbr　every　pair　of（ゴ，ゴ’），and　consequently，

り
βドρ｛br　all　i．

18



（・2）W・n・xt・h・w　by・・nt・adi・ti・nβ｝鳶）＝β1タ）f・・ev・・y　pai・・f（〃），　whi・h　impli・・that

βρ＝ρた飴・曲．

　　　From（42）we　have　fbr　all　i，ゴ（≠の，〆（≠の，

　　　　　　　　　　　　　首糊’洞一嗣た）一β！夕））D’（β・）＋酬2）一〃2ゴ’k（i）． （6・）

　　　Assum・β｝鳶）〉β｝タ）f・・s・m・ゴand／．　W・・can・f・ll・w　th・・am・lin・・f　l・91・a・（・・一・），

（c1－2），　and（c1－3）in　the　proof　of　Le．mma　3・1，even　thoughβゴ＝ρfbr　all　i，　and　we　see

that　th・ab・∀・assumpti・n　1・ad・t・ac・nt・adi・ti・n・Th・・ef・・e　necessa・ilyβ！た）一β｝タ），and

・・nSeqU・ntlyβρ＝ρk・f・・all　i．

（c3）Now　from（42）we　have　fbr　aU　i，ブ（≠の，ゴ1（≠の，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ワ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝≡：馨ゴん；6アた（．x）　　＝　　〃ビゴた（宏）一〃毎’k（i）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（62）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りThus，　if吻た〉吻’k　fbr　some　i，ゴ（≠の，〆（≠の，kラwe　have臥西ぜノた≧0，　which　contradicts

relation（43）．　Therefbre，　we　must　h　ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　吻ド毎f・r・all　i，ゴ（≠の，

and丘om（31）a皿d（42）we　have　fbr　all　i，ゴ（≠の，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鞠廟（．．一一）＝ρ（5）＞o，

and　consequently丘om（29）we　have晦＝0．ロ

　　　Now　we　haマe　the　main　result　of　this　paper．

Theorem　3．1　Consider　a　network（ゾゐomogeneous　computers　with　several　types（ザブ。ゐ5

ωゐere　eαcん匁pe・卿庸ε5αcc・7伽g　t・（・4），（．θ一1）・r（B一π）．（翫εηノ’・r・the　netw・而ゐere

exists　a　u吻ue｛mixed｛rp伽um，ωん’icゐis　given　asノ’ollOωS，

㈲Tゐe5・1瞬・磯らノbr　ten，e　k　with　in伽伽α1・ptimizαti・n　is　unique　and　given　as／b11・ω5’

　　　　　　　　　　　　　鉱㈹・＝〇一・eり賜鳶＝0，and　aliih＝1，かα1砿ブ（≠の，

The　mean　response伽e　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tk㈲＝Tik㈲雲μπ1D（ρ），ノb剛l　i．

（B一∬）The　S・luti・η鋲ノb撹鯉e初・わ8ω備♂・cal－clαS8・P伽伽伽η蜘吻％eαπ428卿eη

α8／blloωs’

伽：rypes　G－1　and　G一∬ω

（のF…1・cα1・la・8職・u・h　th卿露D’（ρ）≦鰍0）＝σk，’i．・，，　rkD’（ρ）≦1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　動ド。，αηd毎ド1，ノ’・r　all　i，プ（≠の．

　　　　　The　mean　response　time　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tk（勾＝鶉洞＝μπ1D（ρ），プ’…aU　i．
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（ii）F…Z・cα1・1α・・Rik・u・h　th卿ZD’（ρ）〉鰍0）＝σk，　i…，rkD’（ρ）＞1，　th…ん伽

　　　is　given　as　fotlows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴiεゴん＝＝th　k，ノ「or　all　i，ゴ（≠の，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（63）

　　　ωゐe陀飯is　tゐe錫吻ue　sotution（ザ

　　　　　　　　　　　　　　　ρ舞（1　一　mdik）D’（ρ）＝鰍媒）

　　　　　　　　　　　　　　　＝ak［G（m（m－1）ukXk）．十ak（m－1）afkG’（m（m一一1）akXk）］．　（64）

　　　The　meart　response　time　is

　　　　　　　　　　乃㈲＝賑㈲＝μτ1D（ρ）＋＠一1）あんσ洞，／b剛直（46）

四四εσrπω
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　Thε801漉0ηis　given　as　in孟んεプb♂10ω吻．　We伽t　Cんαηgeオゐe　numbering（ガle　8駕Cゐ

tゐαオr、≧r2≧…≧rk≧…≧r。’，ωhere　n’is　tんe　number｛ザゴ・δゆe8オゐat　seek　tんε

local－cla8S‘optimization．　Theプ’・910wing　thTee　situαti・ns・Cαn・ccur’

　　　　　　　既canノ言nd　1ぐsucん彦んα彦r」KD’（ρ）　，＞　　1　and　rK＋1D’（ρ）≦1，　（47）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oゲ　rn’D’（ρ）　　〉　’1　（i．e．，1（＝η／），　　　　　　　　　（48）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or’rlD’（ρ）　≦　1．　　　　　　　　　　　　　（49）

陥・n（49）ん鵡ω・hav・　a　uniqu…1伽呵afk・＝　O　for　aZl　k≦h’，陥・η（47）・・（48）

ゐ・lds，ωe　cαη伽4α翻9錫e　8・ん診伽α5μ・ωS，五et　US　define　tゐe加cti侃Fk（X）as

　　　　　　　　　Fk（X）一｛書mr辮（鰐基（X）｝一一　m（歪、）・（5・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゲ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

既・btαin診るe　largest　k＝k≦．κand　X＝Xk（＞0）that　satisfies　Fk（Xk）＝Oand
　　　　　　　　　　　　　　　けσk［rk　D’（ρ〉一G（Xk）］＞o・Th・η伽蜘

　　　　　　　σk［rkD’（ρ）一G（Xk）］　・　akdik［mrkD’（ρ）＋（m－1）σkG’（XA）］，（51）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ’プbr　all　k．　for　k＝1，2，…，k，ωe　can・btain・tんe　u吻ue’set　of　vatues　such　tんα諺鋸＞0，k：

　　　　　　　の　1，2ヂ・・，k，　an｛t　tゐatあ薦＋1：＝藷薦＋2＝＝…　　＝：灘n’＝＝O　th　at　satisfies　theαbove　re9αtion・ωhich

is・a　u吻ue　solution，　The　meαn　response伽e　is

　　　　　　　　　乃㈲＝Tik㈲＝μπ1D（ρ）＋（m－1）thkGk　（i），　for　atl　ie（52）

（B一∬）The・S・lution　ikプbrオ騎ワe初・bs　with　gl・bα1－claSS・ptimizati・n　is翻que　and　is　given

α8プ「oltoωs∫

　　　　　　　　　　　　　虚ん一㈹＝0，ii・・，四二〇，αη砥ド1，　for　all　i，ゴ（≠の・

The　7ηeαη鰹脚nse　time　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tk　（i）＝η洞＝μπ1D（ρ），プ’…all・i．

Prooft　We　have　shown　that，　under　the　assumption　that　there　exists　a　mixed　optimum，　a

unique　solution　is　g二ven　a8　shown　in　the　above　lemr準ata　3．1，3．2β．3，and　3．4．On　the

other　hand，　we　can　see　that　solution　given　by　these　lemmata　and　shown　in　this　theorem

satisfies　the　definition　of　mixed　optimum．　We　therefbre　see　that　a　lnixed　optimum　exists

and　is　uniquely　given　as　above．□
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Remark　3．1　From　the　above　we　see　that　Braess－lik’e　paradoxical　performance　degrada一

彦i・η・CC駕・8・吻f・r・th・typa，・の・bs　seek吻Z・eal一・1α55・卿η伽伽and・tんat・am・ng・SU・ゐ．

聯・e・君ゐecゐαnces・ゾ蜘α・〃・漁・ba・i・・f・tゐ・values　Of　rk←ρ2／σk＝iPkWk／μ舞）．1フ繍

is，　the　performance　for　the　types　that　have　larger　arrival　rate　（ipk），　laTyer　processing　time

reguirem・畷μ寿1），　and・・ηα〃・・c・・η・η編・伽η諭η・剛舵m・nt　（・vF1），んα・m，・re・んαηce8

to　be　degraded．　The　performance　for　all　the　types　has　more　chances　to　be　degraded　with　a

laiyer　value　of　p　（＝　£h　pk）．　The　chanceS　of　paradoxes　are　independent－of　the　number　of

nodes，　m，

　　　The彦〃pe8　qプゴ・bs　seekin9　in伽i伽Z・r　99・bα1－clαSS・ptimizati・n　are　n・t　inf　ruenced　by

such　performance　degradation．

4 Numerical　Examples

We　consider　here　ExampIes　l　introduced　in　Section　2．　We　assume　thatμドμand　that
ipk　＝　1／n　for　all　k．　We　h　ave　p＝　1／pa，　pk　＝　1／（npa），　D（p）　＝　1／（1　一一　p），　and　wk－i　：t．

　　　Consider　that　type　k　jobs　seek　local－class　optimization．　We　therefore　note　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　rkD’（p）　一i＝　f1i’ZillkLWk　p’（p）　r　i＝　iiitui－lirisiipa　一　i）2　一　i’

（i）　lf　t　〉　1／｛n（pa　一一一　1）2｝，　then　ik　is　unique　and　given　by

i一㈹＝0，i・e。　hiiゴド0，　hiiik＝1，　for　all　i，ゴ〈≠i）・

The　mean　response　time　is

　　　　　　　　　　　　囎一囎一μπID（P）一f，、一一・，2，…，m・

It　is　the　same　for　other　types　of　jobs　that　seek　individual，　and　global－class　optima．

（ii）　lf　t　S　1／｛n（pa　一一一　1）2｝，ik　is　given　by

　　　　動ド素｛・一一・nt（μ一・）・｝，諺6結｛1＋（一・）頭μ一・）・｝，

　　　The　mean　response　time　is

for　all　i，　2’ i1　i）．　（65）

も　　　Tk（i）＝：：蝋2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一f，、＋観荒1オ｛・一頭μ一・）2｝，一・　（66）

For　some　parameters　（pa，　m，　n），NTk　．＝＝　Tk　（i）　attains　its　maximum　in　t　（i．　e．，　the　worst

performance），　that　we　denote　Tk，max（pa，　m，　n），　for

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　（67）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t＝＝　tk，max　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2n（pa　一一　1）2

We　h　ave

Tk，mak（pa，　m，n）　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛1　＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4mn（pa　一一　1）　　　　　　　　　　　　　　　pa　一1

1 m－1 （68）

21



Thus　if　we　add　the　communicatie’ 氏@lines　with　delay　t＝　tk，．．．　＝＝　1／｛2n（ps　一一　1）2｝　to．

the　system　that　has　had　no　communication　means，．the　rnean　response　time　Tik（i）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　一　1・

for　each　class　increases　in　the　amount　of　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i．e．，　．the　performance　de－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4mn（pa　一　1）2

grades）．　This　is　a　Braess－like　paradox．　We　de伽e　the　worst繍。（ザthe　performαnce

degradation　Ak（pa，m，　n）　in　the　pa，radox　for　type　k　jobs，　given　pa，n，　to　be

Ak（pa，m，n）　＝　Zlet21！！i1s．SEgtil：i：；Zts　一Z］kL£！Z！IL，max（pa，M，o，　nl）一　Tk，o（pa），

（69）

where　Tk，o（lt」t））　＝　1／（pa　一　1）　denotes　the　mean　response　time　of　type　k　jobs　for　given

pa　when　the　system　has　no　communication　means．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　m－1
Ak（pt，　m，　n）　＝
　　　　　　　　　　　　4mn（pa　一一　1）’

（70）

　　　We　examine　Example　l　with　m　t　5，　i，ε，，　the　system　with伽e　nodes，　and　consider

the　case：　u　：1．01．　We　consider　the　case　where　n　＝　4，　i．　e．，　the　total　number　of　classes　Rik

is　20．　Types　1，　2，　3，　and　4　jobs　seek　individual，　individual，　local－class，　and　global－class

optimization，　respectively．

　　　The　mean　response　time　is　Th，o（Jt，e）　＝　1／（pa　一一　1）　：　100　in　the　individual　optimum

（types　1　and　2，　i．　e．，　k　＝　1，2），　in　the　global－class　optimum　（type　4，　i．e．，　k　＝　4）．　That　is，

Ti，o　＝　T2，0　＝　T4，0　＝　100　independently　of　the　value　of　the　communication　time　parameter

t．　On　the　other　hand，　T3　＝＝　Ti3　depends　on　t　and　takes　its　maximum　value

T3（1．01，5，4）　＝　600　（see　（68）），

and　the　worst　ratio　of　the　performance　degradation　A3（pa，　m，　n）　in　the　paradox　is

A3（1．01，5，4）　＝　5　（i．e．，　500％　degradation）　（see　（69）），

when　t　＝＝　1／｛2（pa　一一　1）2｝　：　1250　（see　（67））．　Then，　from　（65）

砺3＝（1／5）｛1・・一一・・4t（μ一1）2｝＝1／10，　f・・all　2，ゴ（≠の，

diii3　＝＝　（1／5）｛1十4×4t（pa一一　1）2｝　＝3／5，　for　all　i．

In　this　case，賜3←2i），　i≠ゴ，　decrease　from　1／5　down　to』O　asオincreases丘om　O　to　2500

（＝＝　1／4（pa　一　1）2），　and　for　t　〉　2500，　no　forwarding　of　jobs　occurs．

　　’　lt　is　amazing　that　only　local　classes　Ri3，　i　＝　1，2，…　，5，　forward　a　part　of　their　jobs

equally　to　the　other　nodes　even　though　the　communication　delay　for　forwarding　is　much

greater　than　the　processing　delay　at　the　node　at　which　their　jobs　arrive．

　　　Furthermore　we　cohsider　other　values　of　pa　while　the　other　situations　are　kept　the　same

as　above．

　　　For　pa　＝　1．0001，　A3（1．0001，5，4）　＝　500　（i．e．，　50000％　degradation），

　　　and　for　pa　＝＝　1．0000001，　A3（1．0000001，5，4）　＝＝　500000　（i．e．，　50000000％　degradation），

etc．

　　　In　this　way，　we　see　that　the　worst　ratio　of　the　performance　degradation　A3（pa，　m，　n）　in

the　paradox　becomes　unlimitedly　large　as　pa　approaches　1．
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5 Concluding　Remarks

In　this　paper，　we　examined　the　model　consisting　of　symmetrical　nodes　with　identical

arrivals　to　all　nodes　where　forwarding　of　jobs　to　the　other　nodes　through　communication

means　with　nonzero　delays　may　clearly　lead　te　performance　degradation．　We　considered

the　mixed　optimization　where　each　job　type　seeks　distinct　level　of　distributed　optimization．

We　computed　explicitly　the　equilibrium．　We　observed　a　paradoxical　behavior　in　which　in

equilibrium　there　is　mutual　forwarding　among　nodes．　We　saw，　however，　that　such　a

paradoxical　behavior　may　occur　only’with　the　job　types　seeking　local－class　optimization

and　dees　never　occur　for　the　job　types　seeking　the　individual　（Wardrop）　and　global－class

optima，　in　this　symmetrical　node　model．

　　　We　established　the　uniqueness　of　a　mixed－eqUilibrium　in　which　different　classes　may

have　di丑brent　types　of　distributed　optimization（local－class，　global－class　and　individual

optimization）．　This　was　done　under　different　possible　assumptions　on　the　communication

means　（i．　e．，　dedicated　lines　and　bus－type　connection＄）．　lt　has　been　quite　hard　to　extend

the　proofs　to　more　general　assumptions．　lt　is　not　certain　whether　in　some　cases　of　the

co’高高浮獅奄モ≠狽奄盾氏@means　the　optima　may　still　be　unique．　lt　has　been　also　diflicult　for　us　to

anaiyze　asymmetrical　models．　These　are　open　future　problems．
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