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Abstract

　　In　this　paper　the　three　notions　of　generalized　controlled　（Aa（・），Bp（・））一invariance，　generalized　condi－

tioned　（Cry（・），Aa（・））一invariance　and　generalized　（A．（・），Bp（・），Cty（・））一invariance　for　uncertain　linear　w－periodic

discrete－time　systems　are　studied，　and　then　the　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problems　are　for－

mulated　and　their　solvability　conditions　are　presented．

　　　Keywords　：　Generalized　invariances，

Rejection，　Geometric　Approach
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1 Introduction

　　　［1］he　notions　of　controlled　（A，B）一invariant　subspaces　and　conditioned　（C，　A）一invariant　subspaces　were　stud一一

ied　by　Basile　and　Marro［2］　and　Wonham［14］　and　then　various　disturbance－rejection　problems　have　been　studied

using　those　invariant　subspaces　（e．g．，　［1］，　［5］，　［11］，　［14］）．　Futrther，　from　the　practical　viewpoint　the　parameter

insensitive　disturbance－rejection　problem　with　state　feedback　was　first　considered　by　Bhattacharyya［3］　in　the

case　in　which　tLhe　matrices　depend　linearly　on　uncertain　parameters　using　the　notion　of　generalized　controlled

（A，B）一invariant　subspa，ces．　Recently，　the　present　author［9］，　［10］　investigated　the　notions　of　generalized　condi－

tioned　（C，　A）一invariant　subspaces　and　generalized　（C，　A，．B）一pairs，　and　the　corresponding　problems　with　static

output　feedback　and　／　or　with　dynamic　compensator　were　studied．　Further，　simultaneous　versions　of　con－

trolled　（A，B）一invariant　subspaces，　conditioned　（C，　A）一invariant　subspaces　and　（C，　A，B）一pairs　were　investigated

by　Ghosh［4］　and　Otsuka　et　al．［8］　and　various　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problems　for　uncertain

linear　systems　in　the　sense　that　system’s　matrices　are　represented　as　convex　combinations　of　given　matrices

were　investigated．

　　　On　the　other　hand，　Grasselli　and　Longhi［6］　investigated　the　w－periodic　versions　of　controlled　（A，　B）一invariance

and　conditioned　（C，　A）一invariance　and　Shiomi，　Otsuka　and　lnaba［12］　investigated　the　w－periodic　versions　of　si－

multaneous　controlled　（A，　B）一invariance　and　simultaneous　conditioned　（C，　A）一invariance．

　　　The　objective　of　this　paper　is　to　study　the　notions　of　generalized　controlled　（A．（・），Bp（・））一invariance，　gener－

alized　conditioned　（Cor（・），Aa（・））一invariance　and　generalized　（A．（・），B6（・），C7（・））一invariance　for　linear　w－periodic

discrete－time　systems　and　to　study　the　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problems．

　　　The　present　investigation　is　organized　as　follows．　Section　2　gives　the　notions　of　some　generalized　invariances

and　their　properties．　ln　Section　3　the　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problems　are　studied．　Finally，

we　make　some　conclusions　in　Section　4．

2 Generalized　lnvariances

　　　First，　the　following　notations　are　used　throughout　this　investigation．　N　：＝＝　the　set　of　all　natural　numbers，

Z　：＝　the　set　of　all　integers，　ZW，　：＝　｛ko　十1，ko　十2，．．．，ko　十wlko　E　Z｝　for　w　E　．ZV，　RS　：＝　s　dimensiona1
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Euclidean　space　and　RP　X　g　：＝　the　set　of　all　p　×　g　real　matrices．　For　a　matrix－valued　function　A（・）　（A（le）　E

RPXg，　fo　E　Z），　lmA（k）　：＝　the　image　of　A（k），　KerA（k）　：＝　the　kernel　of　A（k）　and　A－i（k）9　：＝　｛x　E　R9　1　A（k，）x　E

n｝　for　a　subspace　S？　of　RP．　And　A（・）　is　said　to　be　w－periodic　for　a　given　w　E　IV　if　A（k）　＝　A（k　十　w）　for　all

k∈Z．For　asubspace－valued　function　V（・）（V（k）⊂丑5，k∈Z），τ／（・）is　said　to　beω一periodic：f（）r　a　givenω∈ハr

if　V（k）　＝　V（k　十　co）　for　all　k　E　Z．　Further，　O　indicates　the　zero　vector　of　a　linear　space　X　and　a　subspace　V　of

X　dimY　indicates　the　dimension　of　V．

　　　Next，　consider　a　family　of　linear　w－periodic　discrete－time　systems　｛S（cr，6，7）｝　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s（α，嗣・｛罐）ツ繍1傷恥（た）’

where　x（le）　E　X　：＝＝　R”，u（k）　E　U　：＝　RM，　y（k）　E　Y　：：　Re　are　the　state，　the　input　and　the　measurement

output，　respectively．　And　matrix－valued　functions　A．（・），　Bp（・）　and　C7（・）　are　all　w－periodic　and　have　unknown

parameters　in　the　sense　that

　　　　　　　　　　　　　　　　A．（k）　＝　Ao（k）　＋　dviAi（k）　＋　…＋　cM，A，（k）　：＝　Ao（k）　＋　AA．（k）　E　RnXn

　　　　　　　　　　　　　　　　Bp（k）　：　Bo（k）　＋　5iBi（k）　＋　…　＋　P，　B，（k）　：＝　Bo（k）　＋　ABp（k）　E　R”XM，

　　　　　　　　　　　　　　　　Cor（k）　＝　Co（k）　＋　7iCi（k）　＋…＋　7．C．（k）　：＝　Co（le）　＋　AC（7）（k）　E　ReX”，

where　cM　：＝　（cyi，…　，cvp）　E　RP，　P　：＝　（Gi，…　，Pg）　E　Rg　and　7　：＝　（7i，…　，7r）　E　Rr．

In　system　S（α，β，’γ）（Ao（k），一Bo（k），Oo（k））and（△・4α（k），△一Bp（k），△砧（k））represent七he　nominal　system　model

and　a　specific　uncertain　perturbation，　respectively．

Definition　2．1　Let　V（・）（V（k）cX）be　w－periodic　subspace－valued　function．

　　　（i）　V（・）　is　said　to　be　a　generalized　controlled　（A．（・），Bp（・））一invariant　if　there　exists　an　w－periodic　feedback

F（・）　（F（k）　E　RMXn）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Aa（k）　＋　Bp（k）F（k））V（k）　C　V（k　＋　1）

for　all　（dv，3）　G　RP　x　Rq　and　k　E　Z．　Further，　for　a　given　w－periodic　subspace－valued　function　A（・）　（A（k）　c　X），

define　the　following　class　of　w－periodic　subspace－valued　functions．

　　　　　　　　叫）ββ（’）；A（●））：＝｛V（●）iレ（●）isageneralizedcOnt「Olled（A・（●），％潔溜翻1た∈Z｝．

　　　（ii）　1／（・）　is　said　to　be　a　generalized　conditioned　（C，（・），A．（・））一invariant　if　there　exists　an　w－periodic　G（・）　（G（k）　E

RnXe）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A。㈲＋σ（le）c7（le））叩）⊂v（k＋1）

for　all　（cy，7）　E　RP　×　Rr　and　k　E　Z．　Further，　for　a　given　w－periodic　subspace－valued　function　e（・）　（e（le）一。　X），

define　the　following　class　of　w－periodic　subspace－valued　functions．

　　　　　　　y（ε（う；Cor（脚）：＝｛V（●）IV（●）’sage　”zedcOnd’t’Oned（C・（．），嘱螺ln調1た∈Z｝．

　　　（iii）　V（・）　is　said　to　be　a　generalized　（A．（・），Bp（・），Cry（・））一invariant　if　there　exists　an　w－periodic　feedback

H（・）　（H（k）　E　RM　Xe）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A。（k）＋Bβ（k）H（k）c7（k））叩）⊂v（k＋1）

f（）rall（α，β，の∈RP×Rq×R「a皿d　k∈Z．　Further，　define　the　fbllowing　class　ofω一periodic　subspace－valued

functions．

　　　　　　　　　Y（Aa（’），Bp（・），C7（・））　：＝　｛V（・）　1　V（・）　is　a　generalized　（A．（・），Bp（・），C，（・））一invariant　｝．　一
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Definition　2．2

　　（i）　V“（・）　is　said　to　be　a　maximal　element　of　V（A．（・），Bp（・）；A（・））　if　V＊（・）　E　V（A．（・），Bp（・）；A（・））　and

V（k）　c　Y＊（k）　（k　E　Z）　for　all　V（・）　E　V（A．（・），Bp（・）；　A（・））．

　　（ii）　V．（・）　is　said　to　be　a　minimal　element　of　V（e（・）jC，（・），A．（・））　if　V．（・）　E　V（E（・）；C．（・），Aa（・））　and　V＊（le）　C

V（k）　（k　E　Z）　for　all　V（・）　E　V（e（・）；　C7（・），Acy（・））・　一

　　The　following　two　theorems　are　the　w－periodic　versions　of　the　results　of　Bhattacharyya［3］．

Theorem　2．3　Let　V（・）（V（k）cX）be　w－periodic　subspace－valued　function．　Then，　the　following　three

statements　are　equivalent．

　　（i）　V（・）　E　V（Aa（・），　Bp（’）；A（’））．

　　（ii）　There　exists　an　w－periodic　feedback　F（・）　（F（k）　E　RM　Xn）　such　that

　　　　　　　　　　（Ao（k）　十　Bo（k）F（k））V（k）　c　V（k　十　1）　and　Bi（k）F（k）V（k）　C　V（k　十　1）　（i　＝　1，…　，g）

for　all　k　E　Z，　and　Ai（k）V（k）　c　V（k　十　1）　c　A（k　十　1）　（i　＝　1，…　，p）　for　all　k　E　Z．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q

　　（iii）A・㈲叩）⊂B・（k）∩町1（k）V（k・＋1）＋V（k＋1）・nd・Ai（le）V（k）⊂V（le＋1）⊂五（k＋1）（i＝1，…，P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た；1

for　all　k　E　Z．

Proof．　（（i）　e　（ii）　＝〉　（iii））　Since　the　proofs　easily　follow，　they　are　omitted．

（（iii）　〉　（ii））　Suppose　that　（iii）　holds．　Noticing　that　V（・）　is　w－periodic，　let　｛vi（k），…　，vt，（k）｝　be　a　basis　of　V（k）

and　let　｛vi（k），…　，vt，（k），　vt，＋i，・…，V．（k）｝　be　a　basis　of　X　satisfying　vjb（k）　＝　vj・（k　十　w）　（3’　一一　1，…　，n）．　Then，

there　exist　w－periodic　vector－valued　functions　72・（・）　and　w」・（・）　（1’　＝　1，…　，th）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

　　　　　　　A。（伽ゴ（k）一β。（嚇（k）＋wゴ（k），wh・・eγゴ（k）∈∩町1（馴k＋1）andωゴ（le）∈V（k＋1）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

Define　w－periodic　feedba，ck　F（・）　（F（k）　E　RM　Xn）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F瞬）一｛一つ㌻（k）　（i＝＝　1，…　　，オ舟O　（i　＝　tk　十　1，…　　，n）．）

Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ao（k）　＋　Bo（k）F（k））v，’（k）　＝　w」’（k）　E　V（k　＋　1）　（」’　＝　1，’”Jtk）

and
　　　　　　　　　　　　　　Bi（k）F（k）v，・（k）　＝＝　Bi（k）（一7，・（k））　E　V（le　＋　1）　（i　＝　1，…，q；2’　＝　1，…，tk），

which　proves　（ii）．　1

　　The　following　theorem　gives　a　computational　algorithm　of　the　maximal　element　of　V（Aa（・），Bp（・）；A（・））．

Theorem　2．4　Let　A（・）（A（le）CX）be　w－periodic　subspace－valued　function．　For　each　k　E　Z，　define　the

sequence　Vpa（k）　according　to

VO（k）：＝A（k）　and

vpt＋i（k）　：＝　vps（k）A　A，’i（k）（Bo（k）（1）　B，　i（k）vpa（k　＋　i）　＋　vpa（k　＋　i））　n　Ai’（k）vpa（k　＋　i）　n…nA，’i（k）vpa（k　＋　i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

（pa　2　O）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3



Then，　the｛bllowing　statements　hold．

　　（i）　　γμ＋1（k）⊂yμ（k）fbr　allた∈Z’andμ≧0．

　　（ii）　F・・且x・d　k・∈Zth・・e　exi・t・aゴ・≦max｛dim［聯）］1　le∈ZW。｝・u・h　th・t　Vゴ・（・）i・th・m・xim・l

element　of　y（・4α（・），．Bβ（・）；」L（・））．

Proof・Since　the　proof　of（i）fbllows　easily，　we　prove（ii）．　To　prove（ii）it　su伍ces　to　show晦e　fbllowing　two

claims．

Cl・im　1・Th・・e　exi・t・aブ・≦max｛dim［五（k）］1・le∈・ZW。｝・u・h　th・t　Vゴ。（・）∈y（A。（・）ββ（・）；A（・））・

Claim　2：V㈹⊂yμ㈹（た∈Z，μ≧0）fbr　all　elementレ（・）∈V（．4α（・），」Bβ（・）；A（・））．

（Proof　of　Claim　1）It　remarks　thatω一periodicity　of　VPa（・）（μ≧0）is　obvious．　Further，　it　fbllows．from（i）and

ω一periodicity　of　A（・）that　there　exists　aゴ。≦max｛dim［A（k）］lk∈Z鴛。｝such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ
Vゴ。（k）・＝Vゴ。（k）∩且δ1（le）（B・（k）∩B、　1（k）Vゴ。（k＋1）＋γゴ。（k＋1））崎1（岬。（le＋1）∩…吟1（k）Vゴ。（k＋1）（k∈Z）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　す
Vゴ・（k）⊂五（たい・（喫・（k）⊂B・（le）∩Bi　i（喫・（k＋1）＋γゴ。（k＋1）・nd・Ai（k）レゴ。（k）⊂γゴ。（k＋1）（i＝1，…，P）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i：＝1

1t　fbllows　from　Theorem　2．3　that　Wo（・）∈Vし4α（・），一Bβ（・）；孟（・））．

（Proof　of　Claim　2）Let　V（・）be　an　arbitrary　element　of　V（Aα（・），Bβ（・）；A（・））．　Then，　V（k）⊂A（k）＝Vo（k）fbr

all　k∈Z．　Assume　thatγ（k）⊂Vμ（k）f（）r　all　k∈Z，．　Then，　it　fbllows　from　Theorem　2．3　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　す
y（k）⊂γμ（k）∩且δ1㈲（B・（k）∩Br　’（le）V（fO＋1）＋V（le＋1））崎1（た）γ（k＋1）∩…∩且憂1（馴た＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　客τ1

　　　　　⊂γμ（k）∩孟δ1（k）（β・（k）∩Br　’（k）γμ（k＋1）＋W（k＋1））∩Aτ’（le）yμ（le＋1）∩…∩ぢ1（研μ（k＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　＝w＋1（k）（k∈z），

which　proves’ u（k）⊂yμ（k）for　all　k∈Zandμ≧0．　This　completes　the　proof　of　Theorem　2．4．■

　　The　fbllowing　two　theorems　areω一periodic　versions　of　the　results　of　Otsuka［10］and　are　dualities　of　Theorems

2．3and　2．4，　respectively．

Theorem　2．5　　Let　V（・）（V（k）⊂X）beω一periodic　subspace－valued　function．　Then，　the　fbllowing　three

StatementS　are　eqUiValent．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　（i）v（・）∈y（ε（・）；（］ty（・），ノ生α（・））．

　　（ii）There　exists　anω一periodic　G（・）（G（k）∈Rn×e）such　that

（ノ生。（k）十σ（海）σo（k））V（k）⊂V（k十1）andσ（k）Oi（k）V（k）⊂V（k十1）（i＝1，…　，り：f（）r　all　k∈Z，ノ転（k）V（k）⊂

V（k＋1）（i＝1，・・1，P）and・（k）⊂V（k）f・・all　le∈Z・

（iii）姻（V（k）∩Cδ1（k）Σq（k）V（le））⊂V（k＋1），　A、（馴k）⊂V（k＋1）（i－1，…，P）・nd・㈹⊂V（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iニ1
fbr　all　k∈Z．■

Theorem　2．6　　Letε（・）（ε㈹⊂X）beω一periodic　subspace－valued　function．　For　each　k∈Z，　de且ne　the

sequence　Vpa（k）according　to

τノb（k）：三＝ε（k）and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



賑＋・（k＋1）・一V・（k＋1）＋A・（k）（腿）∩0・”（k）Σα（嚇（k））＋A．・（帆（k）＋…＋Ap（k）玲（k）（μ≧0）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

Then，　the　following　statements　hold．

　　（i）　　VPt（k）⊂Vpa＋1（k）f（）r　all　k∈Zandμ≧0．

　　（ii）　　For　fixed　ko∈Zthere　exists　an　io≦max｛n　一　dimε（た）Ik∈Z鴛。｝such　that　Vi。（・）is　the　minimal

element　of　V（ε（・）；Cor（・），Aα（・））．圏

　　The　following　two　lemmas　are　used　to　prove　Theorem　2．9．

Lemma　2．7［7］　Let　V，　W（⊂X）be　subspaces．　Then，　there　exist　subspaces　Xo　and　XI　such　that　V＝

XI　e（V∩W），　X＝Xo　O　W　and　X1⊂Xo．■

Lemma　2．8［13］　Let　F∈Rm×n　and　T∈Re×n．Then，　there　exists　a　K∈Rm×乏such　that　F＝KT　if　and

only　if　KerT⊂KerF．圏

Theorem　2．9　　Letレ（・）（V（k）⊂X）beω一periodic　subspace－valued　function．　Then，　the　following　three

StaternentS　are　eqUiValent．

　　（i）v（・）∈y（Aα（・），Bβ（・），Cor（・））。

　　（ii）There　exists　anω一periodic　feedback　H（・）（H（k）∈Rm×e）such　that

（ノ40（k）十βo（k）H（k）（フ。（k））V（k）⊂1／（k十1）arLd　Bi（k）H（k）（乃（k）V（k）⊂V’（k十1）（i＝0，…　，q，ゴ＝0，…　，r；（i，ブ）≠

（0，0））for　allた∈Z，　and／li（k）V（k）⊂Y（k十1）（i＝1，…　，P）for　all　k∈Z．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　を　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　（iii）A・（k）V（k）⊂B・㈹∩βr1（k）V（k＋1）＋V（k＋1），A・（k）（V（le）∩051（k）Σα（k）V（k））⊂V（k＋1）and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴコユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼニユ

Ai（k）V（k）⊂V（k十1）（i＝1，…　，P）f（）rall　k∈Z．

Proof．（（i）⇔（ii））The　proofs　follow　easily．

（（ii）⇒（iii））The　proof　follows　from　Theorems　2．3　and　2．5．

（（iii）⇒（ii））Suppose　that（iii）holds．　Then，　from　Lemma　2．7　there　exist　subspacesψ（k）and　Xo（k）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゾ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　デ

V（k）＝φ（k）㊦（y（k）∩σδ1（k）Σ　C，㈹V（k）），X＝X・（k）㊥σδ1（k）Σ　C，（k）γ（伽ndφ（k）⊂X・㈹・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

N・w，1・t五（k）・Rn→Rn，　b・ap・・j・・ti・n　m・p・nt6　x・（k）・1・ng　oδ1（le）Σ　c，（k）咽・fu・th・・，1・t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ

Cv（ic＋1）：Rm→Rm，be　a　projection　map　onto∩Bi　i（le）V（k＋1）along（∩βポ1（k）レ（k＋1））⊥・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴニ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぎコユ
Th・n，・in・e雌）V（k）⊂lmB・（k）Qv（、＋、）＋V（k＋1），　th・・e　exi・t・an　A・（k）∈Rm×n・u・h　th・t（A・㈹＋

B・（k）Qv（le＋・）F・（k））V（k）⊂V（k＋1）・

D・丘n・戸（ll）・＝照）五（k）・Fu・th・・，1・t　P叩）・：R㌧Re，　b・ap・・j・・ti・n　m・p・nt・（Σ　C，（k）V（le））⊥・1・ng

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
　デ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

Σα（k）・V（le）・Th・n，　it・・n　be　ea・ily・bt・in・d　th・t　K・・pv（k）σ・（k）＝σ51（k）Σ　C，（k）V（k）・Thu・，　w・hav・

ゴニユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づニユ

K・・（一Pγ㈲0・（k））⊂K・・F（k）・

H・nce，　it　f・ll・w・f・・m　L・mmm・2．8　th・t　th・・e　exi・t・a照）∈Rmxe　・u・h　th・t♪（k）＝K㈹pv（、）0・（k）．　N・w，

define　H（k）：＝＝（？v（k＋1）K（k）Pv（k）・

Then，　we　have

（A・（k）＋B・（k）H（k）C・（k））γ（k）

＝（A・（k）＋B・（k）Qv（k＋・）戸（k））鰍）＋（A・（k）＋B・（k）Qv（k＋・）戸（k））（レ（k）∩0δ1（k）Σ　Ci（研（k））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た＝1
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＝（A・（k）＋B・（k）Qv（k＋・）E・（k）碓））φ（k）＋（A・（le）＋B・㈹Q咄・）一κ（k）PV（le）σ・㈲）（V（k）∩0δ1（k）Σα（研㈹）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

一（A・㈲＋B・（k）Qv（・＋・）F・（k））φ（k）＋A・㈹（V（k）∩0δ1（k）Σ　C，（k）V（k））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た：1
⊂γ（k十1），

On　the　other　hand

　　　　　　　　　　　　　Bi（k）H（k）Cj（k）V（k）　＝　Bi（た）（～v（k＋1）K（k）Pv（k）Cj（k）V（た）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂β・（k）Qv（k＋・）κ㈲片（・）Σα㈹γ㈲

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　｛o｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　V（k）　（i＝0，…　，q，ブ＝1，…　，r）．

Further，

　　　　　　　　　　　　　　Bi（k）H（k）00（k）V（た）　＝　Bi（k）（？Y（k＋1）K（k）Pγ（k）00（k）V（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂Bi（k）lmQv（k＋・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　Bi（k）∩Bi　i（k）V（k＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴコユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　V（k十1）　（i＝1，…　，q）．

．This　completes　the　proof．■

　　　　Concerning　the　three　generalized　invariances，　the　fbllowing　corollary　holds．

・Corollary　2．10　V（・）∈y（Aα（・），一Bβ（・），C7（・））if　and　only　if　V（・）∈V（Aα（・），一Bβ（・）；X（・））∩y（0（・）；C7（・），Aα（・）），

where　X（k）：＝Xand　O（k）：；Ofor　all　k∈Z．■

3　Parameter　Insensitive　Disturbance－Rejection

　　Consider　the　following　linearω一periodic　discrete－time　systems　S（α，β，7，6，σ）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（k＋1）　　＝＝　　ノ4α（k）x（kr）一←Bβ（k）u（k）一1－Mσ（k）ξ（k）

　　　　　　　　　　　s（α，β，’γ，6，σ）：　　　　y（k）　＝　　σγ（k）x（k），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z（k）　；＝　Dδ（為）x（k），k∈z

where　x（k）∈X：＝・Rn，　u（k）∈σ：＝Rm，ξ（k）∈Q：；Rη，　y（k）∈y：＝Re　and　z（k）∈Z：＝丑μare

the　state，　the　input，　the　disturbance，　the　measurement　output　and　the　controlled　output，　respectively，　and

Aα（・）ββ（・），σ，（・），D、（・）・nd　M。（・）・・e　allω一P・・i・di・・nd　hav・unce・t・inti・・whi・h・・e　assum・d　t・hav・．th・

following　unknown　parameters，　respectively．

　　　　　　　　　　A。（k）＝A・（k）＋α、且、（k）＋…＋・・，　A，㈹・＝A・（k）＋△A。㈹∈Rn×n，

　　　　　　　　　　Bβ（k）＝B・（k）＋βi　B、㈹＋…＋β9　Bg（k）・＝β・（k）＋△Bβ（k）∈Rn×m，

　　　　　　　　　　σ。（le）；0。㈹＋7、0、（k）＋…＋7。・Cr（k）・＝σ。（k）＋△σ。㈹∈Re×n，

　　　　　　　　　　Dδ（k）＝D。（le）＋6、D1（k）＋…＋δ、D、（k）・二D。（k）＋△Dδ（k）∈R9×n，

　　　　　　　　　　M。（k）＝M。（k）＋σ、Ml（k）＋…＋σ、M、（k）・＝M。（k）＋△M。（k）∈Rn×・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



where　ev　：＝　（or　i，…　，orp）　E　RP，　6　：＝　（5i，…　，Pq）　E　R9，　7　：＝　（7i，…　，7．）　E　Rr，　6　：＝　（6i，…　，6，）　E　RS，

a　：＝＝　（al，…，　crt）　E　Rt．

In　system　S（a，5，　7，　6，　u）　（Ao（k），　Bo（k），　Co（k），　Do（k），　Mo（k））　and　（AA．（le），　ABp（le），　AC7（k），　AD6（k），　AMa（le））

represent　the　nominal　system　model　and　a　specific　uncertain　perturbation，　respectively．

Now，　we　apply　to　system　S（cy，　B，　7，6，　a）　a　static　output　feedback　ofthe　form　u（k）　＝　H（k）y（k），　where　H（・）　（H（k）　E

RM　Xe j　is　an　w－periodic．　Then，　we　obtain　the　following　closed　loop　system　Sci（a，P，7，6）　a）・

　　　　　　　　　　　s・i（一σ）・撫に躍毒鷹騨））綿（た）ξ（k）

For　the　system　S，i（cy，B，7，6，　a）　we　use　the　notations　Ak，（k）　：＝　A．（k）　＋　Bp（K”）H（k）C．（k），　¢k．（le，ko）　：＝＝

Ak．（k　一　1）Ak，（k　一　2）…Agp，（ko）　for　k　〉　ko　and　Ok．（k，k）　：＝　1．，where　1．　is　an　（n　×　n）　identity　matrix．

Our　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problem　with　static　output　feedback　（PIDRPSOF）　can　be

stated　as　follows．　Given　w－periodic　matrix－valued　functions　Ai（・），　Bi（・），　Ci（・），　Di（・）　and　Mi（・）　of　the　system

5（α，β，’γ，6，の，find（if　possible）astatic　output　feedback　H（・）（H（k）∈Rm×e）which　isω一periodic　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D6（le）　2　¢gp，（k，　h＋1）M．（h）6（h）＝o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝k－nω

f（）rall　parame七ers（α，β，7，6，σ）∈．Rp×」配9×R「×R5×Rt，ξ（・）and　k∈Z　（cf．　see　e．9．，［12］）．

　　　This　problem　can　be　rephrased　as　follows．

Problem　3．1（PIDRPSOF）　Given　w－periodic　matrix－valued　functions　Ai（・），　Bi（・），　Ci（・），　Di（・）and　Mi（・）

for　system　S（cy，　P，　7，　6，　a），　find　（if　possible）　a　static　output　feedback　H（・）　（H（k）　E　RM　Xe）　which　is　w－periodic

such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　¢gp，（k，h＋1）lmM．（h）cKerD6（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a）　E　RP　×　Rg　×　Rr　×　RS　×　Rt　and　k　E　Z．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝k－7｝ω

for　all　parameters　（cM，P，7，6，　a）　E　RP　×　Rg　×　R’　×　RS　×　Re　and　k　E　Z．　一

Remark　3．2　lf　Cor（k）＝1．　for　all　k　E　Z，　then　the　Problem　3．1　reduces　to　the　parameter　insensitive

disturbance－rejection　problem　with　state　feedback　（PIDRPSF）．　一

　　　First，　necessary　and　suflicient　conditions　for　the　Problem　3．1　（PIDRPSOF）　to　be　solvable　are　given．

Theorem　3．3　The　problem　3．1（PIDRPSOF）is　solvable　if　and　only　if　there　exists　an（Aa（・），Bp（・），C7（・））一

invariant　（　or　equivalently　（A．（・），　Bp（・））　controlled　invariant　and　（Cor（・），A．（・））　conditioned　invariant　）　subspace－

valued　function　V．p7（・）　such　that

　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

　　　　　（i）　21mMi（le－1）cVa6，（k）cnKerDi（k）for　all（or，6，0r）ERP×Rg×Rr　and　k　E　Z，

　　　　　　　　　i＝o　i＝o
　　　　　（ii）　’A　H（Aa（’）iBp（’））Cor（’）iVap7（’））＃¢，

　　　　　　　　　　α，β，ツ

where　H（A．（・），Bp（・），　C，（・）；　V．p，（・））　：一一　｛　H．p，（・）　（H．p，（k）　E　RMXe）　：　w－periodic　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Aa（k）　＋　Bp（le）Hap7（k）C7（k））Vap7（k）　C　Vap7（k　＋　1）｝・
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Proof．（Necessity）Suppose　that　the　Problem　3．1　is　solvable．　Then，　there　exists　a　measurment　output　feedback

∬（・）（∬（k）∈Rm×e）which　isω一periodic　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣΦ蕊β。（k，h十1）lmM。（ゐ）⊂K・・D・（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝ん一ηω

f（）rall　parameters（α，β，’γ，δ，σ）∈Rp×Rg×R「×R5×Rt　and　fe∈Z．

Define　a　subspace－valued　functio11

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　ユ　　　　　　　　　　　　　　　オ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　隔（k）・＝ΣΦ蕊β。（勧＋1）Σ1醐（ゐ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝k＿nω　　　　　　　　　　　　i＝O

Then，　Vaβor（k）isω一periodic　and　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣIm雌一1）⊂隔（k）⊂∩K・・Di（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0　　　　　　9　　　　　　　　　　　　　　た；O

f・・a11α，β，7・whi・h　p・・v・・（i）・Fu・th・・，瑠。（k）V。β。（k）⊂V・β。（k＋1）whi・h　p・・v・・（ii）・

（Sufhciency）SupPose　that　there　exists　an（．Aα（・），Bβ（・），σγ（・））一invariant（or　equivalently（ノ1α（・），ββ（・））一controlled

invariant　and（（77（・），・4α（・））一conditioned　invariant）subspace－valued　function　Vaβ’γ（・）satisfying　the　stated　above

conditions（i）and（ii）．　Now，　it　can　be　easily　obtained

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImMσ（k－1）⊂Vaβor㈹⊂KerDδ（k）fbr　allα，β，’γ，6，σ・

Then，　we魑have

　た　ユ

ΣΦ9th（k，ん＋1）lmM。（ゐ）⊂

ん＝ん一ηω

c

c

　ん　ユ

ΣΦ嘉β，（k，ゐ＋1）脇（ん＋1）

ん；＝ん一πω

　ん　ユ

Σ％β。（k）

h，＝k－nω

垢β7（k）

KerDδ（k）

｛br　all　parameters（α，β，7，δ，σ）which　proves　that　the　Problem　3．1　is　solvable．■

　　　It　remarks　that　the　solvability　conditions　fbr　Theorem　3．3　depend　on　uncertain　parametersα，βand　7．

Further，　since　it　is　not　easy　to　find　a　subspace－valued　function　Vaβty（・）satisfying　the　conditions（i）and（ii）in

Theorem　3．3，　we　consider　a　generalized（．Aα（・），一Bβ（・），（77（・））一invariant　subspace－valued　function　as　one　of　Vaβ7（・）

satisfying　those　conditions．

Theorem　3．4　　1f　there　exists　aγ（・）∈y（且α（・），IBβ（・），σγ（・））such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣIm雌一1）⊂V（k）⊂∩K・・D・（k）f・・k∈Z，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O

then　the　Problem　3．1（PIDRPSOF）is　solvable．

Proof．　Suppose　that．there　exists　a　V（・）∈V（Aα（・），Bβ（・），C7（・））such　that　the　stated　above　conditions　are

，ati・fi・d。　Th・n，　th・・e　exi・t・anω一P・・i・di・fe・db・・k　H（・順（k）∈Rm×e）・u・h　th・t

Agp，（k）V（k）　c　V（k　＋　1）　for　all　（or，　6，　7）　E　RP　×　Rg　×　Rr　an　d　k　E　z．
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Further，

　　　　　　　　　　　　　　　せ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お

　　　ImM。（k－1）⊂ΣIm雌一1）・nd∩K・・D調⊂K・・D・㈲f・・all（σ，δ）∈丑オ×Ru　and　le∈Z・

　　　　　　　　　　　　　　i＝O　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O

Then，

　　　　　　　　　　　Φ9β。（k，ん十1）V（ん＋1）；蟷β。（k－1）島。（k－2）…堀β，（ん＋1）V（ん＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂鴫漁一1）鴫七一2）…鴫，（ん＋2）V（ん＋2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　▽r（k）fbr　all　k，ん十1∈Z（k≧ん十1）・

Hence，

　　　　　　ん　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ　ユ

　　　　　　ΣΦ編（k，ん十1）ImM。（ん）⊂ΣΦ鵠。（k，ん羊1）V（ん＋1）

　　　　ん＝＝k＿nω　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝k－nω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ　ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　Σレ（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん：＝た一ηω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；　レ（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝K・・D、（k）f…ll（α，β，・〉／，δ，σ）∈RP×R9×R「×RS×Rt，

which　imply　that　the　Problem　3．1　is呂olvable．■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お
C…lla・y　3．5　SupP・・e　that　V・（・）i・a－imal・1・m・nt・f　y（且。（・），Bβ（・）；∩K・・叫））and　V＊（・）i・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　オ

minim・1・1・m・nt・f　y（ΣIm雌C－1）；（ろ（・），A・（・））・1理＊（・）＝V・（・），　th・n　th・P・・bl・m　3・1（PIDRPSOF）i・

　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O
solvable．

Proof．　The　proof　fbllows　from　Corollary　2．10　and　Theorem　3．4．■

　　The　fbllowing　three　results　are　the　state　feedback　versions　of　Theorem　3．3，　Theorem　3．4　and　Corollary　3．5．

Theorem　3．6　　The　PIDRPSF　is　solvable　if　and　only　if　there　exists　an（且α（・），Bβ（・））一controlled　invariant

subspace－valued　fUnction　Yaβ（・）such　that

　　　　　　　　　オ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お

　　　　（i）ΣIm磁（k－1）⊂V。β（k）⊂∩K・・Di（le）f・・all（α，β）∈RP×R9　and・k∈Z，

　　　　　　　　iニO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　（ii）∩F（A。（・），Bβ（・）；v。β（・））≠の，

　　　　　　　　　α，β

where　F（Aα（・），Bβ（・）；Vaβ（・））：＝｛Faβ（・）（Faβ（k）∈Rm×n）　：ω一periodic　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A。（k）＋Bp（k）F。β㈲σγ（le））v。β（k）⊂v乙β（k＋1）・｝■

Theorem　3．7　　Assume　that（駅た）＝In（k∈Z）．　If　there　exists　a　subspace　valued　function　Y（・）∈

y（Aα（・），ββ（・）；X（・）），where　X（た）：＝Xfbr　all　k∈Zsuch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣIm磁（k－1）⊂V（k）⊂∩K・・Di（k）f・・all・k∈Z，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O

then　the　PIDRPSF　is　solvable．■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9



Corollary　3．8　　Assume
　　　　　　　　　　　　　　　お

V（A．（・），Bβ（・）；∩K・・D・（・））

　　　　　　　　　　　　　　iニ0

that　C．（k）　＝　1．　（k　E　Z）　and

．　lf

suppose　that　V’（・）　is　a　maximal　element　of

　t

21mMi（k　一　1）　c　V＊（k）　for　all　le　E　Z，

i＝o

then　the　PIDRPSF　is　solvable．　一

4 Conclusions

　　　In　this　paper　the　notions　of　generalized　controlled　（A．（・），Bp（・））一invariance，　generalized　conditioned　（C7（・），Aa（・））一

invariance　and　generalized　（A．（・），Bp（・），Cor（・））一invariance　were　introduced　for　linear　w－periodic　discrete－time

systems　and　then　their　properties　were　studied．　Further，　the　parameter　insensitive　disturbance－rejection　prob－

lems　with　static　output　feedback　and　／　or　with　state　feedback　for　uncertain　linear　w－periodic　discrete－time

systems　were　formulated，　and　t・hen　their　solvability　conditions　were　presented．
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