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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　In　this　paper　necessary　arid　sufficient’conditions　for　a　disturbance－rejection　problem　with　d．yn－a．mic．　com－

pensator　wH?堰fEh　was　investigated　by　Grasselli　and　Longhi　to　be　solvable　is　given　fol　linea－r　c42一一pgrioqic　disgret，e

lime　systems　wi’thout　assuVming　that　the　order　of　dynamic　compensator　is　equal　to　that　of　systgm　plant・

FurtheV秩C　the　minimal　order　of　compensator　which　is　necessary　for　the　solution　of　the　problem　is　also　inves－

tigated．

Keywords　：　Disturbance－Rejection，　Dynamic　Compensator，　w－periodic　Systems

1 Introduction

　　　In　the　framework　of　the　so－called　geometric　approach　Grasselli　and：Longhi［1，2］studied　the　notion　of

（A（・），B（・））一inva・i・n・e・nd（σ（・），双・））一inv・・i・nce・f・・1in・a・ω一P・・iqdi・discret・tim・・y・t・m・，　and　di・tu・bance一

，ej。，ti。n　p，。bl，m　with・t・t・fe・db・・k　h・・been・tudi・d．　Fu・th・・，　th・y・tudi・d　th・n・ti・n・f（0（・），A（・）β（・））一

P。i，　f。，1in・a・ω一P・・i・di・discret・tim・・y・t・m・and　by　u・ing　th・pai・necessa・y・nd・面・i・nt・・nditi・n・f・・

th。　di、tu，b。nce．，ejecti・n　p・・bl・m　with　dy…ic　c・mp・n・at・・（DRPDC）t・b…lvabl・w・・e　giv・n　und・・th・

。ssumpti。n　th。t　th…d・・（n）・f・y・t・m　pl・nt　i・equ・l　t・th…d・・（μ）・f　dynamic　c・mp・n・・t・・［3］・

　　　The　objective　of　this　paper　is　to　give　necessary　and　su伍cient　conditions　fbr　the　DRPDC　to　be　solvable　with一

。ut　assuming・n＝μ．恥・th・・，　th・minim・1・xt・n・i・n・・d・・whi・h　i・necessa・y・f・・th…luti・n・f　th・DRPDC

ロ　　　　　　　　　　　の

lS　glven・

　　　Th。　p，e，ent　inv・・tig・ti・n　i…g・ni・ed・・f・ll・w・．　Secti・n　2　giv・・th・n・ti・n・・f　tw・inva・i・nce・whi・h　w・・e

inv。，tig。t・d　by　G・asselli・and・L・nghi．　In　Secti・n　3　th・n・ti・n・f（C（・），A（・），B（・））一P・i・and　it・u・ef・1・e・ult・a「e

giv・n．　In　Secti・n　4　th・m・in・e・ult・a・e　giv・n．　Fin・lly，　w・m・k…m…n・luding・em・・k・in　S・・ti・n　5・

2 Preliminaries

　　　The　following　notations　are　used　throughout　this　investigation．　N　：＝　the　set　of　all　natural　numbers，　Z　：＝

the　set　of　all　integers，　ZW，　：＝　｛leo　＋　1，ko　＋　2，．．．，ko　＋　w｝　for　leo　E　Z　and　w　E　N，　RS　：’一　s　dimensional　Euclidean

space　and　RPXq　：＝　the　set　of　all　p　×　q　real　matrices．　For　a　linear　map　A　from　a　vector　space　X　to　a　vector

space　Y　lmA　：＝　the　image　of　A，　KerA　：＝　the　kernel　of　A，　Alv　：＝　the　restriction　map　of　A　on・a　subspace　V

of　X　and　A’i9：＝　｛x　E　X　I　Ax　E　9｝　for　a　subspace　S2　of　Y．　’The　notations　（D，or　and　ip　indicate　the　direct

sum，　the　isomorphic　and　the　empty　set，　respectively．　And　A（・）　is　said　to　be　w－periodic　for　a　given　w　E　N　if

A（k）　＝　A（le　＋　w）　for　all　le　E　Z．　For　a　subspace－valued　function　V（・）　（Y（k）　c　RS，le　E　Z），　V（・）　is　said　to　be

w－periodic　for　a　given　w　E　．N　if　V（le）　＝　V（k　十　w）　for　all　k　E　Z．
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　　　Now，　consider　a　linear　w－periodic　discrete－time　system　S　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s・｛x（k十1）　＝　A（k）x（le）十B（k）it（k　　y（k）　＝　C（k）x（k），kEZ）

where　x（k）　E　X　：＝　Rn　is　the　state，　u（k）　E　U：＝　RM　is　the　input，　y（k）　E　Y　：＝　RP　is　the　measurement　output

and　A（・）　（A（k）　E　Rn　Xn），　B（・）　（B（k）　E　R”XM）　and　C（・）　（C（k）　E　RPXn）　are　w－periodic．

Definition　2．1　Let　V（・）（V（k）cX）be　w－periodic　subspace－valued　function．

　　　（i）　V（・）　is　said　to　be　（A（・），　B（・））一invariant　if　A（k）V（k）　c　V（k　十　1）　十　lmB（k）　for　all　k　E　Z．

　　　（ii）　V（・）　is　said　to　be　（C（・），A（・））一invariant　if　A（k）（V（k）　n　KerC（le））　c　V（k　十　1）　for　all　k　E　Z．　D

Lemma　2．1　［1，　2］　Let　V（・）　（V（k）　C　X）　be　Lo－periodic　subspace－valued　function．

　　　（i）　V（・）　is　（A（・），B（・））一invariant　if　and　only　if　there　exists　an　w－periodic　feedback　F（・）　（F（k）　E　RM　X　n）　such

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（k）　十　B（k）F（k））V（le）　c　V（k　十　1）　for　all　k　E　Z．

　　（ii）　V（・）　is　（C（・），A（＋））一invariant　if　and　only　if　there　exists　an　w－periodic　G（・）　（G（k）　E　Rn　XP）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（k）十　G（k）C（k））V（k）　c　V（k　十　1）　for　all　k　E　Z．　M

　　　For　a　given　w－periodic　subspace－valued　function　A（・）　（A（k）　c　X），　define　the　following　two　classes　of　w－

periodic　subspace－valued　functions．

V（A（・），B（・）；　A（・））　：＝　｛V（・）　1　V（・）　is　（A（・），B（・））一invariant　and　V（k）　c　A（k）　for　all　k　E　Z｝．

叩（・）；・（・），A（・））・一｛V（・）IV（・）i・（・（・），A（・））一inva・i・nt・nd姻⊂V（k）f…11・k∈Z｝・

　　　Further，　the　following　definitions　are　introduced，

　　　F（V（・））　：＝　｛17（・）　：w－periodic　1（A（k）　十　B（k）F（k））V（k）　c　V（k　十　1）　for　all　k　E　Z｝．

　　　G（V（・））　：＝　｛G（・）：w－periodic　1（A（k）　十　G（le）C（k））V（k）　c　V（k　十　1）　for　all　k　E　Z｝．　t

Definition　2．2

　　（i）　V“（・）　is　said　to　be　a　maximal　element　of　V（A（・），B（・）；A（・））　if　V＊（・）　E　V（A（・），B（・）；A（・））　and　V（k）　C

V＊（ke）　（k　E　Z）　for　all　V（・）　of　V（A（・），B（・）；A（・））．

　　（ii）　V，（・）　is　said　to　be　a　minimal　element　of　V（A（・）；C（・），A（・））　if　V．（・）　G　V（A（・）；C（・），A（・））　and　V．（k）　C

V（k）（kEZ）forallV（・）ofV（A（・）；C（・），A（・））．　O

　　Then，　the　following　lemma　has　been　given．

Lemma　2．2　［1，　2］

　　（i）　V（A（・），B（・）；A（・））　has　a　maximal　element　V＊（・）　in　the　sence　of　Definition　2．2　and　its　computational

algorithm　is　given　as

　　　　　　　　　　VO　：＝　A（k）　（k　E　Z），

　　　　　　　　　　vi（le）：＝　A（k）AA－i（le）（Vi－i（k十1）十ImB（k））　（k　E　Z），　i＝　1，2，…　．

　　（ii）　V（A（・）；C（・），A（・））　has　a　minimal　element　V．（・）　in　the　sence　of　Definition　2．2　and　its　computational

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2



algorithm　is　given　as

　　　　　　　　　　　VO：＝ノ1（k）（k∈Z），

　　　　　　　　　　　Vi（k）：＝　A（k十1）十A（k）（Vi一’（k）nKerC（k））　（k　E　Z），　i一一一　1，2，…　．　O

3　（C（・），A（・），B（・））一pairs

　　　In　this　section　the　properties　of　（C（・），　A（・），　B（・））一pair　which　will　be　needed　in　the　Section　4　are　investigated．

　　　Consider　the　following　linear　w－periodic　discrete－time　system　Z　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（k＋1）　＝　　ノ4（k）x（k）一←B（た）u（k）一ト1レf（た）ξ（k），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（k）　＝　C（k）x（k），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z（k）　：　D（k）x（k），　kE　Z，

where　x（k）　E　X　：＝　Rn，　u（k）　E　U　：＝＝　RM，4（k）　G　Q　：＝　RS，　y（k）　E　Y　：＝　RP　and　z（k）　E　Z：＝　Rq　are　the　state，

the　input，　the　disturbance，　the　measurement　output　and　the　controlled　output，　respectively．

　　　Now，　introduce　a　compensator　（K（・），　L（・），　M（・）i　7V（・））　defined　in　W　：＝　Rpa　of　the　following　form　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛w（le　＋　1）　＝u（k）＝L（た）灘鑑）欝（ll）’　　　　・（1）

where　N（k）　E　Rpa×＃，　M（k）　E　Rpt　XP，　L（le）　E　RM　X　pa　and　K（k）　E　RM　XP．

If　a　compensator　of　th6　form　（1）　is　applied　to　system　2，　the　resulting　extended　system　Ze　on　the　extended　state

space　Xe：＝XO　W　is　easily　seen　to　be

　　　　　　　　　　　　［潟］一［A（k）撒1）o（k）繋）］［調＋［幣）］ξ（le），

　　　　　　　　　　　　・（k）一［D㈲・］［七四・

For　the　system　£e，　define

　　　　　綱・一［殻鶴］，Ae（k）・一［A（k）綴糠1）o（k）B耀）］，Me（k）二附）］，

　　　　　De（k）　：＝　［　D（k）　o　］，　¢e（k，leo）　：＝　Ae（k　一　1）Ae（k　一　2）…Ae（ko）　for　k　〉　feo　（k，ko　E　Z）　and

　　　　　¢e（k，k）　：＝　1．＋pt　（le　E　Z），　where　1．＋pa　is　the　identity　matrix　of　dimension　（n　十　ps）．

　　　Now，　the　difinition　of　（C（・），A（・），B（・））一pair　is　given．

Definition　3．1　Let　Vi（・），V2（・）（Vi（le），V2（le）cX）be　w－periodic　subspace－valued　functions．　A　pair（Vi（・），V2（・））

is　said　to　be　a’　（C（・），A（・），B（・））一pair　if　the　following　three　conditions　are　satisfied．

　　　（i）　Vi（・）　is　a　（C（・），A（・））一invariant．

　　　（ii）　V2（・）　is　an　（A（・），B（・））一invariant．
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　　　（iii）　Vi（k）　C　V2（k）　for　all　k　E　Z．　o

　　For　an　extended　system　2）e，　we　give　the　following　definitions．

Definition　3．2　Let　Ve（・）　（Ve（le）　c　Xe）　be　an　w－periodic　subspace　valued　function．　Ve（・）　is　said　to　be　an

Ae（・）一invariant　if　Ae（k）Ve（k）⊂Ye（た十1）fbr　all　k∈Z．　ロ

Definition　3．3　Let　Ve（・）　（Ve（k）　c　Xe）　be　an　w－periodic　subspace　valued　function．　’Then，　the　following　two

subspace－valued　functions　Vs（・）　and　Vp（・）　are　defined：

Vs（k）　：＝　（xEX

V，（le）：＝　（x　E　X

［　g　］　E　ve（k））　and

［　S　］　G　Ve（k）　for　some　zv　E　W）

　　　　　　　　　　　　　　　＝　Px（Ve（k）），

where　Px　is　the　projection　map　from　Xe　onto　X　along　W．　M

　　The　following　lemma　was　given　by　Grasselli　and　Longhi．

Lemma　3．1　［3］　lf　Ve（・）　is　an　Ae（・）一invariant　w－periodic　subspace－valued　function，　then　the　pair　（V，（・），　Vp（・））

is　a（0（・），A（・），B（・））一pair．　ロ

　　The　following　two　lemmas　are　used　to　prove　Lemma　3．4．

Lemma　3．2　lf　a　pair　（Vi（・），V2（・））　is　a　（C（・），　A（・），　B（・））一pair，　then　there　exist　F（・）　G　17’（V2（・）），　G（・）　E

G（Vi（・）），　Go（k）　E　Rn　XP，　Fo（k）　E　RM　X”　and　K（k）　E　RM　XP　such　that

F（k”）　＝　K（k）C（k）十Fo（k），　G（k）　＝　B（k）K（k）十Go（k），　KerFo（k）　）　Vi（k）　and　lmGo（k）　c　V2（k十1）　for　all　k　E　Z．

（Proof）　Suppose　that　a　pair　（Vi（・），　V2（・））　is　a　（C（・），　A（・），　B（・））一pair．

Claim　1：　There　exists　a　G（・）　E　G（Vi（・））　such　that　lmG（k）　c　V2（le　十　1）十lmB（k）．

To　prove　Claim　1，　choose　an　arbitrary　element　Gi（・）　G　G（Vi（・））．　Define　a　subspace　st（k）　such　that　Y　＝

C（k）Vi（k）　O　9（k）．　Further，　define　an　w－periodic　linear　map　G（k）　from　Y　to　X　such　that

G（k）：一
o撫）r（k）v’（k），

’Then，　it　can　be　easily　obtained　that　G（・）　E　G（Vi（・））　and　lmG（k）　C　V2（k　十　1）十lmB（k）．

Claim　2：　There　exists　a　K（k）　E’　RM　XP　and　Go（k）　E　Rn　XP　such　that　G（le）　＝　B（k）K（le）十　Go（k）　and

ImGo（k）　C　V2（k　＋　1）．

To　prove　Claim　2　let　｛yi，…　，yp｝　be　a　basis　of　Y．　Then，　it　follows　from　Claim　1　that　there　exist　an　xi（k）　G

▽〉（k十1）and　a畷た）∈σsuch　that　G（k）31i＝xi（k）十B（た）ui（k）．　De舳e　linear　mapsκ（k）from　y　toσand

Go（k）　from　Y　to　X　such　that　K（k）yi　：＝　z‘i（k）　（i　＝　1，…　，p）　and　Go（k）yi　：＝　xi（k）　（i　＝　1，…　，p）．　Then，　we　have

G（k”）　＝＝　B（k）K（k）　十　Go（k）　and　lmGo（k）　c　V2（k　十　1）　which　proves　Claim　2．

Now，　it　can　be　easily　obtained　that　V2（・）　is　（（A（・）　十　G（・）C（・）），B（・））一invariant．

Claim　3：　There　exists　an　Fo（k）　from　X　to　U　such　that　KerFo（k）　）　Yi（le）　and　（A（k）十G（k）C（k）十B（k）Fo（k））Y2（k）　C

V2（k　＋　1），
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To　prove　Claim　3　define　a　subspace　A（le）　such　that　X　＝　Vi（k）　O　st（k）　OA（k）．　Since　V2（・）　is　（（A（・）十G（・）C（・）），B（・））一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V2（k）

invariant，　there　exists　a　linear　map　F（k）　from　X　to　U　such　that　（A（le）十　G（k）C（k）十B（k）F（k））V2（k）　C　V2（k十1），

Further，　define　a　linear　map　Fo（k）　from　X　to　U　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　照）・一｛F（le）　on　st（k）　O　A（kO　on　Vi（k）．），

Then，　Eo（k）　satisfies　KerFo（k）　）　Vi（le）　and　（A（k）　十　G（k）C（k）　十　B（k）Fo（k））V2（k）　C　V2（le　十　1）　which　proves

Claim　3．　Finally，　define　F（k）　：＝　1〈（k）C（k）　十　Fo（k）．　Then，　it　can　be　easily　obtained　that　F（・）　E　F（V2（・））．　This

completes　the　proof．　M

　　Define　a　class　of　pairs　of　maps　as　follows．　・
P（Yi（’），V2（’））　：＝　｛（F（・），G（・））　E　F（V2（・））　×　G（Vi（・））　1　there　exists　a　K（k）　E　RM　XP　such　that　Ker（．F（k）　一

K（k）C（k））　）　Vi（k）　and　lm（G（k）　一　B（k）K（k））　c　V2（k　十　1）　for　all　k　E　Z．｝

In　fact，　if（Vl（・），V2（・））is　a（0（・），A（・），B（・））一pair，　then　P（Vl（・），レ〉（・））≠φ．

Lemma　3・3　Suppose　that　Vi　and　V2　are　subspaces　of　X　satisfying　Vi　c　V2　and　W　or　RdiMV2－diMVi．Then，

a　linear　map　R　from　V2　to　W　can　be　defined　such　that　KerR　＝＝　Vi．

（Proof）　Since　the　proof　follows　easily，　it　was　omitted．　D

　　The　following　lemma　plays　an　important　role　to　prove　the　main　theorem　in　the　next　section．

Lemma　3．4　1f　a　pair（Vl（・），V2（・））is　a（0（・），　A（・），　B（・））一pair，　then　there　exist　a　compensator（K（・），五（・），

M（・），　N（・））　on　W　and　a　Ve（・）　such　that

dimW　＝　dim（　2　V2（k））　一　dim（　2　Vi（k）），　Vi（k）　＝　Y，（k），　V2（k）　＝　V，（k）　and　Ve（・）　is　Ae（・）一invariant．

　　　　　　　　　　　kEzx，　hEzx，

（Proof）SupPose　tha，t（Vl（う，1コ口・））is　a（0（・），A（・），　B（・））一Pair．

Defue　W　：＝　Rpa，where　pa　：＝＝　dim（　2　V2（k））　一　dim（　2　Vi（k））．　From　Lemma　3．3　it　can　be　defined　that　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　leEzw，　kEzx，

linear　map　R　from（　2　V2（k））　to　W　such　that

　　　　　　　　　　　　　　kEZXo
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　KerR＝（2　Vi（le））・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kEZXo

Further，　define
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ve（le）　：＝　（　［　RX．（fyi）　］　lx（k）　E　V2（k））　c　x　o　w．

Then，　it　can　be　easily　obtained　V，（k）　＝　Vi（k）　and　Vp（k）　＝　V2（k）　for　all　le　E　Z．　Now，　it　follows　from　Lemma　3．2

that　there　exist　F（・）　E　F（V2（・）），　G（・）　E　G（Vi（・）），　Go（k）　E　Rn　XP，　Fo（k）　E　RM　X”　and　K（k）　E　RM　XP　such　that

F（k）　＝　Ai（k）C（k）　十　Fo（k），　G（le）　＝＝　B（k）K（k）　十　Go（k），　KerFo（k）　）　Vi（k）　and　lmGo（k）　C　V2（k）　for　all　k　E　Z．

Then，　there　exists　a　linear　map　L（k）　from　W　to　X　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L（k）R＝　一Fo（le）1（　2　v2（le））’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k∈鴛。

Further，　there　exists　a　linear　map　N（k）　from　W　to　W　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（k）Rlv，（k）　＝＝　R（A（k）　＋　B（k）F（k）　＋　Go（k）C（k））lv，（k）・

Define　M（fe）　：＝　一RGo（k）．　Theh，　it　can　be　proved　that　Ve（・）　is　Ae（・）一invariant．　This　completes　the　proof．　0

4　Disturbance－Rejection

　　　In　this　section　a　disturbance－rejection　problem　with　dynamic　compensator　is　formulated　and　then　necessary

and・u缶・i・nt・・nditi・n・fo・th・p・・bl・m　t・b…1・・bl・a・e　giv・n　wit与・ut　assuming　th・t　th…d…fdynami・

compensator　is　equal　to　that　of　system　plant．

　　　Consider　an　extended　system　Xe　in　the　Section　3．　The　disturbance－rejection　problem　can　be　stated　as　follows．

Given　w－periodic　matrix－valued　functions　A（・），　B（・），　M（・），　C（・）　and　D（・）　of　the　system　Z，　find　（if　possible）　a

compensator（K（・），五（・），．M（・），　N（・））such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　De（k）　2　¢e（k，　h　＋　1）Me（h）6（h）　＝　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h＝ko

for　all　6（・）　and　all　k　E　Z，　where　ko　is　an　initial　time．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1

　　　Noticing　that　a　subspace　generated　by　the　disturbances　6（・）　is　2　¢e（k，h　＋　1）lmMe（h），　disturbance　rejec－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h；ko

tion　problem　with　dynamic　compensator　can　be　formulated　as　follows．

Disturbance－Rejection　Problem　with　Dynamic　Compensator　（DRPDC）　Given　w－periodic　matrix－

valued　functions　A（・），　B（・），　M（・），　C（・）　and　D（・）　of　the　system　X，　find　（if　possible）　a　co．mpensator　（K（・），　L（・），．

M（・），　N（・））　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　¢e（k，h　＋　1）lmMe（h）　c　KerDe（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝ko

for　allkEZ．　D

　　　The　following　theorem　is　the　main　result．

Theorem　4．1　The　DRPDC　is　solvable　if　and　only　if　there　exists　a　（C（・），A（・），B（・））一pair　（Vi（・），V2（・））　such

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImM（k　一　1）　c　Vi（k）　c　V2（k）　c　KerD（k）　for　all　k　E　Z．

In　this　case，　the　minimal　extension　order　which　is　necessary　for　the　solution　of　the　DRPDC　is　given　by

　　　　　　　　　min｛dim（　2　V2（k））　一　dim（　2　Vi（le））　1（Vi（・），　V2（・））　is　a　（C（・），A（・），B（・））　一pair　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　leEzw，　hEzx，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImM（k　一　1）　c　Vi　（k）　c　V2（k）　c　KerD（le）　for　all　k　E　Z｝．

（P…f）（Necessity）SupP・・e　th・t　th・DRPDC　is　s・1v・bl・．　Th・n，　th・・e　exi・t・…mp・n・at・・（K（・），五（・〉，　M（・），

N（・））　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　¢e（k，h＋　1）lmMe（h）　c　KerDe（k）　for　all　k　E　Z．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝ko
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　　De丘ne，　a　subspace

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レe（k）・；ΣΦe（k，ん＋1）lmMe（ん）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝ko

　　Then，　since　Ve（・）isω一periodic　and．4ε（・）一invariant，　it　follows　from　Lemma　3．1that（Vs（・），Vp（・））is　a（0（・），A（・），

　　B（・））一pair．　Futher，　it　can　be　easily　obtained　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImM（k－1）⊂Vs（k）and　Vp（k）⊂KerD（k）．

　　Thus，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImM（k－1）⊂Vs㈹⊂Vp㈹⊂KerD（た）f（）r　all　k∈Z・

　　（Suf丑ciency）SupPose　that　there　exists　a（0（・），A（・），β（・））一pair（Vl（・），V2（・））such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImM（k－1）⊂巧㈲⊂V2（k）⊂KerD（k）f‘）r　all　k∈Z．

　　Then，　it　follows　from　Lemma　3．4　that　there　exist　a　compensator（K（・），五（・），、M（・），N（・））on　W　and　a　Ve（・）such

　　that

　　　　　　　　　　　　　　dimW＝dim（ΣV・（k））一・dim（Σ照）），照）＝V、・（k），　V・（k）＝Yp（k）・nd

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fO∈zx。　　　　le∈zx。

、　Ve（・）i・Ae・一inVg・iant，　Wh・・e照）・一｛［劇1偲（騨）｝・

　　Then，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImMe（k－1）⊂ve（k）⊂KerDe（k）．

　　Thus，

　　　　　　　　　　　　　　　　k－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1

　　　　　　　　　　　　　　　　ΣΦe（k，h十1）ImMθ（ゐ）⊂Σ照）一ve（k）⊂K・・Dε㈹fo・all・k∈Z・

　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝le　o　　　　　　　　　　　　ん＝ko

　　which　implies　the　DRPDC　is　solvable．

　　The　minimal　extension　order　of　compensator　which　is　necessary　f（）r　the　solution　of　the　problem　fbllows　from

　　the　proof　of　suf丘ciency．　□

　　Corollary　4．1　The　DRPDC　is　solvable　if　and　only　if　V，（k）　⊂　V＊（k）f（）r　all　k　∈　Z，　where

　　V＊（・）：＝maxV（A（・），B（・）；KerD（・））and　V．（・）：＝miny（Im．M（・一1）；σ（・），A（・））．

　　（Proof）The　proof　follows　from　Theorem　4．1．□

5　Concluding　Remarks

　　　In　this　paper　necessary　and　sufficient　conditions　for　a　disturbance－rej　ection　problem　with　dynamic　compen－

sator　to　be　solvable　were　given　for　linear　w－periodic　discrete－time　systems　without　assuming　that　the　order　of

dynamic　compensator　is　equal　to　that　of　system　plant．　Further，　the　minimal　extension　order　of　compensator

which　is　necessary　for　the　solution　of　the　problem　was　given．　The　results　in　this　paper　are　extensions　of　the

results　of　Schumacher［4］　to　w－periodic　version．
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