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Abstract

In　this　paper　we　propose　higher－order　rewrite　systems　with－

out　bound　variables．　ln　order　to　prove　their　confluence　un－

der　the　assumption　of　orthogonality，　we　study　a　simple　proof

method　which　employs　a　characterization　of　the　diamond

property　of　a　parallel　reduction．　By　an　application　of　the

preof　method，　we　obtain　a　new　confiuence　result　for　orthog－

onal　higher－order　conditional　rewrite　systems．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　In　this　paper　we　propose　higher－order　rewrite　systems　without

bound　variables．　ln　order　to　prove　their　confiuence　under　the　assump－

tion　of　orthogonality，　we　study　a　simple　proof　method　which　employs

a　characterization　of　the　diamond　property　of　a　parallel　reduction．　By

an　application　of　the　proof　method，　we　obtain　a　new　confiuence　result

for　orthogonal　higher－order　conditional　rewrite　systems．

1 Introduction

Higher－order　rewriting　is　a　computation　model　which　deals　with　higher－order

terms．　Higher－order　functions　and　bound　variables　are　usually　used　for　con－

structing　the　set　of　higher－order　terms．　The　use　of　bound　variables　enriches

the　deScriptive　power　of　higher－order　rewrite　systems．　However，　it　makes

the　computation　mechanism　more　complicated．　For　example，　consider　the

following　two　specifications　of　the　addition　function　in　Peano　arithmetic．

The　rewrite　rules　on　the　left　is　of　first－order　rewriting　and　on　the　right　is　of

higher－order　rewriting．

　　O十6c　一　x

S（x）十y　一〉　S（c十y）

　　　Az．O十。　一　Ax．x
Ascy．S（c）十y’一一一〉　，）txy．S（x十y）

The　presentation　of　the　higher－order　rewrite　systen　t　in　this　introduction　is

based　on　［vR99］　with　a　slight　change　in　notation．　Examples　of　computations
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in　two　systems．　are：

s（s（o）十〇）　．　s（s（o十〇）） S（S（O）十〇）　．　S（（Axy．S（x）十y）OO）

．　S（（Axy．S（v十y））OO）

．　s（s（o十〇））

Here，　the　underlined　subterm　is　computed　in　each　step．　The　computational

mechanism　in　first－order　rewriting　is　simple：　we　replace　a　subterm　which

matches　the　left－hand　side　of　a　rule　to　the　corresponding　right－hand　side．

On　the　other　hand，　additional　steps　for　dealing　with　bound　variables　（beta

expansion　and　reduction）　are　required　in　higher－order　rewriting．

　　　In　this　paper，　we　propose　higher－order　rewrite　systems　whose　compu－

tational　behaviour　is　the　same　as　first－order　rewriting．　Based　on　the　new

definition　of　higher－order　rewrite　systems　（given　in　the　next　section）　we　in－

vestigate　the　confluence　property　of　the　rewrite　systems．　We　first　study

a　method　for　proving　confluence　using　parallel　reduction　（in　Section　3）．

Based　on　the　proof　method　introduced，　we　prove　the　confluence　of　orthog－

onal　higher－order　rewrite　systems　（in　Section　4）．　This　confiuence　result　is

further　extended　to　the　case　of　conditional　higher－order　rewriting　（in　Section

5）．

2 Higher－Order　TRS　without　Bound　Variables

We　assume　the　reader　is　familiar　with　abstract　rewrite　systems　（ARSs）　and

（first－order）　term　rewrite　systems　（TRSs）．　ln　this　section　we　propose　a　sim一

ple　extension　of　first－order　rewrite　systems　（cf．　［DJ90］，　［Klo92］，

to　the　higher－order　case．　As　opposed　to　previous　works　（e．g．

tory　Reduction　Systems　［Klo80］，　Higher－Order　Rewrite　Systems

our　higher－order　extension　dispenses　with　bound　variables．

［BN98］）

Combina一
［NP981），

　　　Arities　are　used　for　the　purpose　of　constructing　well－formed　terms．　ln

the　first－order　setting，　an　arity　is　just　a　natural　number　denoting　the　number

of　arguments　of　a　function．　We　generalize　the　notion　of　arity　in　order　to

construct　higher－order　terms．

Definition　1　（arity）

The　set　ofαrities　is　the　smallesもset　A　which　contains　the　bαseαr吻Oand

satisfies　the　property　that　（cui一・・cM．ce）　E　A　whenever　ori，．．．，cvn，or　E　A　with

n≧1．We　call　a　non－base　arity　a加。孟づ。ηα吻．　The　outermost　parentheses

of　an　arity　may　be　omitted　when　no　confusion　can　arise．
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Example　2　（arity）

The　following　table　contains　some　examples　of　arities　and　their　intuitive

meamngs．
　■≠窒撃狽凵E 　　　　．高?≠獅撃獅

0 avalue
00 afunction　with　one　argument

000 afunction　with　two　arguments
（00）0 afunction　which　takes　a　fhnction　as　an　argument

0（00） afunction　which　returns　a　function

Definition　3　（term）
Let　V［a］　be　a　set　of　variable　symbols　of　arity　or　and　C［a］　be　a　set　of　constant

symbols　of　arity　or，　for　every　arity　or．　The　set　T（V，　C）［a］　of　（higher－order？

terms　of　arity　or　is　the　smal｝est　set　satisfying　the　following　two　proper－

ties：

（1）　lftE　V［a］　uC［a］　then　tE　T（v，　c）［al，

（2）　lf　n　｝）　1，　to　E　T（V，　C）［ai’”an　a］，　and　ti　E　T（V，　C）［ad　for　i　＝　1，．．．，n，

　　　　then　（to　ti…t．）　E　T（V，　C）［a］．

We　also　define

　　　　　V－UV［a］，　C－UC［a］，　and　T（V，C）一UT（V，C）［a］．

　　　　　　　　　ctzEA　aEA　aEA
In　order　to　be　consistent　with　the　standard　definition　of　first－order　terms，　we

use　to（ti，．．．，tn）　as　an　alternative　notation　for　（to　ti…t．）．　The　outermost

parentheses　of　a　term　can　be　omitted．　To　enhance　readability，　infix　notation

is　allowed．　We　use　the　notation　t［a］　to　make　the　arity　or　of　a　term　t　explicit．

　　　Note　that　we　do　not　confuse　non－variable　symbols　with　function　symbols

as　in　the　first－order　case，　because　a　variable　symbol　of　non－base　arity　express

a　function．　The　term　to　in　a　term　of　the　form　（to　ti　…t．）　expresses　a　function

which　is　applied　to　the　arguments　ti，…　，t．．　ln　the　higher－order　case　we

allow　arbitrary　terms，　including　variables，　at　the　position　of　to，　while　only

constant　symbols　are　allowed　in　the　first－order　case．　Thus　a　set　of　first－

order　terms　is　obtained　as　a　subset　of　higher－order　terms　which　satisfies
both　V［CM］　＝　／　whenever　or　1　O，　and　C［ai”’orn　a］　＝＝　／　whenever　ori　＃　O　for

some　i　or　or　1　O・

Definition　4　（head　symbol　and　variable　set）

Let　t　be　a　term　in　T（V，　C）．　The　head　symbol　head（t）　of　t　is　defined　as

follows：
　　　　　　　　　　　　　　head（t）　＝＝　｛　thead（to）　1’ilSYtoUtF”’tn）．
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The　set　of　variable　symbols　contained　in　t　is　denoted　by　Var（t）．

　　　The　term　to　in　a　term　（to　ti…t．），　which　expresses　a　function，　may　be

rewritten　in　higher－order　rewriting．　This　fact　should　be　reflected　to　the

definitions　of　position　and　substitution．

Definition　5　（position）

A　position　is　a　sequence　of　natural　numbers．　The　empty　sequence　E　is　called

the　root　position．　Positions　are　partially　ordered　by　S　as　follows：　p　S　q　if

there　exists　a　position　r　such　that　pr　＝＝　q．　The　set　of　positions　in　a　term　t　is

denoted　by　Pos（t）．　The　subterm　tlp　of　t　at　position　p　is　defined　as　follows：

tl・一 o1講二器．唱㌃論一iq．

The　term　obtained　from　a　term　s　by　replacing　its　subterm　at　position　p　with

a　term　t　is　denoted　by　s［t］p．　The　set　Pos（t）　is　divided　into　three　parts．　We

say　p　E　Pos（t）　is　at　a　variable　position　of　t　if　tlp　E　V，　at　a　constant　position

if　tlp　E　C，　otherwise　p　is　at　an　application　position．　We　denote　the　set　of

variable　positions，　constant　positions，　and　application　positions　in　a　term　t

by　Pos．（t），　Posc（t），　and　Pos．（t），　respectively．

Definition　6　（substitution）

A　substitution　a　is　a　function　from　V　to　T（V，　C）　such　that　its　domain，　de－

fined　as　the　set　｛x　E　V　1　a（x）　7E　x｝，　is　finite　and　a（x）　E　T（V，　C）［a］　when－

ever　c　E　V［a］．　A　substitution　a：　V　一一一〉　T（V，　C）　is　extended　to　the　function

O：T（V，　C）　一一〉　T（V，　C）　as　follows：

u（t）一
o臨（t、）…ぴ（オ。））｝1餓鉱）．

We　will　write孟σinstead　ofび（t）．　A　renαm吻is　a　bijective　substitu七ion　from

V　to　V．　Two　terms　t　and　s　are　unifcable　by　a　unifier　a　if　sa　＝　to．

Definition　7　（rewrite　rule）

Let　T（V，　C）　be　a　set　of　terms．　A　rewrite　rule　is　a　pair　of　terms，　written　as

l　一〉　r，　such　that

　e　Var（r）　g　Var（1），

　e　head（1）　E　C，　and

　e　1　and　r　are　of　the　same　arity．
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The　terms　1　and　r　are　called　the　left－hand　side　and　the　right－hand　side　of

the　rewrite　rule，　respectively．　Let　R　be　a　set　of　rewrite　rules．　We　call

’R＝（R，V；0）a吻んer一・rder・term・re翻te　system　（・〃伽・ut・b・und・vαriablesノ．

In　this　paper，　we　simply　call　71　a　TRS．

Definition　8　（rewrite　relation）

Let　71）　＝　（R，　V，　C）　be　a　TRS．　We　say　a　term　s　rewrites　to　t，　and　write

s　一＞R　t，　if　there　exists　a　rewrite　rule　1　一〉　r　E　R，　a　position　p　E　Pos（s）　and

a　substitution　a　such　that　s　tp　＝　la　and　t　＝　s［ra］p．　We　call　the　subterm　s　lp

a　redex　of　s．　ln　order　to　make　the　position　p　of　a　rewrite　step　explicit，　we

also　use　the　notation　s　一：P一＞7z　t．　Especially，　a　rewrite　step　at　root　position　is

denoted　by　一S＞7z　and　a　rewrite　step　at　non－root　position　is　denoted　by　2E’＞R．

When　the　underlying　TRS　7il　is　clear　from　the　context，　we　may　omit　the

subscriptフ之in→フヒ．

　　　It　is　easy　to　see　that　every　variable　symbol　is　in　normal　form　because　of

the　second　restriction　imposed　on　the　rewrite　rules．　The　following　examp｝e

shows　that　a　simple　functional　programming　language　with　pattern　match－

ing　can　be　modeled　by　higher－order　term　rewrite　systems　without　bound

variables．

Example　9　（higher－order　rewriting）
Let　C　＝　｛O［O］，S［OO］，　fi［O］，　：［OOO］，　map［（OO）OO］，o［（OO）（OO）（OO）］，twice［（OO）（OO）］｝，　where　：

and　o　are　infix　constant　symbols，　and　the　set　of　variable　symbols　V　contains

x［o］，ms［o］，．F［oo］，　and（］［oo］．　We　de丘ne　the　set　of　rewrite　rules　R　as　follows：

R＝

map　F口
map　F　（x　：　is）

（F　o　G）　x

twice　F

．

．

．

．

目

17x：　map　P’　zs

17　（G　x）

FoF
Examples　of　rewrite　sequences　of　the　TRS　71　＝　（R，　V，　C）　are：

　　　　　　　map　（twice　S）　（O：ll）　一R　map　（S　o　S）　（O：O）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一＞R　（SoS）O：　map　（SoS）　ll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一＞R　s（so）　：　map　（sos）　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→フ≧　S（SO）　：　［］

　　　　　　　map　（twice　S）　（O：O）　一R　（twice　S）O　：　map　（twice　S）　［］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一R　（SoS）O：　map　（twice　S）　ll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一＞R　S（SO）　：　map　（twice　S）　［］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一R　S（SO）　：．　O

where　underlined　redexes　are　rewritten．
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3 Confiuence　by　Parallel　Moves

In　this　section　we　develop　a　method　for　proving　confluence　using　parallel

reduction．　We　assume　the　reader　is　familiar　with　the　basic　notions　of　ab－

stract　rewrite　systems　（ARSs）．　For　more　detailed　descriptions　on　abstract

rewriting，　see，　for　example，　Klop’s　survey　［K｝092］．

Definition　10　（properties　of　an　ARS）

Let　v4　＝　（A，　一〉）　be　an　ARS．　We　use　the　following　abbreviations：

property definition abbreviation

ノthas　the（距αmoη4」ρ｛ropeγ・勿

@　　　　》4iS　COγ昴Uθη舌

　←・→⊂→・←　　　　　　　一

魔ｭ一・→＊⊂→＊・＊←　　　　　　　一

◇（→）

bR（→）

Lemma　11　（confiuence　by　simultaneous　reduction）
Let　（A，　一〉）　and　（A，　c一〉）　be　ARSs．

（1）　O（一〉）　＃　CR（一〉）．

（2）　lf　g“　＝　一〉“　then　CR（c一〉）　e　CR（一〉）．

Proof．　Straightforward．

Definition　12　（parallel　reduction）

：Leポ1己＝（R，　V；0）be　a　TRS．　The　pαrαllel　reduction　relαtion　induced　by　R

is　the　smallest　relation　一H一＞R　such　that

（1）　if舌∈γUOthen聖日＞R孟，

（2）　if　s一三・〉フz舌then　s十t＞R　t，　and

（3）　if　n　2　1　and　si　一H＞7z　ti　for　i　一一　O，・．．，n，　then　（so　si’”sn）　一”＞R　（to　ti’”tn）・

We　may　omit　the　underlying　TRS　R　in　一ll＞R　if　it　is　not　important．

　　　One　can　easily　verify　that　every　parallel　reduction　relation　is　reflexive．

Note　also　that　一〉　g　一H＞　g　一一〉＊，　hence　一H＞＊　＝　一〉＊．　From　Lemma　11　we　know

that　the　diamond　property　of　a　parallel　reduction　relation　is　a　suMcient

condition　for　the　confluence　of　the　underlying　TRS：　O（一H＞）　o　CR（一H＞）　o

CR（一一〉）．　The　following　lemma　gives　a　characterization　of　the　diamond　prop－

erty　of　a　parallel　reduction，　which　is　inspired　by　Gramlich’s　characterization

of　the　strong　confluence　of　a　parallel　reduction　［Gra96］．

Lemma　13　（parallel　moves）
We　have辮・ら⊆響〉・辮⇔辮・升〉⊆十〉・碍．

Proof　The　implication　from　right　to　left　is　obvious　by　一S＞　！　一H一〉．　For　the

reverse　implication，　suppose升・三〉⊆一派・琳．　We　show　that　if孟・琳s帯u

then　there　exists　a　term　v　such　that　t　一H＞　v　〈H一　2i，　for　all　terms　s，　t，　and　ze．
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The　proof　is　by　induction　on　the　structure　of　s．　We　distinguish　three　cases

according　to　the　parallel　reduction　s　一ff＞　t．　lf　s　＝＝　t　E　V　U　C　then　t　一H＞　v　＝　u

by　taking　v　＝＝　u．　lf　s　一S＞t　or　s　一S＞　u　then　we　use　the　assumption．’　Otherwise，

we　have　s　＝　（so　sl…sn），　t　＝　（to　tl…tn），　aRd　u　＝　（uo　ul．．．2Ln）　for　sOme

n　2　1　with　ti　〈十1　si　一ll＞　ui　（i　＝　0，．．．，n）．　By　the　induction　hypothesis，　we

know　the　existence　of　terms　vi　（i　＝　O，．．．，n）　such　that　ti　一H＞　vi　〈1十　ui．　Let

v　＝　（vo　vi．．．vn）．　Then　we　have　t　一H＞　v　〈十F　zt　by　definition．

　　　This　lemma　allows　us　to　partially　localize　the　test　for　the　diamond　prop－

erty　of　a　parallel　reduction，　though　the　complete　localization　is　impossible

as　shown　in　the　following　example．

Example　14　（complete　localization　of　parallel　moves）
In　this　example　we　show　that　the　implication　〈一　・　一E＞　g　一H＞・〈十F　o　〈ll一　・　S＞　g

－H＞t〈ll一　does　not　hold　in　general．　Let　V　＝　／　and　C　be　the　set　consisting　of

the　constant　symbol　f　of　arity　000　and　constant　symbols　a，b，　c，　d，e　of　the

base　arity．　Consider　the　set　R　of　rewrite　rules　defined　by

R＝

faa
fa　b

fba
fbb

．

．

．

．

c　a　一一〉　b

d　c　一〉　d

d　d　一一〉　e

e

It　is　easy　to　see　that　the　inclusion　〈一一一一E＞　g　一H＞・〈十f　holds．　We　have　f　b　b　〈十F

faa　一S＞　c　but　f　b　b　一H＞・　〈lt一　c　is　not　satisfied．

Definition　15　（parallel　moves　property）

We　say　a　TRS　satis丘es　the四α〃el　mo勿e5　prope吻，　and　write　PM（→），　if

the　inclusion　〈十F　・E＞　！　一H＞・〈II一　holds．

　　　Lemma　13　states　that　the　parallel　moves　property　is　equivalent　to　the

diamond　property　of　a　parallel　reduction．　The　parallel　moves　property　is　a

usefu1　suMcient　condition　for　proving　the　confluence　of　orthogonal　rewrite

systems．

Lemma　16　（confluence　by　parallel　moves）

Every　TRS　with　the　parallel　moves　property　is　confiuent．

Proof．　We　have　PM（一〉）　o　O（一H＞）　＃　CR（一一〉）　by　Lemmata　13　and　11　with

’H’〉＊　＝　一＊，　see　Fig．1．
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．m．一一．一．一E，，一．．．．N．．一　・

　　　　　　　　　il

PM（一〉）　＝

　　　　　　　　　；

r－t一一一一一一＞y

・一
¥ト→

◇（伶）

：　一一一一il一一一〉

　：

　：

＝　：

v
＊

　　　　　　　

・一一一
r・

　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　：

　　CR（→）1
　　　　　　　　＊1

　　　　　　＊十

・……一一一
r・

Figure　1：　confluence　by　parallel　moves

4 Confluence　of　Orthogonal　Higher－Order　TRSs

In　this　section，　we　give　a　simple　proof　of　the　confluence　of　orthogonal　TRSs

based　on　the　parallel　moves　property．　For　the　definition　of　orthogonality，

we　need　the　notions　of　left－linearity　and　overlap．

Definition　17　（left－linearity）

A　TRS　is　left－linear　if　none　of　lefehand　sides　of　rewrite　rules　contain　multiple

occurrences　of　a　variable　symbol．

Definition　18　（overlap）

A　TRS　is　overlapping　if　there　exist　rewrite　rules　1　一一〉　r　and　1’　一〉　r’　without

common　variable　symbols　（after　renaming）　and　a　non－variable　position　p　E

Posc（1）UPosa（のsuch　that

　e　llp　and　1’　are　unifiable，　and

　e　if　p　＝　E　then　1　一〉　r　is　not　obtained　from　1’　一一〉　r’　by　renaming　variable

　　　　symbols．

Example　19　（overlapping　TRS）
Let　C　be　the　set　consisting　of　constant　symbols　f，　g，　h　of　arity　OO　and　a，b　of

arity　O．　Let　V　contain　variable　symbols　17　of　arity　OO　and　x　of　arity　O．　We

define
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R一｛f（Px）　一〉　Fb　　ga　一〉　hb｝・

The　TRS　（R，　C，　V）　is　overlapping　because　the　left－hand　sides　of　the　rewrite

rules　are　unifiable　at　an　application－position．　ln　this　TRS　the　term　f　（g　a）

has　two　different　normal　forms：　g　b　R〈一f（g　a）　一＞R　f（h　b）　一7ii　h　b．　Note

that　the　redex　（g　a）　in　the　initial　term　is　destroyed　by　the　application　of　the

first　rewrite　rule．

Definition　20　（orthogonality）

A　TRS　is　orthogonal　if　it　is　left－linear　and　non－overlapping．
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　　　Now　we　are　ready　to　give　a　proof　that　orthogonal　TRSs　are　confluent．

We　first　extend　the　use　of　parallel　reduction　to　substitutions．

Definition　21　（parallel　reduction　of　a　substitution）

Let　a　and　T　be　substitutions　and　X　be　a　set　of　variable　symbols．　We　write

a　一H＞［x］　T　if　a（c）　一H＞　T（x）　for　all　x　E　X．

Lemma　22　（parallel　reduction　of　a　substitution）
Let　a　and　7　be　substitutions　and　t　be　a　term．　lf　a　一H＞［x］　T　and　Var（t）　g　X

then　ta　一H＞　tT．

Proof．　An　easy　induction　on　the　structure　of　t．

Lemma　23　（key　properties　for　confiuence）
Let　7ib　＝　（R，　V，　C）　be　an　orthogonal　TRS．

（i）

（2）

4．．与⊂＝，．

For　all　rewrite　rules　1　一〉　T　E　R，　substitutions　a，　and　terms　t，　if　t　〈H－

la　一E＞　ra　and　not　la　一E＞　t　then　there　exists　a　substitution　T　such　that

t－IT　with　a一恰［v、，（の］丁・

Proof．

（1）　Since　7Z　is　non－overlapping，　we　can　only　use　（two　renamed　versions　of）

　　　the　same　rewrite　rule　in　R　for　rewriting　a　term　at　the　same　position．

　　　Hence　we　always　obtain　the　same　term．
（2）　Since　7il　is　non－overlapping，　there　is　no　term　s’　with　llpa　一S＞　s’，　for　all

　　　non－variable　position　p　in　1．　Hence　we　have　l　tp　一H＞　t　lp　for　all　variable

　　　positions　p　in　1．　Define　the　substitution　7　by　T（x）　＝　tlp　if　llp　＝　x　and

　　　T（x）　＝　x　otherwise．　This　substitution　is　well－defined　because　there　are

　　　no　multiple　ocuurences　of　x　in　1　by　left－linearity．　lt　is　easy　to　see　that

　　　σ＋［v、，（り］TandオーZT　by・・n・t・u・ti・n・

Lemma　24　（Parallel　Moves　Lemma）
Every　orthogonal　TRS　R　＝　（R，　V，　C）　has　the　parallel　moves　property，　i．e．，

〈十・≦〉⊆伶・琳．

Pro（，f．　Supposeオ辮3－3　u．　We　showオ伶・琳u．　If　8三〉オthen　the　desired

result　follows　from　Lemma　23（1）．　Otherwise，　we　do　not　have　s　一S＞　t．　Since

there　exists　a　rewrite　rule　1　一一一〉　r　E　R　and　a　substitution　a　such　that　s　＝　la

and　u　＝　ra，　，we　know　the　existence　of　a　substitution　T　such　that　t　＝＝　IT

wiもhσ伶［v、，（z）］Tby　L・mma　23（2）・Th・・ef・re，舌一IT一ち・丁細σ一z・　by

Lemma　22　and　Var（r）　g　Var（1）．　Note　that　the　case　s　＝　t　E　V　is　impossible

because　every　variable　symbol　is　in　normal　form　and　that　the　case　s　＝　t　E　C

is　contained　in　the　case　s　E＞　u．
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　　　Note　that　the　Parallel　Moves　Lemma　does　not　hold　for　orthogonal　higher－

order　rewrite　systems　with　bound　variables　as　observed　in　the　literature，　see

［vO97］　and　［vR99］．　A　proof　of　confluence　in　such　rewrite　systems　can　be

found　in　［MN98］．　Now　we　conclude　this　section　by　the　main　result　of　this

section　and　an　example　of　its　application．

Theorem　25　（confluence　by　orthogonality）

Every　orthogonal　TRS　is　confiuent．

Proof．　By　Lemma　16　and　the　Parallel　Moves　Lemma　（Lemma　24）．

Example　26　（confluence　by　orthogonality）

The　example　TRS　given　in　Example　9　is　confiuent　because　it　is　orthogonal．

5 Confluence　of　Orthogonal　Higher－Order　CTRSs

In　this　section，　we　generalize　the　confluence　result　presented　in　the　previous

section　to　the　case　of　conditional　rewriting．　Bergstra　and　Klop　proved　the

confluence　of　first－order　orthogonal　CTRSs　in　［BK86］．　Their　proof　depends

on　the　notion　of　development　and　the　fact　that　every　development　is　finite．

Our　result　in　this　section　generalizes　their　result　to　the　higher－order　case　and

also　simplifies　their　confiuence　proof，　based　on　the　parallel　moves　property．

Definition　27　（conditional　rewrite　rule）

Let　T（V，　C）　be　a　set　of　terms．　A　conditional　rewrite　rule　1　一〉　r　一。　c　consists

of　a　rewrite　rule　1　一〉　T　and　the　conditional　part　c．　Here　c　is　a　possibly

empty　finite　sequence　c　＝　li　u　ri，．．．，1．　fu　rn　of　equations　such　that　every

pair　of　terms　li　and　ri　are　of　the　same　arity　and　Va　r（T）　［　Var（c）．　lf　the

conditional　part　is　empty，　we　may　simply　write　l一　T．　Let　R　be　a　set　of

conditional　rewrite　rules．　We　call　711　＝　（R，　V，　C）　a　（higher－order？　conditional

term　rewrite　system，　or　simply　a　CTRS．

　　　A　variable　in　the　right－hand　side　or　in　the　conditional　part　of　a　rewrite

rule　which　does　not　appear　in　the　corresponding　left－hand　side　is　called　an

extra　variable．　ln　this　paper，　we　allow　extra　variables　only　in　the　conditional

part　but　not　in　the　right－hand　sides　of　rewrite　rules．

Definition　28　“（rewrite　relation）

The　rewrite　relation　一一＞R　of　a　CTRS　7i）　＝　（R，　V，　C）　is　defined　as　follows：

s　一＞Rt　if　and　only　if　s　一＞R，　t　for　some　k　2　O．　The　minimum　such　k　is
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called　the　level　of　the　rewrite　step．　Here　the　relations　一Rle　are　inductively

defined：

一＞Ro　＝　S2f，

一＞R，．，　＝　｛（t［la］p，t［Ta］p）ll一＞r〈＝cER，　cag一＞12i，｝．

Here　ca　denotes　the　set　｛1’a　ks　r’a　1　1’　fv　r’　belongs　to　c｝．　Therefore　ca　［

一一
р?C　with　c　＝　li　Fu　ri，．．．，ln　F　s　rn　is　a　shorthand　for　li　一＞hk　ri　7…　，ln　一＞h，

rn．　We　may　abbreviate　一＞Rk　to　一＞k　if　there　is　no　need　to　make　the　underlying

CTRS　explicit．

　　　Properties　of　CTRSs　are　often　proved　by　induction　on　the　level　of　a

rewrite　step．　So，　it　is　usefu1　for　proving　the　confluence　of　orthogonal　CTRSs

to　introduce　the　parallel　reduction　relations　which　are　indexed　by　levels．

Definition　29　（parallel　reduction　．relations　indexed　by　levels）

Let　R　be　a　CTRS．　We　define　一H＞R，　as　the　smallest　relation　such　that

（i）

（2）

（3）

オ糠、オfb・all　t・・m・ち

if・悔孟th・n・楓ちand
if　k　）　2’i　and　si　一H一＞R」，　ti　for　i　＝　O，…，n，　then　（so　si…sn）　一n＞R，

（孟0オ1…　tn）．

We　may　abbreviate　一”＞nh　to　一H＞k　when　no　confusion　can　arise．

　　　Observe　that　s　一H＞R　t　if　and　only　if　s　一H＞R，　t　for　some　level　k　）　O．

also　easy　to　verify　that　一＞R，　［　一H＞R，　C一　一＞＞，　for　all　levels　k　2　O．

It　is

Definition　30　（properties　of　an　ARS　with　indexes）

Let　v4　＝＝　（A，　UiEJ　一i）　be　an　ARS　whose　rewrite　relations　are　indexed．

use　the　following　abbreviations：

We

definition abbreviation

ゴ←・→た⊆→鳶・ゴ← ◇急（→）

｝←・→盗⊆→毒・｝← CR急（→）

Lemma　31　（confluence　by　simultaneous　reduction）
Let　（A，　UiEi　一一一＞i）　and　（A，　UiEi　gi）　be　ARSs　such　that　g；・　＝＝　一＞1一　for　all

i∈1．We　have◇急（→）＝⇒ゴ←・・→毒⊆→充・ゴく一・⇒CRZ（→）．

Proof．　Straightforward．

Definition　32　（parallel　moves　property　for　CTRSs）

We　say　a　CTRS　satis丘es．the　pαrallel　moves．　prope吻with　respect　to　levels

2’@and　k，　and　write　PM」k（一〉），　if　the　inclusion　j〈十f・　一S＞h　g　一H＞k　・」一　holds．
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Lemma　33　（parallel　moves　for　CTRSs）

The　following　two　statements　are　equivalent，　for　all　m　）　O．

（1）　PMa，（一〉）　for　all　2’，　k　with　1’　十kg　m．

（2）◇灸（伶）fbr　a11ゴ，　k　withブ十k≦m．

Proof．　The　implication　（2）　＝〉　（1）　is　obvious　because　！＞k　C一　一H＞k　by　definition．

For　the　proof　of　the　implication　（1）　＝〉　（2），　suppose　statement　（1）　holds．　We

show　that　if　t2一〈H一　s　一H＞k　u　and　1’　十　k　S　m　then　there　exists　a　term　v　such

that孟升＞kリゴ琳u，　fbr　all　terms　8，ちuand　levelsゴ，　k．　The　proof　is　by

induction　on　the　structure　of　s．　We　distinguish　three　cases　according　to　the

parallel　reduction　s　十f＞」　t．　lf　s　＝t　then　t　一H＞k　v　＝　ze　by　taking　v　＝　u．　lf

s　S＞」　t　or　s　一一S＞k　ze　then　we　can　use　the　assumption　（1）　in　both　cases　because

j’　十k　g　m．　Otherwise，　we　have　s　＝　（so　si…　sn），　t　＝　（to　ti’”tn）7　and

ze　＝　（zeo　2Li．．．un）　for　some　n　）　1　with　ti　」一i　〈”一　si　一H一＞ici　ui　（i　＝　0，．．．，n）．　Since

2’堰@十　ki　一〈　2’　十　k　S　m，　the　induction　hypothesis　yields　the　existence　of　terms

vi　such　that　ti十＞lei　viゴ6十一砺，　fbr　i＝0，．．．，n．：Let”＝（vo　vl．．．vn）．　Then

we　have　t　一＞k　v　j〈十F　u　by　definition．

　　　The　following　lemma　gives　a　suflicient　condition　for　the　confluence　of

CTRSs．

Lemma　34　（confluence　by　parallel　moves）
If　a　CTRS　satisfies　PM’le（一）　for　all　levels　2’　and　k　then　CROk（一）　holds　for

all　1’ C　k，　hence　it　is　confluent．

Proof　By　Lemmata　33　and　31　with　十F＞：・　＝　一一〉；一　for　all　levels　i，　see　Fig．2．

∀ブ，初＋k≦m

．一。　．

抄器（態⇔

・一…
Pトー〉・

　　　　　　　k

∀」，初＋k≦m

一一一
{ズ〉了

∀ブ，kゴ＋k≦m

　　　　　　　　

　　・一→・

七 k　l
　　：

　＝＝　＝〉
、↓ブ

一　一一一一一．一一一〉　一

k

∀ゴ，初＋k≦m

　　　　　　　　
　　・一一一→・

夢R急（襲、

　　・一……一一・

　　　　　　　ん

ノ

Figure　2：　confluence　of　CTRSs　by　parallel　moves

　　　Imposing　restrictions　on　reducibility　of　the　right－hand　sides　of　the　con－

ditions　is　important　for　ensuring　the　confluence　of　CTRSs．
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Definition　35　（normal　CTRS）
Let　R　be　a　CTRS．　A　term　t　is　called　normal　if　it　contains　no　variables　and

is　a　normal　form　with　respect　to　the　unconditional　version　of　R．　Here　the

unconditional　version　is　obtained　from　a　CTRS　by　dropping　all　conditions．

A　CTRS　is　called　normal　if　every　right－hand　side　of　an　equation　in　the

conditional　part　of　a　rewrite　rule　is　normal．

　　　We　extend　the　indexed　version　of　a　parallel　reduction　一H＞k　to　the　relation

帯咽・n・ub・tituti・n・a・in　th・un・・nditi・nal・a・e（D・伽iti・n　21）・It　i・

easy　to　verify　that　the　level　version　of　Lemma　22　also　holds．　Now　we　are

ready　for　proving　the　Parallel　Moves　Lemma　for　CTRSs．　ln　the　conditional

case，　we　must　confirm　that　the　conditions　are　satisfied　after　the　change　of

the　substitution．

Lemma　36　（Parallel　Moves　Lemma　for　CTRSs）
Every　orthogonal　normal　CTRS　71　＝　（R，　V，　C）　satisfies　PM2k（一〉），　i．e・，」〈十F　・　E＞k　［

十1＞k・ゴく十』fbr　all　levelsブand　k・

Proof　We　show　that　if　t」・〈＋F　s　一S＞k　iL　then　there　exists　a　term　v　such　that

t　一E＞k　vj・〈十F　u．　The　proof　is　by　induction　on　2’　十　k．　The　case　1’　十k　＝＝　0　is

trivial　because　一E＞o　＝＝　／．　Suppose　2’　十k　〉　O．　We　distinguish　two　cases．

If　s三㌧tthen　we　have　s・＝・ubecause　R　is　non－overlapping　and　has　no

extra　variable　in　the　right　hand　sides　of　R．　Hence　we　can　take　v　＝＝　s　＝　ze

Consider　the　case　that　s　一S＞」　t　does　not　hold．　From　s　一E＞k　u　we　know　that

there　exists　a　conditional　rewrite　rule　1　一一〉　r　〈＝　c　E　R　and　a　substitution　a

such　that　s　＝　la，　u　＝　ra，　and　ca　g－n－i．　Since　R　is　non－overlapping，　there

is　no　term　s’　with　llpa　S＞」　s’　for　all　non－variable　positions　p　in　1．　Define

the　substitution　T　by　T（x）　＝＝　tlp　if　llp　＝　x　and　T（x）　＝　a（x）　otherwise．　’1’his

substitution　is　well－defined　by　the　left－Iinearity　of　71・　We　have　a　一H一＞」［v，，（i，，）］　T

and　t　＝　IT　by　the　definition　of　T．　From　Va　r（r）　［1；　Va　r（1）　and　the　level　version

of　Lemma　22　we　obtain　ra　一H＞」　rT．　lt　remains　to　show　that　t　＝＝　IT　一E＞k　rT．

So，　we　will　prove　c7　gl　一＞n－i．　Let　1’　As　r’　be　an　arbitrary　condition　in　c．　We

have　to　prove　that　1’T　一一一＞Z－i　r’7’．　Since　co　g一＞Zmi，　we　have　1’a　一n－i　T’a・

Moreover7　o　一H＞」［v，，（i，．）］　T，　Va　r（c）　C一　Va　r（1，c），　and　the　level　version　of　Lemma

22　yields　that　1’a　一il＞」　1’T．　Hence　1’T　j〈1十　1’a　一一＞Z－i　r’a．　From　the　induction

hypothesis　and　Lemmata　36　and　31，　we　know　the　existence　of　a　term　v　such

that　ltT　一Z－i　v　o一く1＋　rta．　Because　71b　is　normal，　ria　＝　rt　＝　rtT　＝　v．　Hence

Z’T→鴬一、〆丁・There釦re　Z7糠丁丁・

Theorem　37　（confluence　by　orthogonality）

Every　orthogonal　normal　CTRS　is　confluent．
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Proof．

36）．

By　Lemma　34　and　the　Parallel　Moves　Lemma　for　CTRSs　（Lemma

6 Concluding　Remarks

We　have　proposed　higher－order　rewrite　systems　without　bound　variables，

which　is　close　to　the　format　of　functional　programming　languages　with　pat－

tern　matching．　For　proving　the　confluence　of　orthogonal　rewrite　systems，

we　introduced　the　parallel　moves　property，　which　is　a　useful　sufficient　con－

dition　obtained　by　localizing　the　test　for　the　diamond　property　of　a　parallel

reduction．　We　proved　the　confluence　of　orthogonal　higher－order　TRSs　and

orthogonal　normal　higher－order　CTRSs．

　　　Since　the　class　of　higher－order　（C）TRSs　without　bound　variables　is　a

proper　extension　of　the　first－order　case，　all　known　results　for　the　first－order

TRSs　can　be　applied　to　the　subclass　of　our　（C）TRSs．　We　can　also　ex－

pect　that　many　known　results　for　the　first－order　TRSs　can　be　lifted　to　the

higher－order　case　without　diMculty，　because　the　behaviour　of　our　higher－

order　extension　is　very　close　to　that　of　the　first－order　（C）TRSs．

　　　Suzuki　et　al．　gave　a　suMcient　condition　for　the　confiuence　of　orthogonal

first－order　CTRSs　possibly　with　extra　variables　in　the　right－hand　sides　of

the　rewrite　rules　［SMI951．　The　author　conjectures　that　their　result　can　be

extended　to　the　higher－order　case．
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