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Abstract

　　　We　show　the　existence　and・the　characterization　of　paradoxical　cases，　in　Ioad　bal－

ancing　a血ong　multiplicated　nodes（hosts）of　a　system，　where　adding　a　communication

capacity　to　the　system　can　lead　to　large　degradation　of　system　performance，　in　an　in－

termediately　distributed　performance　optimization．　ln　these　cases　such　paradoxical

degradation　of　performance　occurs　neither　in　the　completely　centralized　optimization

nor　in　the　completely　distributed　optimization．　The　degradation　reduces　and　finally

disappears　as　the　optimization－decision　becomes　mbre　and　more　distributed．　We　s－

tudy　the　model　of　a　system　which　consists　of　parallel　identical　nodes　with　identical

arrivals　of　j　obs　of　different　classes　while　the　values　of　，the　service　time，　arrival　rate，　and

communication　time　parameters　for　jobs　of　each　class　are　distinct　within　each　node．

Preliminary　numerical　studies　suggest　that　such　paradoxes　appear　most　strongly　in

symmetrical　models．　We　characterize　conditions　under　which　such　paradoxical　behav－

iors　appear．　It　is　notable　that　we　can舳d　paradoxes　that　may　bring　unlimitedly　Iarge

degradation　of　performance　in　such　a　common　system．

keywords　Distributed　decision，　Braess　paradox，　Nash　equilibrium，　Wardrop　equilib血m，

’performance　optimization，　parallel　queues，　load　balancing．

1 Introduction

We　can　consider　systems　that　consist　of　a　finite　number　of　facilities　and　arriving　threads　or

flows　of　infinitely　many　customers　to　be　served　by　the　facilities．　For　example，　distributed

computer　systems　have　continuing　arrivals　of　infinitely　many　jobs　to　be　processed　by

computers，　communication　networks　have　flows　of　infinitely　many　packets　or　cails　to　pass

through　communication　links，　and　transportatibn　fiow　networks　have　incoming　threads

of　infinitely　m．any　vehicles　to　drive　throtigh　roads，　etc．　We　may　have　various　optimum

issues，　depending　on　the　degree　of　the　distribution　of　decisions．　Among　them，　we　have

three　typical　optima　corresponding　to　three　typical　decision　schemes：

　　　（A）　［Completely　centralized　decision］：　The　system　is　run　by　a　single　deciSion　maker　that

optimize＄　the　total　cost　over　all　users　or　the　mean　response　time　of　the　entire　system　over

all　jobs，　packets，　or　vehicles，　as　a　single　performance　measure　l　This　optimized　situation

is　called　the　system　optimum，　overall　optimum，　．cooperative　optimum　or　social　optimum．
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AII　users，　jobs，　packets，　or　vehicles　are　unified　into　orie　group　which　has　oniy　ope　decision

maker　that　seeks　a　single　performance　objective．　We　call　it・　the　overall　optimum　here．

　　　（B）　｛Completely　distributed　decision］：　Each　of　infinitely　many　individuals？　users，　jpbs，

etc．，　optimizes　its　own　cost　or　the　expected　response　time　for　itself　independently　of　others．

In　this　optimized　situation　each　of　infiniteiy　many　individuals　cannot　receive　any　further

benefit　by　changing　its　own　decision．　lt　is　further　assumed　that　the　decision　of　a　single

individual　has　a　negligible　impact　en　the　performance　of　other　individuals．　This　optimized

situation　is　called　the　individual　optimum，　Wardrop　equilibrium，　or　user　optimum　（by

some　peoPle）．　We　call　it　the　individuα1　optimum　or恥r伽p　eg翻br伽ぬere・

　　　（C）　［lntermediately　distributed　decision］：　lnfinitely　many　users，　jobs，　packets，　or　ve－

hicles　are　classified　inte　a　finite　number　（N（〉　1））　of　groups，　each　of　which　has　its　own

decision　maker　and　is　regarded　as　one　player，　user，　or　class．　Each　decision　paaker　opti－

mizes　non－cooperatively　its　own　cost　or　the　expected　response　time　over　only　the　jobs　of

the　cl’ass．　The　decision　of　a　single　decision　maker　of　a　class　has　a　nonnegligible　impact　en

the　performance　of　other　classes．　ln　this　optimized　situation　each　of　a　finite　number　of

users，　classes，　or　players　cannot　receive　any　further　benefit　by　changing　its　decision．　This

optimized　situation　is　called　the　class　optimum，　Nash　non－cooperative　equilibrium，　or　user－

optimum（by　some　other　people）．　We　call　it　the　class　optimum　or　Nash　equilibriunぬere。

We　may　have　different　levels　in　the　intermediately　distributed　optimization．

　　　Note　that　（C）　is　reduced　to　（A）　when　the　number　of　players　reduces　to　1　（N　＝　1）　and

approaches　（B＞’　When　the　number　of　players　becomes　infinitely．　many　（N　一〉　oo）　［6］．

　　　Intuitively，　we　can　think　that　the　total　p’rocessing　capacity　of　a　system　will　increase

when　the　capacity　of　a　part，　of　the　system　increases，　and　so　we　expect　improvements　in

performance　objectives　accordingly　in　that　case．　The　famous　Braess　paradox　tells－us　that

this　is　not　always　the　case；　i．　e．，　increased　capacity　of　a　part　of　the　system　may　sometimes

lead　to　the　degradation　in　the　benefits　of　all　users　in　an　individua｝　optimization　or　Wardrop

equilibrium　［2，　3，　4，　6］．　We　can　expect　that，　in　the　class　optimum　（i．　e．，　Nash　equilibrium）

a　s’imilar　type　of　paradox　occurs　（with　large　N），　whenever　it　occurs　for　the　Wardrop

equilibrium　（AT　一一〉　oo）．　lndeed，　Korilis　et　al．　found　examples　wherein　the　Braess－like

paradox　appears　in　a　Nash　equilibrium　where　all　user　classes　’are　identical　in　the　same

topology　for　which　the　original　Braess　paradox　（for　the　Wardrop　equilibrium）　was　in　fact’

obtained　［14，　15］．

　　　As　it　is　known　that　the　Nash　equilibrium　converges　to　the　Wardrop　equilibrium　as

the　number　of　users　becomes　large　［6］，・　it　is　natural　to　expect　the　same　type　of　paradox

in　the　NEmsh　equilibrium　context　（for　a，　large　number　of　players），　whenever　it　occurs　for

the　Wardrop　equiiibrium，　although　it　never　occurs　in　the　overall　optimum　where　the　total

cost　is　minimized．

　　　Kamed　a　et　al．　［9］　have　obtained，　however，　numerical　examples　where　a　paradox　similar

to　Braess’s　appears　in　the　Nash　equilibrium　but　does　not　occur　in　the　Wardrop　equilibrium

in　the　same　environment．　These　cases　look　quite　strange　if　we　note　that　such　a　paradox

should　never　occur　in　the　overall　optimum　and　if　we　regard　the　Nash　equilibrium　as　an

inte．rmediate　between　the　6verall　optimum　and　the　Wardrop　equilibrium．　In　particular，．　the

numerical　examples　show　that　the　increased　capacity　of　a　part　of　a　system　would　degrade

the　bene舐s　of　all　classes　up　to　a　few　10　percent，　in　a　class　optimum（Nash　equilibrium）

whereas　it　should　not　degrade　the　benefits　of　all　classes　at　the　same　time　ip　a　Wardrop

equilibrium　in’the　same　environment．　ln　the　background　of　this　work，　it　has　been　observed

that　increhsed　capacity　of　a　part　of　a　system　may　lead　to　somewhat　awkward　behavior　in

terms　ef　a　system－wide　measure，　in　a　model　of　distributed　cemputer　system　［9，　10，　21］．

The　methods　and　algerithms　for　obtaining　the　optima　and　the　equilibria　are　described　in
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［10，　12，　13，　16，　2e］．

　　　In　this　paper，　we　pr曾senもa・n　bllE　exlyt玉むs織蕗重ご3f　a艶odd◎f　st翫ic　loa・dl　baユaneing　among

identical　nodes　ea£も　◎f　w島ich　ha£急n　呈（iを鼓彩三。隷，豊、論、蜜r乱’ギ就．　丁蓋e言・Qs毛ユ亙乞s互ook薩u三もe　cGunter－

intuitive　a，nd　sh⑪w　that　the　1・溢i◎ef伽潭まbr撚鞭《至e欝為謡i。￥顛tぬe　paradoxical　c．ases

can　be　unlirni彦ε鞠ila勝忍難や罐lc側壁癬est19泓1コ磁1｝・｝脈・del・f　symmetrical　n・des

here　since　in　our　pre面η商鷺α7Ψn鶏γη℃擁ぐ慮宕寺口謡毎¢編。η留葛∬5ε！欝瓢就7ゼ。〈話no・；ie　modegs　5鴛。ゐ

。α鵬オe「曹堺町髭伽εPゐεnCsmen．aαρ夢ε窃甥認臨｛L；“一st’甲賀）鷺9⑳鋼膠ηη7葛漏斗。αε・ηnodegls〔7｝，　which　itseif

looks　quite　coun’teT－intuitive　to　vis．

　　　In　the　medel　studied　i．n　thig．　Paper，　一eg，ch，g　no（ig．　／‘oi”　’｝）feee．ssor）　iiri（”iy　h．ave　a　communication

means　’for　forwarding　jebs　to　be　p．　rocessec・i・　b｝y7　other　no（ISes．　lt　．is　i‘nt．ultively　clear　that．in

the　overall　optimum，孤。’飴rwa，rd量ngζ｝f　jobs　sをlo旅l　occ慌熱the　individual　optimum，　no

forwarding　of　jobs　occurs　also．　lii　the　c．iass　c：p’i　ip．png．m，　no　forw’a．rding　of　jobs　occurs　only

for　some　parameter　sett，ing．

　　　For　some　other　parameter　setting，　however，　mutual　forWarding　does　oecur　in　the　class

optimum，　and　the　mean　response　time　for　each　cltiss　can　be　un1imitedly　many　times　larger

than　in　the　case　of　no　mutual　forwarding．　The　ratio　of　performa．nce　degradation　decreases

and　fina11y　disappears　as　the　number　of　claLgses　increases　unlimitedly．　These　situations　look

quite　paradoxica1　and　surprising’to　us，　althoug・　h　we　know　the　existence　of　the．prisgners’

dilemma　and　although　it　has　been　already　shown　that　Nash　equilibria　of　games　even　with

smooth　payoff　functions　are　generally　Pareto－inefficient　［5］．

2 The　Model　and　Assumptions

We　consider　a　system　with　h’｝　nodes　（host　computers　oT　processors）　connected　with　a

communication　means．　The　job＄　that　arrive　2，．t　each　node　i，　i　＝　1，2，…　，m，　are　classified

into　n　types　k，　k　＝：　1，2，…　，n．　CpnsequeRtly，　we　have　mn　di“fferent　job　classes　Rik．　Each

of　class　Rik　is　distihguished　by　the　n．ode　i　at．　which　its　jobs　arrive　and　by　the　type　k　of

the　jobs．　We　call　such　a　class　locag　class，　or　simply　class．

　　　We　assume　that　each　node　has　identical’　arrivals　and　identical　processing　capacity．

That　is，　the　system　has　mult・iplicated　nodes　that　a，re　identical　with　one　another．　Jobs　of

type　kr　arrive　at　each　node　with　node一一independent　ratte　ipk．　N7Ve　dencte　the　total　arrival　rate

to　the　node　by　ip　（＝　Xk　ipk），　and　we　have　the　time　scale　whereby　¢　＝　1　and　2　k　ipk　＝　1．

　　　We　also　consider　what　we’call　globag　cgass　」’k　that　consi．sts　i　n　．the　collection　of　local

cla＄s　Rik，　i．　e．，　Jk　＝　Ui　Rik．　Jk　thus　cons’；Lsts　Qf　all　jobs　of　type　k．　Whereas，　for　local　class

Riin　all　the　jobs　arrive　at　the　same　nod．e　i，　the　a，rrivals　of　thC．　jobg．　of　class　Jk　are　equally

distributed　over　all　nodes　i．

　　　The　average　processing　（service）　tixie　（without，　queueirig　delays）　of　a　type　k　job　at

any　node　is　1／pk　and　is，　in　particular，　node－inaiependent．　We　denote　ipkki・k　by　pk　and

ρ’＝・Σたρん．

　　　Out　of’type　k　jobs　arriving　at・　node　d，，　the　ratlo　xio・k　of　jobs　is　forwarded　upon　arrival

through　the　communication　’means　to　another　node　2’　（S　i）　to　be　processed　there．　The・

remaining　ratio　xiik　＝＝　1　一一一　］2　」（＃i）　xij・fe　is　proceff，g．　ed　at　node　i．　Thus　Z）」　xi7・k　＝　1．　That　is，

the　rate　ipkxi2’k　of　type　，k　jobs　that．　Qrrive　at　rioaie　i　ic．　forwarded　through　tn’　e　communication

means　to　node　i　whi“le　the　rate　takxiik　cpt”一　clg’asE　Rilk　jobs　is　processed　at　the　arrival　Rode

i．　We　have　O　S　xi」・k　S．　1，　for　all　i，　2’，　k．　rWVithii．｝，　these　const・raints，　a，　set　of　values　of　xik

（i　＝：　1，　2，　・．・・，m，k　＝＝　1，　2，’o・・，n，）．a）e　choseR　to　ft，chieve　op£imization．

　　　We　thus　define　a　ciass　Rik　strategy　as　the　rit　vectox

Xik　＝　（xilk，，‘e，ximk）・
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We　define　a，　global－class　Jk　strategy　as　the　mm　vector

Xk　＝＝　（Xlk，X2k　1’”，Xmk）．

　　　We　will　also　denote　x　the　vector　of　strategies　concern｝ng　all　job　classes，　called　strategy

profile，　i．　e．，　the　vector　of　length　mmn，

　　　　　X＝　（Xll｝X12）’”7X1niX21i’”｛X2ne’”」Xm17’”sXmn）7　Or　X　＝＝　（Xl｝X27’’”vXn）．

For　a　strategy　profile　x，　the　1．oad　Pi　on　node　i　is

βドβ歪（x）＝Σρ晦た・

　　　　　　　　　　　ik

The　contribution　65・k）　on　the　load　of　node　i by　the　global　class　k　jobs　is

β！鳶Lβ｝海）（x）＝Σρ殊鳶，

　　　　　　　　　　　　　　」

and　clearly　5i　一一一：　6，（．　i）　＋　6i．2）　＋．．．＋　fi5．”）．

　　　We　denote　the　set　ofx’s　that　satisfy　the　constraints　（i．　e．，　Z）i　xiik　＝：　1，xi」’k　2　O，

by　C．　Note　th＆t　C　is　a　compact　set．

（i）

（2）

for　all　i，あん）

　　　We　have　the　following　assumptions：

Assumpt董on　AI　l7E！eμ8側η3e伽オオんe　empected　process吻（includ吻g駕e⑰e伽旦漉算｝e（ゾα

吻・kブ・わ勲卯・・ce8・ed伽・d・i　（・励・ω・オ加・ti・幅η・面ノ，　i・α・痂C吻伽・reas－
inV－〟C　stFictly　conve’x’　and　continuousgy　dzlzfferentiatble　function　of　6i，　．denoted　by　pak－iD（5i）　for

all　i，　k．　・　　’　T
AssumPtion　A2既α88撚e　tんαt　tんe　meαn　eommunication　delay伽¢ん伽g　qtteue吻

d・Z吻・幽ec・・t・f‘・ゆ・ωα漁9勿P・kゴ・b・arri・ing伽・d・it・瞬・ゴ（i≠ゴ）・伽・t・d

勿論←いα卿伽・，・n・ndeer・α吻，・酬・X　and　C・ntinu・鞠differentiαbl・加・ti・n・ゾ

x．　We　assume　that　GiiJk（z）　＝　O・

Example　1　We　may　consider　the　following　simple　functions　for　mean　node　and　c’ommu－

nication　delays．　For　the　mean　node　delay：

　　　　　　　　　　　　　　i／pakD（Pi）　：’ii！｛！llil；paki　for　si　〈　i，　oth．erwise　it　is　infinite．　（3）

For　the’mean　communication　delay：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gi，・k（x）一一一t．　，　（4）

　　　　Equation　（3）　means　that　we　have　a　simple　assumption　of　the　ext‘ernal　time－inVariant

Poisson　arrival　for　each　class，’ ≠獅п@the　mean　service　time　（without　queueing　delays）　for

each　type　k　jobs　is　pak一一i　at　each　node　i．　The　service　discipline　ls　processor－sharing　or

preemptive－resume　last－come　first－served．　When　pak　＝　pa　for　all・　k　and　when　no　forwarding

of　jobs　occurs，　the　mean　communication　delay　is，　simply，　1／（p　一一　1）．

　　　　By　Equation　（4）　we　assume　that　one　communication　line　is　provided　separately　for

sending　jobs　from　one　node　to　another．　The　line　（ij’）　is　used　for　forwarding　a　job　that

arrives　at　node　i　to　no．de　2’　（iE’i）．　The　expected　communication　time　of　a　job　arriving　at

．node　i　and　being　processed　at　node　2’　（＃　i）　is　expressed　simply　as　t，　i．e．，　independent　of

the　traffic　and　of　the　job　class，　with　no　queueing　delay．
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　　　We　refer　to　the　iength　of　time　between　the　instant　when　a　job　arrives　at　a　node　and

the　instant　when　it　leaves　one　of　the　nodes　after　all　processing　and　communication，　if　any，

are　over　as　the　response　time　for　the　job．　The　expected　response　time　of　．a　class　Rik　job

that　arrives　at　node　i，　Tik（x），　is　expressed　as，

：Tik（x）＝Σ鈎ゴた：τ㌃麹（q），

　　　　　　　　ゴ

（5）

where

Tiik（x）　＝　pak一’D（5i（x）），　and

7砂ん（x）　＝　　μπ1D（βゴ（2））＋Giゴk（3）， fbrブ≠i．

（6）

（7）

The　expected　response　time　of　a　global－class　Jk　jobs　is

Tk（x）一転琴聴）・ （8）

The　overail　expected　response　time　of　a　job　that　arrives　at　the　system　is

T（x）＝Σφたτ匙）＝素Σφ轟（霊），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　殖　　　　　　　　　　k

　　　　　一±｛Σβビ（xi）聯））㌔轟φ碗紳）｝・ （9）

Remark　2．1　Note　that　as　a　eonseguence　of　Assumption　（A　O　and　Assumption　（A　2？，

オゐ・卿・伽・T（．），堀．）and・Tk　are・か蜘・・轍and　differentiable　wi伽espect　t・tん・

strategy　p　rofile　x．

We　an　alyze　several　decision　schemes．

（A）　ln　the　completely・　centralized　decision　scheme，　the　for．war．dingA　decigion　gvgr　all．jg．bs．

　　　　is　taken　by　a　single　decision　maker．　His　strategy　is　therefore　the　choice　of　the

　　　　optimal　mmn　vector　t，　with　coinponents　hii」・k．　This　optimized　situation　is　．the　overall

　　　　optim駕m。

（B）At　th・・PP・・it・，　ij・．プin　the・・即1・鈎伽診伽鰯伽・i・ηsch・m・，　we　c・n・id・・that

　　　each　single　job　chooses　the　node　to　be．　proces．sed．　Thus　the　system　has　infinitely

　　　　m’any　decision　makers．　The　resulting　optimal　ratio　of　jobs　of　class　Rik　that　choose

　　　the　node　7’　to　be　processed　wil｝　be　hiijk．　This　optimized　situation　is　the　individual

　　　　optimum．　We　denote　the　individually　optimal　strategy’profile　by　i．

（C－1）　ln　one　intermediately　distributed　decision　scheme　between　（A）　and　（B），　each　glaps

　　　　　Rik　has　its　own　decision　maker　（ik）・．　The　amou　nt　of　forwarding　for　class　Rik　jobs　is

　　　　　chosen　by　the　corresponding　decision　maker　（ik）．　The　optimal　strategy　for　decision

　　　　　maket　（ik），　or　equivalently　class　job　Rik，　is　denoted　by　the　m　vector

　　　　　　　　　　　　　・　　　‘毎＝（Xilk，Xi2k，’”，Ximk），

and　an　optimal　strategy　profile，　that　we　will　denote　i，　is　the　collection　of　strategies

iik．　We　call　this　scheme　the　intermediately　distributed　deeision　1，　and　this　optimized

situation　the　elass　optimum．
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（C・一II）　ln　another　possible　intermediately　diStributed　decigign　scherr｝e　between．一（A．）　apd．（P），

　　　　　jobs　of　classes　Rik　for　aH　i　are　united　into　one　global　class　」k　that　ha＄　a　single　decision

　　　　　　maker　（k）．　Each　decision　maker　（k）　of　class　Jk　chooses　£he　amount　ef　job　forwardJing

　　　　　　for　the’in　’classes，　Rik，　R2k，．．．，R．k．　The　optima｝　strategy　for　decision　maker　k　is

　　　　　　consequently　an　mm　vector

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　毎＝〈ソ　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソXlkラX2k，。●●，Xmk）・

　　　　　　An　optimal　strategy　pro五le　is　an伽協vector盈コ（φ1，22，…，勾・We　call　this

　　　　　　scheme　the　intermediategy　distributed　decision　IJ，　and　this　optimized　situation　the

　　　　　　global－cgass　optimum．

3　The　Results

（A）［C・蜘1etely　centralized　deci・i・n・Ove・all・ptimizati・n】Th・・v・rall・pti－

mum　is　given　by　such…t　as　satisfies　the　fbllowing，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（盈）＝min　T（x）with・e・pect　t・2∈0・　　　　（10）

W・define・x一㈹t・b・an頭m－1）％vect・・su・h　that　all・1・m・nt・隔，　f・・all「i，k，　P・e

excluded　from　the　mη珈vector　3　whereas　all　its　elements　are　the　same　as　the　rema，inmg

鵬＠一1）n・elememts・f　3・

Solution：Tんe　50んtion　」…is　unigue　and　givenα5プbllows∫、

　　　　　　　　　　　　を一㈹＝い…，鰍＝o，α蜘漉＝1，妙α砺（≠の，k・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　る　　　　　　　　　　　　　　ロ

The　mean　resp・nse伽e　z5　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　Tk㈲＝環⇒＝μπ1D（ρ），ノb・αzz璃T（⇒＝ρD（ρ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
Progf…This　solution　and　its　uniqueness　are　clear盲om　the　strict　co孕vexity　assumptlon

・n　D　and　th・fa・t　thatσ螂i・p・・itiv・a塾d　n・ndec・e．・sing・ロ

（B）［Completely　d1stributed　decision：Individual　optimization】　The　individual
optimum（i．　e．，　Wardrop　equilibrium）is　given　by　such全as　satis慣es　the　fbllowi平g　fbr　all唇，

ん，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：Tik（2）’＝面n｛賜鳶（φ）｝　and含∈σ．　　　　　　　　　　　（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

S61ution：The　solution　i・is　unigue　and　g勿eηaSプ’ollows’

　　　　　　　　　　　　i一㈹＝いe，，壕＝0，α蜘‘ド・，加ll・i，ブ（≠の，k・

Th，e　meαn　response伽e　i8

　　　　　　　　　　　　　　Tk㈲＝Tik㈲＝μπ1D（ρ），釦剛1稿T㈲＝ρD（ρ）・

Prooft　This　can　be　easily　seen　in　the　foilowing　way．　The　solution　i　for　（11）　is　characterized

as　follows：　For　all　i，k　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tiゴk（A）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％ん（ハ3）〉

幅，毎≧0，　　　　　　（12）
幅，毎＝0，　　　　　　（13）
Σ勾ド1，　　　　．
　ゴ
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wherd　blik　：　min」t｛pak一一iD（fi，・，（i））｝．　We　can　easily　see　that　these　relations　qre　saiti’sfied　if

and　only　if　dii」・h　L　O　’ 撃盾秩@all’i，3’（＃　i），k，　by　noting　that　the　uniqueness　of　the　so｝ution　is

given　in　［1］　and　by　the　method　presented　in一　［11］．　V

　　　We　suppose　in　’the　following　（C－1）　scheme　and　in　’the　subsequent　（C－II）　scheme　that

the　following　assumption　helds　true：

［Assumpもi・n　A3］　W・α・・uM・孟んα雌ゴk（x）　i・・n・のん・矧・ω吻加・伽・’

　　　　Type　G－I

　　　　　　Giゴ洞＝疇1G（σた鰍）

　　　　　　　　　　　　　　　　　（・η・d・伽t・6伽・掴eαCゐ…nbina伽げα鋤・ザ・噸n

　　　　　　　　　　　　　　　　　αη翻e5伽伽n　n・des，　and　a　clαss：　i．eリ7η伽一1）n　lines・in　t・綱，

Type　G－IJ（a］　・　・　．
　　　　　　Gi」k（x）　＝　wk－iG（2　akxpgk）　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　PA7Ep

　　　　　　　　　　　　　　　　　（・η・幡1伽・f・r　ea・ゐgl・ba9・1αs8’　i・eリn　bu・伽e5煽・オαり，

Type　G－II（b？

　　　　　　Gi3・k（x）　＝　wk－iG（　2　akxpgk）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pg（＃p），k

　　　　　　　　　　　　　　　　　（・ηeω鵬m・η旛伽・かオんee励e躯・涌・eり1　bUS　9in・），

ωゐereσk＝・φた／ωk’and　G（のisαnondecreαsing，　convex，　and♂漉偶εη伽配e／unction｛ゾX・

Remark　3．1ω尼1　cαηゐ・吻伽・d・d　a・　th・m・αn　・・mmuni・dti・n伽・帥励・吻u…ing

d・ldy・？ノbゆ剛anting　a　typ・り・わ加偏る・α働ぬ・d・t・翻ん・塑・ce33吻n・d・げ

α（0）＝1．σん鰍（ゴ≠のi・tゐ・オ畷fi・int・n吻鋤e　c・m㈱漁・η伽ゆ撹ゐe　cZα88縣
プ。ゐ3　beingプbrωardede（l　to　noと∫eゴ．

Example　2　We　use　the　same　definition　（3）　for　the　mean　node　deiay　as　in　Example　1．

We　define　Gi」k（x）　for　the　mean　cornmunication　delay　as　follows．　We　assume　wk　＝＝　e　for

all　k　and　thus　ak　＝＝　ipk／e，　and　set

9ゼ5鳶（x）一1一Σ箔，潮紅海b㌦濠），k　akx・・k＜ユ，　and・the・wil・inf’nit・・（14）

This　is－identical　to：

画一θ一漏潮，，F　fo㌦浅）みφ酬θ，　and・th・・Wi・e　inf’「i’t・・（11）

By　this，　we　assume　that　one　bus－type　communication　line　is　provided　commonly　for　all

the　nodes　to　be　used　for　forwarding　of　jobs　to　other．　nodes　in　the　same　way　as　in　Example

1，　whereas　the　transmission　time　without　queueing　delay　is　exponentially　distributed　with

mean　e－i　and’the　scheduling　discipline　is　First－Come－First－Served．　Thus，　the　expected

communication　time　of　a　job　arriving　ati　node　i　and　being　processed　at　node　i（＃　i）　is’

expressed　as　1／．（e　一一一　Z）p，g（＃p），k　ipkxpqk），　i．e．，　ihdependent　of　一the　job　class　apd　the　origin　and

destination　nodes．
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（C－1）［lntermediately　distributed　decision　I：Class　optimization］　The　class　op－

timum　（or　a　Nash　equilibrium）　is　given　by　such　i　as　satisfies　the　following　for　all，i，　k，

　　　　　　Tik（i）　＝＝　min　Tik（i一（ik）；xik）　with　respect　to　xik　such　that．．（i一（ik）；xik）　E　C．

where　（i一（ik）；xik）　denotes　the　mmn　vector　in　which　the　elements　corresponding　to　iik　has

been　replaced　by　xik・

　　　Let　us　define　gio・k（．）　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卿）一∂£ゴk｛φたΣ¢漉砺ん（x　　piLi）｝・　一・6）

　　　By　Assumption　A3，　we　have

殊（¢）＝

藤（x）＝

where　x　＝

童　二：

　　We　see　that　under．the　assumption　A3　the　class　o

i，ゴ（≠の，ノ（≠の，k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　酬3）≧伽（謬）恥ゴ鳶〉鰍・　　　　　（17）

　　　If　Assumption　（A3）　holds，　for　x　such　that’xi」・k　＝　xk，　for　all　i，2’（＃　i），k　we　denote

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gk（x）　＝　Gi，・k（x）　and　gk（x）　＝gi2・k（x）・

In　particular，　for　x　such　that　xij・k　＝　x，　for　all　i，2’（＃　i），k　we　denote

　　　　　　　　　　　　　　（］（x）＝＝Gk（x）＝σりた（x）　and　9（x）＝汐k（x）＝観ゴk（x）。

Solution：　VVe　denote　rk　r’一＝　pZak’一i．　The　Bolution　i　is　unigue　，and　is　given　as　follow＄：

For　Types　G－l　and　G－ll（a？

（α）F・r・1α・・Rik・麟伽診ρ琵D’（ρ）≦鰍0）＝σん（≧（0），　i…，r鳶D’（ρ）≦（Z（0），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・雌＝o，αη4鞠ド1，プ’・r　all・i，ゴ（≠の・

　　　　The　mean　response　time　is

　　　　　　　　　　　　　　　．Tk（i）　：Tik（i）　＝pak一’D（p），　for　all　i，　k，　T（i）　＝：pD（p）．

（b）　For　clas＄　Rik　such　that’p2D’（p）　〉　gk（O）　＝＝　akG（O），　i．e．，　rkD’（p）’〉　G（0），　the　solution

　　　　is　given　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鰍＝飯，for　alg　i，ゴ（≠の，　　　　　　（18）

　　　　ωんε陀鉱is　the　unique　solution（ザ

　　　　　　　　　　　　　　　　ρ琵（1」一m臨）D’（ρ）＝蘇（臨）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝ak［G（m（m－1）akthk）十ak（m－1）dikG’（m（m一一一1）akdik）］．　（19）

　　　　　Tゐemeαη榔POη5e伽・e　is

　　　　　　　　　　　　　Tk（i）　＝＝　Tik（i）　＝pa，一iD（p）＋（m－1）hikGk（i），　for　alZ　i．　（20）

σk　［G（σた鰍）’ {σ糠登’（σ灘）】，fo・typ・G－1，

ak［G（ut）　＋　ak（1　一一　xiik）G’（1）］，　for　type　G－II，

2）　ukxpqk　for　type　G－II（a），　and

p，q（＃p）

2　akxpgk　for　type　G－II（b）．

p，q（＃p），k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　functions　Gi3・k（x）　satisfy　for　al1

8



翫伽eσ一11ω

　　　The・soluti・η¢8卿eηα5ぎ腐るeみ痂ω吻．Ψγeル5診Cんαnge　the　numbering　Of　k　suCh　thαt

r1≧r2≧…　≧rk≧一・≧r箆，1’he　fbgloωin9診る7セe　situatiOns　Cαηoccur：「

　　　　　　　　晩。αnプind　1ぐsucゐth　at　rκ」ワ’（ρ）　〉　　（Z（0）αnd　rK＋1D’（ρ）≦（Z（0），　　　　（21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or　TnD’（ρ）　　＞　　Gl（0）　（i．　e．，1ぐ＝ηブ，　　　　　　　　　　　　（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or　I⊃1」0ノ（ρ）　　≦　　（Z（0）．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

When　（23．ノん・ごゴ8，ωe伽eα翻9錫e　5・luti・n　Of　hik　＝＝　Q　for　alg　k・When　（21？・岬2ノゐ・ld・，

ωecanノ諺ndαunique　solntionα8／bllows，　Let　us　define　tんeノ勧ηとtion　Fk（X）α8

　　　　　　　　　　　　　Fk（K）一｛書吸謬（綜一祭差妾（X）｝一m（轟、）・（24）

既・6言α朗ゐ・吻ge8酌＝k≦K　and　X＝Xva（＞0）オんαオ・α噸ε戦（Xk）＝0岬
σva［rkD’（ρ）一G（XA）」＞o・Th・η伽蜘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　め

　　　　　　　　　　6k［rkD’・（ρ）．一（Z（XA）］＝、σ森［mrkD’（ρ）＋＠一1）σk（≧’（XA）1，　　　（25）

f・rk＝1，2，…，k，　we　can・btαin・tゐe伽藍e　3e孟｛）f　values　sucんtんα崎≧X2≧…≧転＞O

and・that　hik＋、＝触2＝…＝銑＝O　that　・ati・fies　tゐ・αb・ve　relati・n，　whi・h　is　a　u吻％・

5翻心』h・・neαn・resp・nse伽e　i・

　　　　　　　　　　　聴）＝賑俸）＝μπ1D（ρ）＋伽一1）解た㈲，　f・r　all　i・　　（26）

　　　In　Pαrticulαr，ノbr　a　special　case　wゐere　iPk　＝1／η，μ海・＝μ，ωドω，　and　therefore　Pk　＝＝　p

αnd　Uk＝σプ’or　all・k，ωe　hαve　theノ’olloω吻simpter／bmz’

（α）lf　rd2D’（ρ）≦n29（0）＝　n2　aG（0），　tゐe　5・luti・h・i・i・槻蜘・α繭・given　a・・foll・ω5’

　　　　　　　　　　　　　　i一箇＝0，i・εり鰍＝0，αnd・Xiik＝1，プb・媚，ゴ（≠のみ

　　　　　：The　mean　response　time　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（⇒＝乃㈲＝Tik㈲＝ダ1D（ρ），妙α」」晒．

（b）〃μ一2P’（ρ）＞n29（0）＝n2σG（0），　tゐ…luti・n　i　i・9漁α・矧・ω・1

　　　　　　　　　　　　　　　　念一㈹＝（xe　xs・・．7x），

　　　　　　　　　　　　　　　　i…，吻ド下馴ド1一＠一1）2，掴α薦，ゴ（≠i）　k，　（27）

　　　　ωんe陀釧8診るe翻9日目80んオづ。ηqプ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誌・（・一一　mth）D’（ρ）1一鋼・．　（18）

　　　　　The　mea，n　reE脚nse伽le　is

　　　　　　　　　　　T（li）＝Tk（孝）＝Tik（φ）　＝　　μ一1D（ρ）十（m－1）hi　G（t2i），　ノ「or　all　i，　k．　　（29）
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Remark　3．2　渦ro　m．読ζ・溺う《）t；e乏。ε5駅読漉漁乏：e～ξ‘譲蹄紹5｛ゾ読ξ：3獺舶34藍劇シ認凱《∫o調α泌Pεr一

プ’・・mance　d・卿齢・n　va・コ．融駕嬬3オ・・c瀦・麟・翻勧締耀・嬬・ノ翫（；履／σド
iPkωk／μ舞）。　That¢5，君んe鐸麟1準窺‘競ぐ3εメ！＞ξ・漉招。～盤βεε診んαオ鋤姦。ε襯も1諭穿獅y・併短捌∫影拐艶r戦ノ，

tゐ・吻・r　proee・卿伽・艶窪朧囎・焔庵つ，儒46ん・欄読・…糀η襯党ピα漉・繍’・ne　r・一
guirment幽評1ノ，　has　7η07でご妬脱ε3加「春ε腿骨矯｛脇｛．1∫’縮∫｝εアフ砺・7澱翫¢．撫r認『統εc編55ε5傭5

m・re　eゐ侃ce8加うe吻蟹認e幽勲嚢鞠・甥鹸f・λfρ．（r　i／’1⊃漁），

Proof：We　de獺e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニヨ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　轍（卿廊聴）・　　　（3・）

Becau．se　Tik　a，re　convex　f鷹江ctions　a，ndごis　a，　tL：，◎nvex　set言the　s⑪撫もion嚢of　the　problem．

exists（see，［18｝），　and　from　the　Kuhn－Tucker　ttonditiQn　i亀is　char砒cterized　by　the　relations

（see，・・9・，．［19】）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砺鳶（ili）＝幅，蘇＞o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧幅，賜炉0，　　　　　　　（31）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ蘇＝！，f・・all納，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

．where働た，　are　the　Lagrange　multipliers．：From　Definit圭ons（1），（5）to（7），（16），　and（30），

w6　h　ave

　　　　　　ち綱一φ幽晦）＝一Pk［D（βゴ（x））＋細・（βゴ（忽））］・、　　（32）

　　　　　榊）一φ蘇（e）一Pk［P（βゴ（x））＋脚聯））】＋酬蜘≠¢・．（33）

　　　Let盈be　any　class　optimum　strategy　pro罰le，　and　defineβ否＝・βビ㈲．

（Nl）　First，　we　show　by　contradiction　that　k　＝　fi」‘i　for　eve．ry　．pair　of　（i　／”），　and　consequently，

，6i　一一一一一‘　p　for　all　i．

　　　We　de伽e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三iゴk；i’ブ’k（x）＝ち頚（x）一一ちノゴ’k（x）・　　　　　　　　　　　　　　　（34）

Assume　thatβゴ〉’βゴ，　fbr　someゴandア。

（1－1）Assume賜ん〉動’k　fbr　some’i（≠ゴ，〆〉，k・Then，　we簸ave飯油働≧砺’k（i）by〈17）．

From　Equation　（33）　and　Definition　（34）　we一・　have

　　　　　　　　三6ゴk；信ゴ’k（x）　』・　ρk［P（βゴ（x））一D（β〆（ec））］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　十’ρ窺陶」鳶P’（βノ（x））一・一丸ゴ’鳶Pタ（β〆（x）＞1一・ト函ゴ距（x）一9げ鳶（x）．　　　　（35）

　　　Together　with　the　fact　th就P（．）臆d　Pノ（．）are　increa6i駐翼（A1）・，　iもcomes　that　E敏；ぴた（i）＞

Q．　However，　from　（31）　we　pnust　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三脚ノ鳶＝Oand賜る＞tZiアk＞o，　er

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦　Oan．d観ゴ鳶〉亀アk鳶0｝

which　contradicts　the　above。　Thus，　we　must塾ave羅雛≦残〆k　fbでaU　i（≠あゴ’），ん．

（36）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　ガ
（1－2）Then，　fr・m　the説umpti・n角〉βゴ’l　we　hav・qt　1・ast・f…s・m・や，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あかた十あアゴた〉藪ガ’た十島’ゴ’南・

（1－2－1）If砺’ゴた＝：0，　we「have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　藪が鳶〉髭ゴ’アkand錫ゴ｝た≧藷ゴ’ゴh　（Condition’1）．

（1－2－2）1吻ゴk＞0，・imila・1y・as・in（1－1），　we　s6・that　if触＞t2i〃k，　w・hav・三ゴWアk（奮）＞

0，which　contradicts（36）・Thus　we　have　ibノル≦あアアk・Thenあかk＞あか’k　andあかた＞0．

Thus　from（31），（32），and（33），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ち蕗（x）＝ρk［D（島）＋ρk　・TゴゴkD’（βゴ）】＝｛iをゴん，

　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ

　　　　　　　　　　　　　　　ち’蕗（x）＝ρk［D（βゴ）＋ρ鳶2ゴ’ゴたD’（βゴ）］＋クゴ’ゴた（i）＝・δfゴ’k．

Then　we　have，　by　adding　the　last　two　equations，

　　　　　　　　　　　　　Pk［2D（βブ）十Pk（房ガゐ十諺ノ蕗）D’（βゴ）］十9アゴ為（多）＝＝a蕗十d伊触　　　　　　　　　（37）

Note　that　we　have　from（31），（32），　and（33），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　セ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

　　ちノk（x）十ち’アん（念）＝Ph［2D（βア）十ρk（叡覧k十2アァ鳶）D’（βゴ’）1十∂ガ偽（i）≧＆ゴた十｛Nゴ’k．　（38）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　み
Since　D　and　D，　are　increa8ing，βゴ〉βゴ’and％ゴ鳶＋tiゴ’幽〉‘2i〃k＋あ〆アk　by　assumption，

the　only　possibility　fbr（37）and（38）not　to　contradict　each　other　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9アゴk（i）〉〃ゴゴ’k（垂）・　　　「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

Therefbre，　in　the　special　case　where　gア抽（i）＝島アk（念），these　two　relatio盆s　contradict　each

・th…Fb・th・・th・・ca・es，　W・inv・Stigatr　in　th・f・ll・wing（1－2－2－1）and（1－2－2－2）・

（1－2－2－1）Consider　the　Type　G－I　case．　From　the　abov6（39），　the　relation（17）on　g，　and

あゴゴk十あゴ’ゴk＞あゴノk十あ〃ん，we　h　aveあ〃k≧あゴ，ゴん，　from　which諺ゴゴん＞tibアゴ，たfblIows．　We

lthus　h、ave．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　あか’ん≧：影アゴk　and　21ゴゴk＞あアゴ’k　（Co孕dition　I），

which　is　the　same　as（1－2－1）．

（1－2－2－2）Consider　the　Type　G－II　case、　From　the　above（39），　and　the　relation（17）on　g

andあゴゴ南十あアゴん〉あゴァk十あゴ’〆k，　we　haveあアァた〉あゴゴん，　from　which灘ゴ’ゴ鳶＞blガ’k　fbUows．

We　thus　h翫ve

　　　　　　　　　　　　　　　　　賜’アk＞毎ゴkandあア蹄〉あ〃le（Condition　II）．

（1－3）　Now　we　examine　each　of　Conditions　1　and　II，　respectively，　in　the　following　（1－3－1）

and　（1－3－2），　and　will　shoW　that　both　lead　to　contradictions．

（1－3－1）　Consider　the　case　where　Condition　1　holds．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ち弛（i）＝＝ρた［D（角）＋ρんあゴ殆D’（βゴ）］＝δゴk，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら’〆た（i）　＝　pk［D（fi，・，）＋ρんあゴ’ゴ’kD’（β〆）］≧δゴ’た，

we　have　d3・k　〉　a」，k，　because　D　and－D’　are　ipcreasing　and　B2・　〉　B」・，　by　assumpVion．
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　　　W；enext　show　thatあ幽≧2ア1たby　contradiction・Assumeあ5薦く記ア～ん・Then　2アlk＞0，

an　d　we　have　from　（31）　and　（33），

　　　　　　　　　　　　　　　tNo・，ik（i）　＝　・pk［D（Bi）　＋　pk¢3vikD’（6i）］　＋　gS’，ik　（i）　＝　bl」・tk，

　　　　　　　　　　　　　ちlk（勾＝Pk［D（β」）＋ρ鳶あゴ∬kD’（β∂］＋91ジ洗（i）≧δ蹄＞dゴ’k，

which　cbntradicts　the　assumption，　as　we　see　by　noting　that　here　for　both　G－1　and　G－II

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伽（奮）≦9ゴ蝋念）・

Therefore　we　must　h　ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　毒幽≧blj・tk・

　　　From　this　＆nd　Condition　1，　it　conies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢5ゴ鳶＞x〃k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xゴゴ’k＞¢ゴ’ゴん，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ姻≧hiゴ’lk　fb・all　l（≠ゴ，〆）．

This　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝Σあ幽〉Σ2アlk’＝1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　l

which　is　impossible．　’That　is，　the　assumpti．on　leads　to　a　contradiction．

（1一一3－2）　Consider　the　case　where　Condition　II　holds．　This　implies　dij，jk　〉　O　and　we　have

　　　　　　　　　　　　　　老〆ゴん（i）＝＝ρk［D（βゴ）＋ρ鳶あアゴkD’（βゴ）］＋9アゴk（多）＝＝δ1ゴ”・k，

　　　　　　　　　　　　　　ちh’k（φ）・＝ρた［D（βゴ’）＋ρ越…ガ’kD，（βノ）］＋〃ガ’た（i）≧aゴk．．

Since　D　and　D’are　increasing，βゴ〉βアand錫’ゴk＞賜アた，　vレe　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　傷’k一島’ゴ鳶（釜）〉幅一ρゴih（i）・　　　　　　．

By　noting　that　for　type　G－II，　we　have　g，・ik（i）　＝　gde・tk（i）　and　gj，ik（i）　＝　g2・to・k（i）　for　any

l（S　］’，」”），　and　from　the　Kuhn－Tucker　condition，　we　have

　　　　　　　　　ρk［D（β∂＋ρん賜’lkD’（β」）］＝＝δゴ’k一クアlk（i）＝δゴ’k一ク」・jk（i），錫’lh＞0，

　　　　　　　　　Pk［D（β」）＋ρ罐ゴ’lkD’（β∂］≧δ1〆鳶一ク〆疏（i）＝δゴ’k　一一　9ゴ’ゴん（i），毎’lk＝0，

　　　　　　　　　ρん［D（β∂＋ρkdiPtkD’（β∂］＝δ1ゴた一クゴ」ん㈲＝・δゴた一9ガ’濠（i），　diPtk＞0，

　　　　　　　　　ρk［D（β∂＋ρた錫統D’（β∂］≧a盈一島醜（i）＝・δゴk一クガ’k（φ），あゴ醗＝＝0，

which　can　hold　only　when　hiptk　S　th，・，ik　for　all　1（＃　2’，　i）一

　　　From　this　and　Condition　II
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鞠ゴ鳶くx〃k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x〃h＜xゴ’ゴk，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢幽≦x2・lk飴r　au♂（≠ゴ，〆）．

This　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝　2　，i」ik　〈　2　di」tik　＝＝　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12
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which　is　impossible．　That　is，　the　assumption　leads　to　a　contradiction．

　　　Thus　we　see　that　the　assumption　B，・　〉　B，・t　leads　to　either　Condition　1　［（1－2－1）　and

．（1－3一一1）］　or　Condition　II　［（1－3－2）］，　both　of　which　lead　to　contradictions．

　　　Therefore，　we　must　have　5」　＝　52・，，　and　consequently　5i　一一一一　p　for　all　i．

（2）　Hence　for　all　i，　1’（it！　i），i（74一　i），k，

　　　　　　　　　　　　　三玄ゴwた㈲＝ρ麸（面一砺’k）D’（ρ）＋録（i）一9歪アた㈹．．　　（40）

Thus，　if砺頚〉銑ゴ’k　fbr　some　i，ゴ（≠i），〆（≠の，k，　we　have三姻〃た＞Osince　D’（ρ）＞0，

which　contradicts　（36）．　Therefore，　we　must　hav．　e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ毎ん＝あたfbr　all　i，ブ（≠の，k．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

（3）’　We　note　that　since　：」　xi2tk　＝　1，　from　the　assumption　on　the　arrival’ratio　of　ea£h　class

job，　hik　has　to　belong　to　the　interval　［O，　1／（m　一　1）］．　We　discuss　the　case　for　Types　G－1　and

G－II（a）　and　that　for　Type　G－II（b），　separately．

The　case　for　Types　G－1　and　G－II（a）

　　　We　h　ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　甲州茗た（i）＝一ρZ（1　一一　mfk）D’（ρ）＋9k（媒）．

where

　－gk（dik）　＝　qk［G（akhik）十akblkG’（akdih）］　（Type　G－1）or

gk（hik）　：　ak［G（m（m一一1）ahalk）＋（m－1）akhi’kmG”．’（一m（m＝1）akdik）］　（Type　G－II（a））．

　　　Let　us　define　the　function　Fh　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fk（x）＝一P琵（レ綱D’（ρ）＋9k（の．　　　　　（42）

Clearly，　Fh　is　continuous　and　monotonically．　increasing．

　（a）　For　class’Rik　such　that　pZD’（p）　S　gk（O）　＝　ukG（O），　we　have　Fk（x）　〉　Fk（O）　）　O　for

　　　　any　x　〉　O，　which　proves　that　x　＝　hik　＝　O　is　the　unique　opt’i　mal　solution．

　　　　Therefore，　for　class　Rik　such　that’pZD’（p）　一〈一　g－k（O）　＝　akG（O），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xi」’k　：O，　and　xtik　＝＝　1，　for　all　i，7’（7E　i）．

　　　　The　mean　response　time　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　Tk（i）　＝　Tik（i）　＝　ptk－iD（p），　for　all　i，　k，　T（i）　＝　pD（p）．

　（b）　For　class　Rik　such　that　pZD’（p）　〉　gk（O）　＝　akG（O），　t・he　optimal　solution　is　uniquely

　　　　given　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　をi毎鳶＝i…k，fbr　all　i，ゴ（≠の，　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　（43）

　　　　where　dik　is　the　unique　solution　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ髭（1　一一一　m，dik）D’（ρ）＝9k（鉱）．　　　　　1－

　　　　Therefore，　the　mean　respense　tiine　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　Tik（x）＝pk一．　iD（p）＋（m一一1）blkGfo（i），　for　all　a．
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Therefore，　we　have　a　unique　Nash　equilibrium　or　class　eptimum．

The　case　for　Type　G－II（b）

We　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E崩；繰（i）＝一ρ甕（1－m鍛）P’（ρ）十擁（i）．

　　　We　can伽d　the　set　of飯，　k＝1，2，…，nラas　the　unique　soIutign　of』the　fblIowing　system

of　relations：．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pZ（1－mXk）D’（p）　＝　gk（i）’and　dik　Z　O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pZD’（p）　〈　gk（i）一and　alk＝O，　（44）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O’S　dik　S　l／（m－1），

where　gk（i）’＝　ak［G（m（m　一一　1）　Z）k　ukhih）　＋　ak（m　一一　1）i’kG’（m（m　一一　1）　Xk　akafk）］・

　　　．The・elati・n・（44）a・e　equiv翫1e噸th・f・ll・wing・

　　　　　ak［rkD’（p）一一一G（X）］　＝：　akXk［mrkD’（p）十（m一一i）akG’（X）］　and　Xk＞一一〇，

　　　　　ak［TkD’（p）　一一　G（X）］　〈　O　and　Xk　：O，　（45）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OS　dik　一〈1／（m－1），

wh・・e　w・・ecall　rドρ箆σ寿1　a耳d　w・d・n・t・．Xi＝　m（m－1）Σ鳶σ森．

　　　We　easily　see　that　we　can　change　the　numbering　of　k　such　that　一　2　T2　）　‘・・　2　rk　）

“・・@）　rn．　The　following　three　situations　can　occur：

　　We　can　find　K　such　that　rKP’（p）　〉　G（O）and　ri〈＋iD’（p）Sg（O），　（rel．（21））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or　r．　D’（p）’　〉　G（O）　（i．　e．，　K＝　n），　（rel．　（22））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or　PiD’（p）　S　G（O）　（rel．　（23））．

When　（23）　holds，　we　can，　find　a　tinique　solution　of　Xk　：　O　for　all　k．　When　（21）　or　（22）

holds，　we　can　find　a　unique　solution　ag，　follows．

　　　Recall　the　definition　（24）　of　the　function　Fk（X）　as

　　　　　　　　　　　　　鯛一｛予冷躍…輪縄｛（x）｝一一　th（嵩

Clearly，　Fk（X）　is　continuous　and　monQtonically　decreasing　with　the　increase　in　X　（｝it　O）．

Thuff　foNr　each　k　＝　k’　（S．　1〈）　there　exists　X　＝＝　Xkt（〉　O）　that　satisfies　Fk，（Xk，）　＝＝　O．　Then

given　Xh，？丘om（45）we　can　obtain　a　unique　set　of　values　fbr毎，1≦k≦kへSince（21）

oir　（22）　holds，・　．we　cana－　find　the　largest　k’　＝　k　such　that　dik　〉　O　（i．e．，　TkD’（p）　一　S（Xn）　〉　O，

that　is　the　unique　solution．

　　　We　can　see　it　as　follows：　From　（24）　we　h　ave

　　　　　　　　　　　　職）一雨）＋観瀦ぞ鴇≡鍵（“rtk）一・・

Thus　we　have　Fkwi（Xk）　〈　O・

　　　Assume　that　we　have　another　feasible　solution　for　k’　＝＝　k　一　I」　Then　we　have　Xk．i　〉　O

such　that　FA－i（Xk－i）　＝　O　and　dik　；　O．　Therefore　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fk一’，（XA）　〈　FA－i（Xk－i）・
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Thus，　since　Fk（．）．　is　monotonically　decreasing，　we　must　haye　Xrs　〉　XA－i　and　G（Xk）　＞

G（Xit－i）．　Consequently，　since　rkD’（p）　一　G（Xk）　〉’O，　we　have　rED’（p）　一一　s！1（XA一，）　〉　O．

Therefore，　from　（25），　i．　e．，　（45），　we　must　have　Xk　〉　O，　which　is　a　contradiction．

　　　In　a　similar　way，　for　k　and　k’　such　that　rk　＝　Tkt，　we　can　show　that　either　alk　＝　Xk，　＝　O

or　xk＝Xkt＞O．　一
　　　Therefore，　we　see　that　we　have　the　unique　solution．　That　is，　we　can　obtain　the　unique

set　of　values　such　that　dii　）　th2　2　…　2　hip．　〉　O　and　dik＋i　＝＝　Xk＋2　＝　…　＝　Xn　＝＝　O，　which

satisfies　the　ab　ove　relation．

　　　The　mean　response　time　（26）　is　obtained　by　noting　the　definitions　（1），　（5），　（6），　（7），

an　d．　（9）．

　　　In　particula，r，　for　a　special　case　where　ipk　＝　1／n　for　all　k，　we　ca，n　obtain　the　solution

similarly　as　the　cases　for　Types　G一一1　and　G－II（a）．　M

（C－II）［lntermediately　distributed　decision：　Giobal－class　optimi2ation］　The

global－class　optimum　（Nash　equilibrium　for　another　set　of　decision　makers）　is　given　by

such　t　as　satisfies　the　following　for　a11　i，　k，

　　　　　　　Tk（t）：min　Tk（t－ny（k）；xk），　with　respect　to　xk＄uch　that（tny一（k）；xk）EC．　（46）

where　（th．（k）；｛　k）　denotes　the　mmn　vector　in　which　the　elements　correspgnding　tb　the

coordinates　of　ik　has　been　replaced　by　the　vector　xk．　We　note　that

　　　　　　　　　　　　　　　血礁（勾＝Σ　6，k）（x）D（β2（2））＋Σ幅ゴたG蜘（x）．　　　（47）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　i，2’7Ei

Note　that　we　have　the　assumption　A3　on　the　function　Gi」’k（x）．

　　　We　de伽e鰍（x）｛ms

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鰯（x）一∂£ゴた｛贔幅・た鯛・　　（48）

By　Assumption　A3，　we　have

　　　　　　　　　　　　藤（x）・＝σk［G（鰍）＋σた鰍（≧’（鰍）】｛br　typ・G－1，

　　　　　　　　　　　　bifa（x）　：　ok［G（ut）＋uk：li　（1－x，，k）G’（ut）］　for　type　G－II

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（色＝Σσ胸ゆ・typ・G－II（の，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，ゴ≠i

　　　　　　　ifi　2　ukxi」’k　for　typb　G－II（b））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蝋≠の，k

　　　Therefore　we　have　the　property

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃毎ん（x）≧クiアk（x）if躍疹ゴん＞Xiアk・．　　　　　　　　　’　　　　　　　　　（49）

Solution：

　　　　　　　　　　　　i一・（iik）＝〇一・eり鰍＝0，　and・Xiik＝1，かα1砿ゴ（≠の，k・

The　mean　response　tim’e　is

　　　　　　　　　　　　　　Tk　（i）　＝　Tik（i）　＝：　pak一’D（p），　for　all　i，　k，　T（i）　＝　pD（p）．
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Proof：We　def｝ne
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．繍）一φ鳶∂轟聴）・　　　（5・）

Aga，in，　because　Tk　is　a　convex　function　and（7　is　compact，　the　solution：診of　the　problem

exists（see［18D　and　from　the　Kuhn－Tucker　condition　it　is　characterized　by　the　relations

（see，ε．9㌧，［19］）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tijk（ソ2）　　＝　　｛N一　ik　for毒6ゴゐsuch　that　ゴ｝2ゴた＞0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧　　〔i鋭fbr記盛ゴんsuch　that　恋歪ゴた＝＝0．　　　　　　　　　　　　　　（51）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ吻ド1，f・・all晒

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

where｛堀are　the　Lagrange　multipliers．：From　the　de伽玉tions（1）to（8），（48），　and（50），　we

have

　　　　　　　　　　蝋2）一φ磯’一ん［P（βの＋β1た）D’（βの】，　　　（52）

　　　　　　　　　　醸ゆ）一瞥ん一ρk［D（6」）＋β！海）が（βゴ）1＋ク紳・ゴ≠i’（53！

　　　We　define　　　　　　’　　　　　　・「　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　島ゴ鰐ド娠（x）一ぎ6蝋3）．　　’　　　（54）

：From（53）we　have

　　　　　孟歪ゴ輝ゴ’k　＝＝　ρk［D（βゴ）一D（βゴ’）］＋ρk［β野）D’（β》）一β1タ）D’（βア刀＋焼ゴた二動アた．　（55）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　Let　t　be　any　global－cla8s　optimum．　Denoteβ奄・＝β‘（Y）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヤ　　　　　　　　　　　　　　　
（1）We　first　show　by　contradiction　thatβ5＝βゴ’fbr　every　pair　of（ゴ，ゴ’），　which　implies　that
り

βづ＝ρfbr　all　i．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ

（1－1）SupPose　thatβゴ〉βノfbr　someブand〆・　Then　there　must　exist　k　such　that
房勘）〉β！夕！・F・・血（5・），（52），and（53）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ち蝋2）＝ρk［　　ソD（βア）＋旦夕）D’（βゴ’）］一幅，，あゴ’ゴ’k＞o，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　ち’ゴ’k（x）＝・ρk［D（βノ）＋房タ｝D’（βブ’）］　≧　δ1ゴ｝k，diアゴ’k＝0，

　　　　　　　　　　ち’ゴh（t）・＝ρk［D（βゴ）＋β！ん）D’（βゴ）1＋〃ゴ’ゴ海（i）　・＝　｛をゴ’k，dij’蕗＞0，

　　　　　　　　　　ち’ゴk（x）＝ρk［D（βゴ）＋β1左）D’（β5）］＋4／5た（φ）　≧　｛｝ゴ’k，あアゴk＝0．

Therefbre，　from　the　fact　that　D　and　D’are　increasing　functions（A8sumption　A1）alld

from　Property（49），　we　have¢ゴ，蕗＝Oand　consequently勇ゴ，ゴた・≦賜ゴ，k．

（1－2）Suppose　we　haveあ佛〉銑ゴ，k｛br　some　i（≠プ，〆），　then　necessarily　gifa≧動，k　by

Property（49）．　Since，　by（A1），　D（．）and　D’（．）are　increasing，重佛〃た（t）＞0．　However，

from（51），　since士is　a　global－class　optimum　we　h　ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　き‘ゴ鳶；唇ゴ’k　＝　　Oand　あが鳶〉勇2アk＞0，0r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦　　Oandあぜゴた〉・di｝i〆k＝＝0，　　　』　　　　　　　　　　　　　　　（56）
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which　contradicts　the　above．　Thus，　we　must　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jiiゴk≦鑑アk　fbr　all「i・

Therefore，　from　B，（・k）　〉　B，（・，h），　we　must　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あかk十あゴ’ゴk＞¢ゴ’ゴ’k十賜ゴ’k・

Thus　we　have　from　（1－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　賜アk≧‘i’ノ齢and鰯鳶〉毒ブ’ル

（1－3）　Since’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρk［D（βゴ）＋β｝ん）D’（βゴ）】＝d蹄，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρk［D（防’）＋β！夕）D’（βゴ’）］≧dゴ’k，

weh脚e殊〉義ゴ’k・

　　　We　next　show　tha樋幽≧あゴ’ik　by　contradiction．　Assume動互k＜錫’lk．　Then賜’lk＞0，

and　we　have　from　，（51），　（52），　and　（53），

　　ρた［D（β∂十誰）D’（β」）］＋伽k（盈）＝dアた，

ρた［D（　ソβ」）＋B！k）D’（β」刀＋鰯倭）≧娠＞aアk，

which　contradicts　the　assumption，　as　we　see　by　noting　that窃zた（勾≦窃，lk（i）fbr　both　of

G－Iand　G－IL　Therefbre　we　must　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　賜」鳶≧鳶アどん・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　F・・m「thi・and（1－2），　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鞠ゴ鳶　〉　　のゴ’アん，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ワ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　劣ガ’鳶　〉　　¢ゴ’盈，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　勇5」た　　≧：　　疲｝ゴ’lk　　for　aユl　l（「≠：ゴ，フ1’）．

This　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝Σ娠〉Σ　dy’lk・＝1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」　　　　・　l

which　is　impossible．　Tha七is，　the　asstimption　leads　to　a　contradiction．　Thus　we　see　that
　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　ソ

the　assumptionβゴ〉βアleadS　to　a　contradiction・Therefbre　necessarilyβゴ＝fi；・，　and
　　　　　　　　　　　　ソ
consequentlyβヂ＝・ρfbr　all　i．．

（2）W・n・xt・h・w　by・・nt・adi・ti・n房た）一房夕）fo・ev・・y　pai・・f（ブ，ゴ’），　whl・h　impli・・that

房鳶）＝ρk・fo・a11晒．

　　　From（55）we　have　fbr　all　i，ゴ（≠の，ノ（≠の，k，

　　　　　　　　　　　　　亀緬’k㈲・一・＝嗣海）一β！タ））D’（β、）＋酬勃一クゴノた（t）．　　（57）

　　　Assum・β！鳶）〉β郷r　s・m・ゴandノ．　We　ca醐・w　th・・am・lin・・f　l・gi・a・（・一・），

（1－2），and（1－3）ab・v・，・v・n　th・u琴hβドρ・f・・all・i，・and・w・・ee　that　th・ab・v・assumpti・n

1・ad・t・ac・雄adi・ti・n・Th・・ef・・e　necessa・ily房南）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一β；・tl），　and・・n・equ・ntly　Bik）　t：　pk　for
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　　all　i，k．

　　（3）Now　from（55）we　have　f（）r　all　i，ゴ（≠の，ゴ’（≠の，k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：三：唐5た；iアk（v）』　ニ＝　すづゴた（垂）一〃づノん（i）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（58）

　　Thus，　ifφ轍〉鋤アんfbr　some　i，ゴ（≠の，ノ（≠の，k，　we　haveき茗ゴ師ゴ’k≧0，　which　contradicts

　　relation．（56）．　Therefbre，　we　must　have．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鰍＝・Tk・f・・all　i，ゴ（≠の，k，

　　and　from（53）and（55）we　have　fbr　all　i，ゴ（≠の，k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E釜ゴん；iih（¢）　：9（t）＞0，

・and　consequently　from（51）we　have晦＝Ofbr　all　k．・ロ

4　Examples
　　We　consider　here　Examples　l　and　2　introduced　in　Sections　2　and　3，　respectively．　We

・est・i・t・u・selv・・t・th・　cl・s・・ptimi・ati・n（C－1）wh・・eμ研μφド1／n　fo・all　K一・W・

　　haveρ＝1／μ。

　　Example　l　In　this　case　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（x）＝t／n．

　　We　note　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ一2P’（ρ）一n・9（0）＝1／（μ‘一1）・一一一　nt．

　　　（a）　If　t＞1／｛n（μ一1）2｝，　then　the　solution　i…is　uni（lue　and　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　i＿（iik）＝＝0，　i．e．フあ唇ゴk＝0，　aiik一＝＝1，　　fbr　all　i，ゴ（≠i），k．

　　　　　　The　mea，n　response　time　is

　　　　　　　　　　　　T（i）』囎一μπ1D（ρ）一μ圭、，i一・，2，…，嚇一・，2，…，n・

　　　　　　In　particular　it　is　the　same　fbr　the　overall，　individua1，‘and　global－class　optima．

　　　（b）　If　t≦1／｛n（μ一1）2｝，　the　solution　i　is　given　by

　　　　　　あづゴド⊥｛・一nt（pa　一一・）・い‘歪二一■｛・＋（m一・）畷μ一・）・｝，　f。・allぎ，ブ（≠の，k．

曾． sh。∴1、p。nsetimeiS　m　　　　・（59）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　T（鳶）　：＝　Tik（を）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一μ圭、＋鵬荒1オ｛・一頭μ一1）2｝，f・r　all　i，k・．（6・）
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F…s・me　param・ters（Pa，・m，・n），ナ＝T（i）“attain・it・maximum　in雄・．，　th・w・・st

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りperformance），　that　we　denote　Tmax（μ，　m，　n）f（）r

　　　　　　　　　　1

tmak　＝
　　　　　　2n（pa　一一　1）2’

（61）

We　h　ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛1層＋Tmax　（pa，　m，　n）　＝＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4mn（pa　一一　1）　　　　　　　　　　　　　p　一一　1

1 m－1 （62）

Thus’if　we　add　the　communication　lines　with　delay　t．．．　＝　1／｛2n（pa－1）2｝　to　the　sys－

tem　that’has　had　no　communication　means，　the　mean　response　time　Tik（i）　for　each
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i．e．，　the　performance　degrades）．　Thisclass　increases　in　the　amount　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4mn（pa　一一　1）2

is　a　Braess－like　paradox．　We　define七he切慨剛づ。（）f　tゐe　performance　degrαdαtien

A（pa，m，　n）　in　the　paradox　for　given　pa，　n　to　be

△（一）一塩ax（μ’ ｭ（甥｝乃（μ）・
（63）

where　To（pa）　＝　1／（pa　一　1）　denotes　the　mean　response　time　of　each　class　jobs　for　given’

p　when　the　system　has　no　communication　means．　We　helve

△（μ，綱＝4畷μ一1）・m－1 （64）

Example　2 We　h　ave
　　　　　　e　一　m（m　一　1）（n　一一　1）x
g（x）　＝＝

　　　　　　　（e　r　m（m　一　1）nx）2　’

and
pa－2D’（p）　一一一　n　2g（o）　＝　1／（pa　一一　1）2　一一　n／e．

This　is　the　same　as　in　the　above　example　if　we　take　t　：　e’i．　Therefore，　we　have　the

following：

　（a）．　lf　e一一i　．〉　1／｛n（pa　一一　1）2｝，　we　obtain　the　same　solution　and　mean　response　tiMe　as　in

　　　　　Example　1，’i．e．，　i．（iik）：Oand　Tik（i）＝F　l／（pa一一1）・　’　’

（b）　lf　e－i　S　1／｛n（pa　一一　1）2｝，　the　solution　i　is　given　by

あづゴドあ，触＝1一伽一1）あ，for　all　i，ブ（≠の，k， （65）

where　hi　satisfies

1
一（1－m薩）

i

μ一1

e　一一一　m（m　一　1）（n　一　1）di

（e　一一　m（m　一　1）nhi）2　’
（66）

Remark　4。1　From　tゐe　above’ωe　8ee　tゐα≠，ηo妙ωαr伽g　Ofゴobs　occurs伽tんe　overall，

individua9，　and　global－elass・ptima　and　in　eαse　（α？　・f　tゐe・claSS・P伽㈱．　Tha彦is，傭ん・8e

O卿mα，ゴ・bs・arriv吻αt・eαCゐηodeαre脚ce53ed　o吻by　the　node，　ana　thereby　the　system

んα・n・P・Oformαn6・伽仰”ε鵬・伽・晦・αdα伽二君・add吻議εω7ηm翻Cαti・η・neans

’ゆ轍i・n伽8eの・．　　　　　　　　，
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　　　On　the・物ん嘱in　ca5e　（～リ・’f・tゐe　class・脚num，・α・ゐ伽・forωards　a　part・朔・

2’obs　through　the　communication　means　to　other　nodes　for　remote　proceSsing，　and　thereby

has　degradation　in　its　mean　response　time．　The　ratio　of　such　degrada，tion　can　become

unlimitedly　large　as　the　totat　arriv’al　rate　approaches．the　processing　capacity　of　each　node，

i．e．，　as　pa　fy　1；　ln　Exampge　1　of　the　model，’we　see　that，　as　n　and　thus　the　number　of

伽8e・伽×n／inereαse　up　t・二三吻ω伽オんe　number　Of　n・des，　m，　fixed，　the　rati・　Of

吻磁α舌伽，△（μ，m，n），αnd・tゐe　cんαηce8ρ櫛e　pα㎜4・X・decreαse伽d　finally　disappeαr．

　　　The　effect　Of　m　is　n・オ5・吻e伽抗e　exα即1e，ωゐerein，ザωe　increαse　m加鵬2

認伽tedly，　tゐeωor8オ剛ぎ0｛）f　pe　rfo　rmαn¢e　degradation　increases・吻up　t・twice．

5 Numerical　Examples

We　examine　Example　1　with　m　＝：　5，　i．e．，　the　system　with　five　nodes，　and　consider　the

case：　pa　＝　1．01．　The　mean　response　time　is　To（jeje）　：　1／（pa一一一1）　＝　100　in　the　overall　optimum，

in　the　individual　optirnum　（Wardrop　equilibrium），　and　in　the　case　of　no　communication

line　and　no　forwarding　of　jobs．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　Firstly，　we　consider　the　case　where　n　：

T＝　Tik　takes　its　maximum　value

1，　i．e．，　the　total　number　of　classes　Rik　is　5．

T（1．01，5，1）　＝　2100　（see　（62）），

and　the　womst　ratio　of　the　performance　degradation　A（pa，　m，　n）　in　the　paradox　is

A（1．el，5，1）　＝＝　20　（i．e．，　2000％　degradation） （see　（63）），

when　t＝　1／｛2（ps　一一一　1）2｝　＝　5000　（see　（61））．　Then

dii2’k　＝　（1／5）｛1　一’　t（pa　一　1）2｝　＝　1／10　（k　±　1）　（see　（59））．

　　　In　this　case，　hiio・k　（＝　th）　decrease　from　1／5　down　to　O　as　t　increases　frpm　O　to　10000

（　：1／（pa　一一　1）2），　and　for　t　〉　10000，　no　forwarding　of　jobs　occurs．

　　　It　is　amazing　that　each　class　keeps　to　forward　a　part　of　its　jobs　equally　to　the　other

nodes　even　though　the　communication　delay　for　forwarding　is　much　greater　than　the　pro－

ceSsing　delay　at　the　node　at　which　its　jobs　arrive．

一Then　we　consider　the　case　where　n　：

T　＝　Tik　takes　its　maximum　value

100，　i．e，，　the　total　number　of　classes　is　5eO．

T（1．01，　5，　100）　F　120　（see　（62）），

and　the　worst　ratio　of　the　performance　degradation　A（pa，　m，　n）　in　the　paradox　is

A（1．el，5，100）　＝　O．2　（i．e．，　20％　degradation） （see　（63）），

when　．b　一．　1／｛2n（pa　一　1）2｝　＝＝　50　（see　（61））．　Then

afik　＝＝　（1／5）｛1／n　一一　t（pa　一一　1）2｝　＝1／looo， for　all　k　（see　（59））．

　　　In　this　case，　Xik　decrease　frem　1／500　down　to　O　as　t　increases　from　O　to

1／（pa　一一　1）2），　and　for　t　〉　10e，　no　forwarding　of　jobs　occurs．

100　（＝

2e



　　　Thus　we　see　that　the　chances　of　paradoxes　and　the　magnitude　in　the　degradation　of

the　performance　in　the　paradox　are　greatly　reduced　from　the　case　n　＝　1．

　　　Furthermore　we　consider　other　values　of　pa　with　n　＝＝　1．

For　pa　＝＝　1．Oel，　A（1．001，5，1）　＝　200．（i．e．，　20000％　degradation），　and

fo．r　pa　＝＝　1．000el，　A（1．00001，2，1）　＝　20000　（i．e．，　20eOOOO％　degradation），　ete．　ln　this　way，

we　see　that　the　worst　ratio　of　the　performance　degradation．A（pa，m，　n）　in　the　paradox

becomes　unlimitedly　large　as　pa　approaches　1　with　n　＝　1．

， 6 Concluding　Remarks

In　this　paper，　we　have　examined　the　model　consisting　of　symmetrical　nodes　with　identical

arrivalS　to　all　nodes　where　forwarding　of　jobs　to　the　other　nodes　through　communica－

tion　means　with　nonzero　delays　may　clearly　lead　to　performance　degradation．　We　have

confirmed　that　in　the　overall　optimization　and　in　the　individual　optimization　（Wardrop

equilibrium）　such　forwarding　never　occurs．　We　have　shown　that，　in　some　parameter　set－

ting　of　the　class　optimization　（Nash　equilibrium　for　one　set　of　decision　makers），　mutual．

forwarding　of　jobs　for　remote　processing　through　communication　means　definitely　occurs

and　the　ratio　of　the　performance　degradation　may　beceme　unlimitedly　large．　We　have　also

shown　that　in　the　global－class　opt・irnization　（Nash　equilibrium　for　another　set　of　decisien

makers）　such　forwarding　never　occurs．

　　　That　is，　such　a　paradoxieal　behavior　may　occur　only　in　the　class　optimum　and　does

never　occur　for　the　overall，　Wardrop，’and　global一・class　optima，　in　the　same　setting　of　this

symmetrical　node　model．

　　　We　have　obtained　the　uniqueness　of　class　and　global－class　optima　on　the　basis　of　only

the　special　assumptions　on　the　communication　means　（i．　e．，　dedicated　lines　and　bus一一type

cennections）．　’It　has　been　quite　hard　to　extend　the　proQfs　to　more　general　assumptions．　It

is　not　certain　whether　in　some　cases　of　the　communication　means　the　optima　may　still　be

unique．　lt　has　been　also　difficult　for　us　to　analyze　asymmetrical　models．　These　are　open

future　problems．
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