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Abstract

　　　It　has　been　reported　that　there　exist　a　few　numerical　examples　for　the

Braess－like　paradox　in　which　adding　a　certain　capacity　to　the　system　may

degrade　the　performance　of　all　users．　Unlike　the　original　Braess　paradox，　this

behavior　occurs　only　in　the　case　of　finitely　many　users’and　not　in　the　case

of　infinite　number　of　users　in　the　models　examined．　ln　this　study，　we　exam－

ine　a　number　of　numerical　examples　around　the　Braess－like　paradox　such　as

above．　ln　the　numerical　examples，　it　is　observed　th　at　the　Braess－like　paradox

is　stronger　（i．　e．，　the　performance　degradation　of　all　users　in　the　Brass－like

paradox　is　larger）　when　the　system　has　a　higher　degree　of　symmetry，　in　par－

ticular，　in　the　parameter　setting　of　the　model　whereby　no　forwarding　of　jobs

occurs　in　the　overall　optimum．

　　　Keywords：Braess　paradoxりNash　equilibrium，　Wardrop　equilibrium，　perfor－

mance　optimization，　numerical　examples，　distributed　computer　system，　load　ba1一

　　　　
anClng・　　　　　　　　　　　　　・

1 Introduction

We　can　choose　between　several　distinct　objectives　for　performance　optimization　in

many　sys七ems　including　communication　ne七works　in　distributed　compu七er　systems，

transportation　flow　networks，　etc．　Among　them，　we　have　three　typical　objectives　or

optima　：

（1）　the　overall　optimum？　system－optimum，　cooperative　optimum　or　social　optimum，

where　a　certain　overall　and　single　measure，　like　the　to七al　cos七〇r七he　overall　aマerage

response　time，　is　to　be　optimized．　We　call　it　the，overal，1　optimum　here．

　　’Y．　Hosokawa　is　with　Doctoral　Program　in　Systems　and　lnformation　Engineering，　University

of　Tsukuba，　Tsukuba　Science　City，　lbaraki　305－8573，’Japan．　Tel　＆　Fax：　十81－298－53－5156　E－mail：

hosokawa＠osdp．is，tsukuba．ac．jp．

　　tH．　K　ameda　is　with　the　Institute　of　Information　Sciences　and　Electronics，　University　of　Tsuku－

ba，　Tsukuba　Science　City，　lbaraki　305－8573，　Japan．　Tel：　十81－298－53－5539　Fax：　十81－298－53－5206

E－mail：　kameda＠is，tsukuba：ac．jp．

　　iO．　Pourta11ier　is　with　INRIA　B．P．　93，　06902　Sophia　Antipolis　Cedex，　France．　Tel：　十33／O－492－

387－826　Fax：　十33／O－492－387一一858　E－mail：　Odile．Pourtallier＠sophia．inria．fr．　The　present　work　was

done　during　her　visit　to　the　University　of　Tsukuba．

1



（2）　the　individual　optimum，　Wardrop　equilibrium，　or　user　optimum　by　some　people；

where　’?≠モ?@of　infinitely　many　individuals，　users，　or　j　obs　cannot　receive　any　benefit

by　changing　its　own　decision．　．　Infinitely　many　userS　individually　seek　their　own

oP七imiza七ion．1七is　fur七her　assumed　that　decisions　of　a　single　individual　have　a

negligible　impact　on　the　performance　of　other　individuals．　We　call　it　the　individztal

optimum　or　12Vardrop　eguilibrium・here．

（3）　the　class　optimum，　Nash　non－cooperative　equilibrium，　or　user　optimum　by　some

，other　p　eople，　where　each　of　a　finite　numb　er　of　classes，　users，　or　players　cannot

receive　any　b　enefit　by　changing　its　decision．　A　finite　number　（N（〉　1））　of　players

seek　their　own　optimization　non－cooperatively．　We　call　it　the　class　optimum　or　Nash

eguilibrium　here．

　　　Actually，　（3）　is　reduced　to　（1）　when　the　number　of　players　reduces　to　1　（N　：　1）

and　approaches　（2）　when　the　number　of　players　becomes　infinitely　many　（N　一　oo）

［4］．

　　　We　can　think　that　the　total　processing　capacity　of　a　system　will　increase　when

the　capacity　of　a　part　of　the　system　increases，　and　so　we　expect　im’ 垂窒盾魔?高?獅狽刀@in

performance　objectives　accordingly　in　that　case．　The　famous　Braess　paradox　tells

us七ha七this　is　not　always　the　case；i．ε．，　increased　capaci七y　of　a　part　of　the　system

may　sometimes　lead　to　the　degradation　in　the　．benefits　ef　all　users　in　a　W．　ardrop

equilibrium　［2，　3，　4］．　We　can　expect　that，　in　the　Nash　equilibrium　where　players

seek　their　own　optimizat玉on　non－cooperatiYely，　the　similar　type　of　paradox　occurs

（with　large　N），　whenever　it　oceurs　for　the　Wardrop　equilibrium　（N　一　oo）．　Indeed，

Korilis　et　al．，　［11，　12］，　found　examples　wherein　the　Braess－like　paradox　appears　in　a

Nash　equilibrium　where　all　user　classes　are　identical　in　the　same　topology　for　which

the　original　Braess　pa，radox　（for　the　Wardrop　equilibrium）　was　in　fact　obtained．

　　　In　［6］，　we　presented　the　ekistence　of　a　paradox　similar　to　Braess’s　that　appears　in

the　class　optimum　（Nash　equilibrium）　but　does　not　occur　in　the　Wardrop　equilib．ri－

um　in　the　same　environment．　ln　this　paper，　we　pursue　the　Same　line　6f　investigation’

and　show　a　number　of　numerical　examples　where　such　a　paradoxe　appears　in　class

optimuM　but　not　in　Wardr6p．　We　present　some　tendencies　or　properties　that　can

be　seen　from　those　numerical　results．　lt　is　surprising　that　in　these　numerical　re－

sults，　for　the　class　optimum，　the　Braess－like　paradox　appears　more　strongly　in　more

symmetrical　cases　where　no　forwarding　of　jobs　occurs　in　the　everall　and　individual

（Wardrop）　optimum．

2 The　Model　and　Assumptions

We　consider　a　model　consisting　of七wo、nodes（hosts）and　a　com1：nunication　means

that　connects　both　’獅盾р?刀D　Nodes　are　numbered　1　and　2．　Each　node　consists　of　a

single　exponen七ial　server　with　servlce　ra七6陶（i＝　1，・2）．　We　classify　jobs　arriving　a七

no　de　i　i　nto　class　i，　i　＝　1，　2．　Node　i　has　the　external　Poisson　arriva｝　with　rate　ipi，　out

of　which　the　rate　xii　of　jobs　are　processed　at　node　i．　The　rate　xio・　（i　7！　」）　of　jobs　are

forwarded　through　the　communication　means　to　the　other　node　］’　to　be　processed

there，　and　the　results　of　those　jobs　are　returned　back　．through　the　communication

means　to　no　de　i．　Then　we　have　xii十xi3・　：ipi　（i　S　1’），　xij　〉一　O，　i，2’　一一一一一　1，2．　We
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denote　the　vector　（xn，　xi2，　x2i，　x22）　by　x．　We　denote　the　set　of　x’s　’that　satisfy　the

constraints　by　C　and　let　¢　＝　ip1　十　ip2．　Within　these　constraints，　a　set’　of　values　of

xi」・　（i，］’　一一一　1，2）　are　chosen　to　achieve　optimization．　The　load　on　node　i　is　xii　十　x3－i

（i　：　2’）　and　is　denoted　by　Pi，　and　t’he　expected　processing　（including　queueing）　time

of　a　job　that　is　processed　at　node　i，　is　1／（pai　一一一　6i）　for　5i　〈　la，　and　is　otherwise　is

infin玉七e．

　　　As　to　the　communication　means，　we　consider　the　following　two　cases　（A）　and

（B）．

　　　（A）　lt　consists　of　two　two－way　communication　lines　1　and　2．　The　two一一way　line　i　i　s，

used　for　forwarding　of　j　obs　that　arrive　at　node　i．（and　for　sending　back　the　processed

results　of　these　jobs）．

　　　We　assume　that　the　expected　time　length　of　forwarding　and　sending　back　a　job

is七〇be
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ6幅）＝1＿鰯，　一

if：鞠オ〈1，　and量s　o七herwise　in丘nite．　　．　　　　　　　　　　　　　　　．

　　That　is，　we　assume　each　co血：munication　channel　is　modeled　by　a　processor　shar。

ing　server　with　service　rate　1／t；　i．e．，　the　mean　communieation　（without　queueing）

time　is　t，　and　thus，　the　capacity　of　eaCh　communication　line　is　1／t．

Si

node　1

Pl

k2

X21

node　2

pt　2

¢i ¢2

Figure　1：　The　system　model　（ca，se　（A））．

（B）　lt　consists　of　a　singlechannel　communication　line　that　is　used　commonly　in

forwarding　and　sending　back　of　jobs　that　arrive　at　both　nodes．　一
　　　The　assumption　on　the　line　is　the　same　as　（A）　except　that　there　is　only　one　line

which　is　used鯛obs　arriving　at　bo七h　nodes．　Thus　the　expected　communication

（with　queueing）　time　of　a　j　ob　arriving　at　node　i　and　being　processed　at　node　2’　（　X　i

）　is　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（A）　＝：　Eii一：．：一（liilliL　F－li1515ixi2　＋　x2i）t　’

if　（xi2　十　x2i）t　〈　1，　and　is　otherwise　infinite，　where　A　＝　xi2　十　x2i　is　the　network

traf丑。．．
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Figure　2：　The　system　model　（case　（B））．

　　　We　re艶r　to　the　leng七h　of　time　between　the　instant　when　a、job　arrives　at　a　node

and　the　ins七an七when　it・leaves　the　nodeラwhere　it　has　arrived，　aft　er　all　processing

and　communication（if　any）are　over，　as　the　re8ponse　time　for　thε　2’ob　arriving　at　the

node．

　　　Thus七he　expected　response　time　of　a　job　tha七arrives　a七no・de　i　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ti（x）一筆㍗輿論，

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tii（x）＝μ渦，

ifβ6＜μ2（and　it　is　otherwise　infinite），　and　fbrブ≠i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　男ゴ（x）＝μ；一・鳥＋1一皿；オ・fo「case（A），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㍉一βゴ＋レ幅煽オ，fo「case（B）・・

The　above　expressions　hold，　again，　only　for　positive　values　of　denominators，　and　are

otherwise　infinite．

　　　Then，　the　overall　expected　response　time　of　a　job　that　arrives　at　the　system　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（x）一1毒Σφ羅・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z

　　　We　have　three　optima，　the　overall，　the　individual，　and　the　node．

（1）　The　overall　optimum　is　given　by　such　t　as　satisfies　the　following，

　　　　　　　　　　　　　　　　　T（t）＝min　T（x）　with　respect　to　z　E　CT　（1）

4・



（2）　The’individual　optimum　is．given　by　such　i・一as　satisfies　the　following　for　all　i，

Ti（Ax）＝rnin｛Tii（全），7㌃ゴ（全）｝（i≠ゴ）such　tha七全∈σ． （2）

（3）　The　class　optimum　is　given　by　such　i　a，s　satisfies　the　following　for　all　i，

職＝：：τ穎勃＝魏鴇賑（x一（ii，2ゴ）；野球），

　　　　　　　such　tha七（を＿（砿毎）；Xii，鈎ゴ）∈0． （3）

where（i＿（螂の；tii，吻）denotes七he　2n　vector　in　which　the　elements　corresponding

to　Xii　and　Xi3・　has　been　replaced，　respectively，　by　xii　a’nd　xi2・．

　　　In　［9，　1］　it　is　shown　that　the　three．problems　（1），　（2）　and　（3）　are　equivalent　to

some　variational　inequa｝ities．

　　　We　are’sure　of　the　existence　qnd　the　uniqueness　of　the　overall，　individual，　and

class　optima　for　the　model　given　here．　FQr　the　existence　and　uniqueness　of　thos　e

optima　see　［5，　6］．

Remark　2．　1　Note　that，，　there　should　be　no　mutual　forwarding　in　overall　and　in－

dividual　optima．　That　is．，　in　overall　and　individual　op七ima，　either　one　of吻（i≠ゴ）

must　be　zero　in　case　（A）　due　to　［16］　or　to　Section　2．2．2　of　［8］　and　in　case　（B）　due　to

［13］．　And　thus，　when　one　of　xi，・　（i　＃　2’）　say　’xi2・　is　non　zero，　Ti（x）　decreases　and　Tj（x）

increases　with　the　change　of　t　as　shown　in　Theorems　2．5　and　2．7　of　［8］．　Conseq．uently

no　p　aradox　occurs　for　individual　and　overall　optima．

Let　us　define　three　symmetries　with　respect　to　the　system　parameter　setting．

　　　［lndividual　symmetry］　lf　the　following　condition　holds

1 1

pa　1　一　ip　1 pt　2　M　ip2’

（4）

it　can　be　proved　from　the　definition　（2）　that　at　the　individual　optimum　ther’e　will

be　no　forwarding　b　etween　the　two　servers　for　any　value　of　the　communication　line

capacity　1／t，　for　both　c’ases　（A）　and　（B）．　We　say　that　we　．have　an　individual　symmetry

property　between　the　two　servers　in　this　case．

　　　［Overall　symmetry］　lf　we　have

pa　1・ pa　2

（＠1　一一　ip1）2 （xt2　一一　ip2）2　’

（5）

then　there　is　no　forwarding　when　we　are　at　the　overall　optimum，　for　both　cases　（A）

and　（B）．　This　can　be　easily　seen　from　the　Kuhn－Tucker　condition　for　the　overall　op－

timization　problem　（1）．　We　say　that　we　have　an　overall　symmetry　property　between

the　two　servers　in　this　case．

　　　［Complete　symmetry］If　bo七h　conditions（4）and（5）hold，or　equivalently　if

th　＝　p2　and　ipi　＝　ip2，　then　we　say　that　we　have　a　complete　symmetry　between　the

two　servers．　ln　the　complete　symmetry，　no　forwarding　of　j　obs　occurs　both　in　the

oVerall　and　individual　optima，　for　both　cases　（A）　and　（B）．

5



3 The　numerical　experiments

In　the　following　numerical　results，．firstly　we　show　some　cases　where　complete　sym－

metry　holds．　ln　these　experiments　we　change　the　service　rates　of　the　servers’while

keeping　the　equalit・ies　between　the　two　service　rates　and　b．etween　the　two　arrival

ra七es。

　　　Secondly，　we　introduce　some　asymmetry．　We　start　from　a　set　of　data　such　that

the　complete　symmetry　property　holds．

一　First　we　，change　both　ta　and　ipi　in　such　a　way　that　the　property　of　individual

symmetry，　i．　e．，　condition　（4）　is　preserved．

一　Starting　again　from　the　complete　symmetric　case，　we　fix　pa　2　and　ip2，　change　ps　i

　ahd　ipi　in　such　a　way　that　the　overall　property　is　preservedL

一S七arting　from七he　complete　symmetric　case，　we　fixμ2，φ1　andφ2　and　letμ1

　changes．　ln　this　case　none　of　the　property　of　symmetry　holds　anymore．

　　　For　each　set　of　data，　i．　e．，　for　each　vector　（ta，pa　2，　¢i，ip2）　we　can　find　some　vaiue

tOO　（depending　upon　the　set　of　data）　of　the　mean　communication　time　such　that　the

communication　line　is　not　used　anymore　at　equilibrium　if　the　mean　communication

time　is　larger　than　tOO．　For　each　set　of　data　（pa　i，p2，　ipi，ip2），　we　increase　the　mean

communication　time　from　O　to　tOO．　For　each　t　we　compute　the　class　optimum　（Nash

equilibrium）．　ln　Ftg．　3，　we　show　the　case　where　（pa　i，pa2，ipi，ip2）　＝＝　（25，25，20，20）．　ln

this　case，　too　＝＝　O．8　as　is　seen　in　the　figure　3．

oE
揖
pt

m＝
oampt・
一
＝

¢

E

O．2

O．2

O．2

O．2

O．21

O．2

’

愚
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case（A）　一一一

case（B）一一一

O　O．1　O．2　O．3　O．4　O．5　O．6　O．7　O．8　O．9　1

　　　　　　mean　communication　time　t

Figure　3：Mean　respons磯imes，七cl璽ss　optimum，　for（μbμ2，φ1，φ2）＝

（Complete　symmetry）：　Ti　一一一一一　T2　＝＝　T・

（25，25，20，20）

We　use　the　following　best　reply　algorithm　to　compute　these　Nash　equilibria．

For　some　fixed　parameters　ipi，to2，pa　i，ps　2　i　t，

一　lnitialize　xO　＝　（x？i，x？2，一xgi，xg2）　E　C‘

s

6
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　　　一Define　x”as

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛（略，噛）＝a・g（轟）Ti（X…X・2，翼翼1（喝，噛）＝a「g（轟）T2（娼・¢覧，・c・・，X22）・）’

　　　It．　can　be　shown七hat　this　algori七hm　converges　for　our　mode1［81．

　　　We　f（）cus　our　a七tention　o血the　degradat玉on　that　may』occur　when　add玉ng七he

co㎜unicatioh　line．　To　this　aim　we　say　tha七aBraess－like　paradox　occurs　if七he

fbllowing　holds：　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　召喚1）乞膿認116爾皇オ、，・　　（6）

whereD軸）一7㌃（t，）　．　Ti（t，si　（t2）），and　Ti（t）den・te・theme…e・p－se　fo・class　i

jobs，　computed　at　the（unique）Nash　equilibrium，　when　the　mean　communica七ion
　ロ　　　　　　　　　　　　　　

七1meISt．

　　　For　simplicity，　we　only　consider七he　case　whereち　＝t。。，　i．e．，　the　sys七em　has　no

co㎜uhica七ion　means，　and　we　denote　Di（t，tOQ）by△i（の．

　　　Thus，　we　define　the、　worst’ratio　of　performance　degrαdation　in七he　paradox’

r（μ、，μ、，φ、，φ、）a・制1・w・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　「（μ・，μ・・φ・，φ・）一m野xmin｛△・（t），△・（t）｝・　　　（7）

Den・te　t・七he　mean　c・mmuniρati・n　time，「such　that　the　p・evi・u・maximum　i・a七一

taihed．

　　　No七ice　tha七we　can　de丘ne　a　weaker　paradox．　R）r　example　we　can　think　of　some

k玉nd　of　locα1　pαrαdox，　such　that　we　can　Qbserve　for　some　in七eryal　ofちTi（t），fb乱some

i，in．c聖eases，　but　never七heless　the　overall　mean　resかonse　t玉me　T（の＝・（1／Φ）（ip1　Tl（t）十

φ2（t）　T，）decreases．　This　weaker　pa！adox　may　occur　even　if（6）does　not　hold，　and

has　been　already　discussed　in［7］．

4　Results　and　Discussion

We　show　typical　numerical　examples，　in　the　case　（A）　of　the　communication　means，

with　changing　parameter　values　from　th　＝　pa2　：　25’and　ipi　＝＝　ip2　：　20　for　each

of　four　directions：　complete，　overall，　individual，　and　no　symmetry　maintained．　For

case　（B），　we　had　similar　observations，　a　part　of　which　is　also　shown　below．

4．1　Complete　symmetry　maintained
In　the　following　t　able，　we　show　the　effect　of　changing　pa　i　＝　pa2　from　25　（keeping

ipi　＝：　ip2　＝　20　fixed）　with　complete　symmetry　maintained．　“No　P．”　means　the

situation　where　no　paradox　is　seen　for　any　interval　of　t．

μ 20．1 22 25 45 65 100 200
△歪（te）（％） 35 30 25 9 5 3 NoP，
r（％） 35 30 25 9 5 3 NoP．
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　　　As　an　eXample，　we　show　the　figure　for　the　caSe　where　（ta，ps　2，　ipi，　ip2）　：

Compare　this　figure　4　with　Fig．　3．

　　　The　results　are　almost　the　same　for　both　cases　（A）　and　（B）．

（45，45，20，20）．

4．2　Overall　symmetry　maintained

In　the　following　table，　we　show　for　case　（A）　the　effect　of　changing　th　and　ipi　from

25　and　20，　respectively　（keepipg　pa2　：25　and　ip2　＝　20　fixed）　with　overall　synumetry

maintained・　i．・．，・u
撃?@that（μ、「竺φ、）・一（μ、登2φ、）・一1・

μ1

ﾓ1

42 96 25

Q0

64
T6．

121

P10

400

R80

40000

R9800
△1（オ。）（％）△2（fo）（％） 310 14

P9

25

Q5

24

Q1

19

P9

10

P5

0．1

P0

r（％） 3 14、 25 21 19 10 0．1

　　　As　an　example，　we　show　the　figure　for　the　case　where　（pa　i，　ps　2，　ipi，　ip2）　＝＝　（64，25，　56，20）．

Compare　this　figure　5　with　Fig．　3．

　　　The　results　for　case　（B）　are　quite　similar　to　those　for　case　〈A）　as　shown　above．

4．3　lndividual　symmetry　maintained

In　the　following　table，　we　show　the　effect　of　changing　ta　and　ipi　from　25　and　20，

respectively　（keeping　pa2　＝＝　25　and　ip2　＝＝　20　fixed）　with　individual．　symmetry　main－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　1　　・　1
tained？　i・e・，　such　that　7Tlt一一i’一2iil一　ipi　：7Tlt’fli51一一　’ipi　＝g’

μ1

ﾓ1

61 15

P0

25

Q5

65

U0

105

P00

125

P20

505

T00
△・（to）（％）△2（診。）（％）

41

|8

32

P2

25

E25

950 262 166
NoP．

r（％） 一8 12 25 9 2 1 NoP．

　　　As　an　example，　we　show　the　figure　for　the　case　where　（ta，pa　2，　ipi，　ip2）　＝　（65，25，60，20）．

Compare　this　figure　6　with　Fig．　3．

　　　The　results　for　case　（B）　are　quite　similar　to　those　for　case　（A）　as　shown　above．

4．4　No　symmetry　maintained
In　the　following　tables，　we　show，　for　both　cases　（A）　and　（B），　the　effect　of　changing

ta　from　25　（keeping　pt　2　：　25　and　ipi　：　ip2　：　20．fixed），　i．e．，　with　no　symmetry

maintained．
　　　Case　（A）

2015

Q0

23

Q0

25

Q0

27

Q0

31

Q0

33

Q0
△1（to）（910）△2（オ。）（％）

NoP． 242 25

Q5

36

W

32

|14
NoP．

r（％〉 NoP． 2 25 8 一14 NoP．

8



Case　（B）

20．5

Q0

23

Q0

25

Q0

27

Q0

31

Q0

33

Q0
△1（to）（9（e）△2（to）（％）

NoP． 242 25

Q5

39

U

45

|18
NoP．

r（％） NoP． 2 25 6 一18 NoP．

　　　As　an　example，　we　show　the　figure　for　the　case　（A）　where　（la，pt2，ipi，to2）　＝＝

．（33，25，20，20）．　Compare　this　figure　7　with　Fig．　3．

Overall　tendency

In’these　examples，　we　see　that　the　worst　ratio　of　performance　degradation　in　the

paradox　is　the　largest　in　the　complete　symmetry・case　with　the　arrival　rate　being

closest　to　the　service　rate，　i．e．，　the　case　where　（u：，pa2，　ipi，ip2）　＝＝　（25，25，2e，20）．　The

degradation　decreases　most　rapidly　as　the　parameter　setting　departs　the　above－

mentioned　symmetric　case　withou’煤@keeping　any　kind　of　symmetries．　lt　deereases

much　slower　with　complete　symmetry　maintained　and　also　with　individual　symme－

try　maintained．　lt　decreases　most　slowly　with　overall　symmetry　maintained　where

nd　forwarding　of　jobs　occurs　in　the　overall　optimum．　It　looks　quite　strange　that

in　these　symmetrical　cases，　in　particular，　in　the　overall　symmetry，　the　chances　of

Braess－like　paradox　are　greater　than　non一一symmetrical　situations．

5 Concluding　remarks

We　have　presented　a　number　of　numerical　examples　for　the　Braess－like　paradox

wherein　adding　a　resource　to　a　system　leads　to　the　performance　degradation　for

all　users　in　the　class　optimum　for　load　balancing．　We　have　shown　the　examples

in　the　model　of　load　balancing　between　two　distinct　servers．　it　is　surprising　that

．the　paradox　appears　the　most　strongly　in　the　model　of　identical　servers　with　each

identical　service　rate　in　the　class　optimum　（Nash　equilibrium）　while　we’cannot　expect

that　such　a　paradox　occurs　neither　in　the　overall　optimum　nor　in　the　individual

optimum　（Wardrop　equilibrium）　in　such　situations．　It　is　also　amazing　that，　in　the

model　of　asymmetric　servers，　the　paradox　in　the　class　optimum　keeps　to　appear　in

the　case　of　overall　symmetry　wherein　no　forwarding　of　loads　o　ccurs　in　the　overal｝

optimum．　We　think　that　more　exhaustive　research　into　these　problems　is　worth

pursuing　in　order　to　gain　insight　into　the　optimal　design　and　QoS　・（quality　of　service）

management　of　distributed　computer　systems，　communica，tion　networks，　etc．
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