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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　i　－

An　Algorithm　for　Solving　Bittnear　Knapsack　Problems

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hiroshi　Konno；’e

1．　　　Introdロction

　　　　　This　pape：【・P：【’oposes　a　finitely　conve：【・gent　cutting　Plane　aユ90rithm

f。r・・lving　O－1　bilinear　knap・ack　pr。blem（BK），　wbich　i・aspecial　l 狽凾垂

of　O－l　in七eger　quadratic　pro伊a㎜ing　problem　tO　be　defined　belQw：

　　　　　　　　　　　　maximize　φ（x・y）〒i聖、cixi＋ゴ量、djyj＋i聖、ゴ量、cijxiYj

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　（BK）　・ubject　t。　i⊇、aixi≦a。・xi…r・・i……・m・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ峯ユbゴy」≦b・・y」ニ。。「．’・」＝’・’”・n・

whe「e　ai’s　and　b」’s　a「e　positive　int・ger・and　ci’・・d」’＄and・ciゴs　are

integers．　T．h　is　prOblem　has　applicatio：【ユs　in　1）ipa：rtite　matching　prOblems，

Cutting　StOd〈　P：rOblemS，　mUlti－att：ribUte　Utility　analySiS　tO　name　dnly　a

few．　BK　is　the　simplest　discrete　analOgue　Of　the　bilinear　linea：！’i

P：pogramming　P：rob］．em　（BL）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　m　　n

　　　　　　　　　　　　maximize　i⊇エcixi㌔⊇エdコy」＋i￥・ci」xiy」

　　　　（BL＞・両ect　t・i聖、ariXi　E　ar・　r……，k；XiZ・，　i・エ，…，m，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ⊇・b。jy」≦b。・・tユ・”●・・e；yj　）O・ゴ＝1・●’●・n・

which　has　attracted　more　attentiOn　in　recent　yea：rs．　Fo：r　example，　the

P：「’eseDt　authO：n　P：rOPOsed　a　cutting　Plane　aユgQ：【・ithm　［8］　and　shOwed　that　it

Pe：ntains　tO　many　：real　wOrld　applications　［9］。　Reade：ns　a：re　referred　to

｝’cAss・ciate　Pr・fess。r，　In・titute・fエnf・rmati・n　Scien・e，

University・f　Tsukuba，エbaraki，　Japan



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　2　一

［4，　8，　14，　ユ6］　fOr　a二LgO：rithms　and　to　［3，　9，　10，　13，　ユ5］　fO：r　applicatiOns

of　BL．

　　　　　　Zt　is　true　that　BK　can　be　reformu±ated　as　a　standard　O－1　integer

linear　program　by　introducing　mn　pew　O－1’ @variables　assdciated　with　xiyj’s．

But　this　manipuLation　will　tremendously　increase　the　size　of　the　Problem

（See　Appendix　A－2）　and　it　appears　that　any　algo］？ithrn　whieh　directly

ex：ploits　the　special　structure　of　B1く　is　potentially　mO：re　efficieDt．

　　　　　　The　main　pu］pP・se。f　thi・paper　i・t・deveエ・p　a　cutting　Pユan・aユ9・rithm

f・rBK，　which　paralユel・the・n・pr・P・・ed　ti・r　BL　by　the　auth。r［8］and　m。re

ravcently　by　Sln．・etty　and　Sh・erali　［1一”］．

　　　　　　This　aユgOrir≒h1R　coDsists　Of　twO　big　p：rOcedures。　One’is　tO　Obtain　a

loca＝L　maximum　which　amou：nt　s　tO　soユving　a　seque：nce　Of　O。l　k：napsack　P：robユems

and　O－L　intege］？　2ineai？　pi？ogr．　ams．　The　other　is　to　adjoin　a　cutting　p：，　ane

which　elimi：nates　a　iocaユ　maximum　and　yet　dOes　not　eユimi：nate　any　solution

potentialユ．y　better　tha：n　the　best　feasibユe　sOユution　identified　tO　date．

工t　will　be　shown　in　SectiOn　3　that　One　has　to　sOユve　parametric　｝くnapsack

p：rgbユems　to　Obtain　cOeffic：！．e：nts　Of　a　cut　Of　the　abOve　natu：re。　A二Lso，

finite　conveTgence　of　the　algorithTn　（without　introducing　expensive　cuts

such　as　disゴunctive　face　cut　［ユ4］）　is　established　by　virtue　Of　the　discretd

nature　of　the　prOblem．　Section　4　wilユbe　de▽oted　to　a　dynamic　progra㎜ing

algorithm　for　BK　in　which　m　＝　n，　c，一．　＝　O，　i　f　j．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ〕

上
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2． Algorithm　to　Obtain　a　Local

　一　3　－

Star　Maximum

　　　　　Conside：r　a　O－l　bilinea：r　knapsack　prOb工em：

　　　　　　　　　　　　maximizeφ（x・y）・iS・cixi＋j塗・djy」＋iS・jl・ci」xiy」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．1）

　　　　　　　　　　　　・ubject　t・　x∈XO・y∈YO・

where

　　　　　　　　　　　　X。・｛x∈Rm　l　i雪、aixi≦a。，1xi…rZ，　i・・，…，m｝（2．1）

　　　　　　　　　　　　Y。・｛y∈Rn　1　j呈、bjy」≦b。・yゴ・・r・・ゴ……・n｝（2・3）

エt　wil’be　ass㎜ed　th「。ughOut　that　ai’s．and　b」’s　are　p・・itive　integer・and

that　ci’s・d梶fs　and　ciゴs　are（n。t　necessarily　P。・itive）integ・r，・・A・・。・

we　will　assume　that　X。≠φ・YO≠φand（占　 ’．

?jg，　y？g）i・the　cumr・nt　incumbent，

　

■．e．，　the　l）est　feasi1）le　solution　of　（2．1）　identified　to　date．

　　　　　A　natu「al　step　t。。btain　a　l・cal　max坤i・t・maximi・eφby　a・t・rnateiy

f’x’ng　the　va’ue。f　x　O「　y・　wh’ch　a－t・t・・r’▽’ng　a　sequence・f　knap・rck

P：【・oblems・　To　simplify　the　nOtatiOn，　let

　　　　　　　　　　　　KX（y）・maximize｛φ（x，　y）iX∈X｝　　　　　　（2．4）

　　　　　　　　　　　　㌧。（x）・maximize｛φ（x・y）ly∈Y。｝　　　　　（2・5）

The　set　X⊂Rm@i・initiaUy　taken　t・be　equaユt・X。・in　which　ca・e　KX。（y）

as@well　as　KY。　is　a　O一工knap・ack　pr・bl・m（F・T　aユ9・nitlntms　fcr・一工knap・a・k

Probiems，　see　［ユ，　ll，　17］）．　　Note，　however，　that　cOnstraiτ1ts　wiユ．l　be　added

to　X・in　the　lat・v・tep・。f　the　aユ9・rithm・・。　tlSat　KX（y）wiエ・・in　gen・ra・・

：be　a　O－l　intege：t・ppOg］？　am　without　special　structures．

　　　　　Pr。cedu・？e　AD4C（X，　Y。；yO）（A・te，？nate　M。untain　CUmbing）

　　　　　Step・・Given　yO∈Y。，・et　k・・．

　　　　　Step…btain　an・ptima・…uti・n　xk・f　KX（yk一’）and　an・ptima・

　　　　　　　　　　　　　　　…uti・n　yk・f　KY。（xk）・

　　　　　Step　2・’エfφ（xk，　yk）・φ（xk－1，　yk廟1），　then・et　k・k＋・and　g。　t。　Step、．



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一耳　一

　　　　　　　　　　　　　　　。therwi、e，・et（A　　　　 Ax，　y）・（xk，　yk）and　g・t。　Step　3・

　　　　　Step　3．　　工f　　φ（2，　夕）　〉　φ（x禽，　y｝’c），　then　let　　（x禽・　y‘；c）　ニ　（2・　ジ）

　　　　　　　　　　　　　　　and　gO　to　Step　4・

　　　　　Step　4・　　　StOP，・

　　　　　The　pair・f　p・int・（2，　y）defined　ab・ve　will　be　ralled　aエ。σaユエy

搬ax加aエpair・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
The・rem・・P・一・・ce伽・A哲C（X・Y。）geDerates　a　l・calエy　maximaユpaエ「エn

finitely廊any　steps・

Pv。・f・F・・エ・w・f…the　finite直e・s・f　X　and　Y。　and　fr・m　th・m・n・t・nica・・y

n。n－decreasing　p］。per　ty。f　the　sequ・nceφ（xk，　yk）．　I　I

　　　　　Gnce　a　lOcally　maximal　pair　is　reached，　one　ca：nnot　i孤prOve　the

。bゴective　functi。n　by　fixing　th邑va・ue。f　either　x。r　y　at　the　cu・？rent

level．　1：n　this　case，　we　will　switch　to　a　semi一・giObal　optimizatiOn　to　be

desc：摯i上）ed　below．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　Letエx　be　the　i－th　c。mpユement。f　xξXO・’・e・・

　　　　　　　　　　　　　ix・（xi’…・xi一、・・一xi・xi＋、・・●’・xm）　　　　（2・6）

and　let

　　　　　　　　　　　　　エ（x）・｛ilix∈X｝　　　　　　　　　　　（2・7）

Definition。　　　（x，　y）　is　a　．Zoσaエ　5亡ar　maximum　if　（5ξ，　亨）　is　a　lOcally　maximal

pair　and

　　　　　　　　　　　　　max｛φ（細y）ly∈Y。｝三φ（X・y）　　　　　．（2・8）

holds　fo：n　all　i（≡工（のX）．　　lI

　　　　　　工t　is　easy　to　see　that　the　p：roc’edu：pe　defined　below　gene：rates　a　local

　star　maximum　in　finitely　many　steps・

E
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　　　　　　　　　　　　　　　　　Procedume　SGO（X，　YO）　　　（Semi－GlOba二L　Optimization）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Step・・Ch・・se　yO∈Y。　arbitrariユy．

　　　　　　　　　　　　　　　　　Step・・Execute　AMC（X，　Y。；yO）and・et（2，　9）be　a・・ca・・y　maximaユ

l　　　pair．
　　　．l

l　Step　2●エf　max｛φ（’2・y）ly∈Y・｝三醐）・∀’∈エ（2）・

　　　　l　　　　　　then・t。P・Otherwise・9。　t・Step　3・
　　　　ホ

l　Step　3・L．et　yO・S7　where－S7ξY。・ati・fiesφ（i2・y）・φ（2・9）・

　　　　妻

　　　　l　　　　　　G。t。　Step　l・
　　　　～

　　　　　

　　　　1　3・Cutting　Planes　fr・m　a　L・cal　Star　Maximum

l　Given　a・・caエ・tar　maximum（蹴・一ext・t・p　i・t・int－duc∴

　　　　　lcutting　P・ane　which　eliminates　2　and　y・t　d・es　n・t　eユiminate　any　xξ文。

　　　　　｛　f・T　which

　　　　　：i　　max｛φ（x，　y）ly∈Y。｝・．φ（納　　　
（3．、）

　　　　　lSuchacuttingP－i・ユbecaユユ。d・vaユid・．　N。t。that（∴）iS

　　　　　　　　　　　　tantamOunt　to
　　　　　モ

砺since　Ci，。，㌶∴1急i∴1翻∴＿．（3●2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　F。r・implicity，±el
．7）

a・
Q。∴∴認：1：1．’ニ∵”●・m1（3・3）

　　　　　　二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　占

1・8）一　　　・bvi。u。・y，

　　　　　　1　’　　　m

　　　　　　l　　　　i⊇、Zi三・　　　　　　　　　　　　（3・4）
　　　　　　重

工li・ava・id　cut・ince　the一・y　p・int・fX。　which　is　eエiminatedbythis　cut

　　　　　　li・z・・，　nameエy　2．　Thi。　cut　is　simp、e　t。　generat。　and　is　sufficient　t。

　　　　　　毒

　　　　　　…igua「antee　f’n’te　c・nv・rg・nce・but　it　ir・ha…wand　n・t　at　a・エefficienV
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fo：r’Practical　use。　One　needs　to　generate　a　deeper　cut　which　eliminates

more　O－l　points　to　enhance　the　efficiency　of　this　aユgo：rithm。

　　　　　Fo：li　this　pu］ppose，　letψ（z，　y）be　the　expression　ofφ（x，　y）：relative

t。anew　set。f　variables，　i・e・，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　　　　　　　n　　　　　　　　　m　　n
　　　　　　　　　　　　φ（x・y）ニi；・cixi＋」§・dj　yj＋i⊇・」⊇、cijxiy」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　　　　　　　n　　　　　　　　　m　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㍉s・YiZi＋Sユδjyj＋占」⊇ユYijZiyゴ＋¢（9・　y）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニψ（z，　y）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　（3。5）

Aユ…ユet　gi（λ）be　th・maxi皿㎜・fψwhen　z　i・a1ユ・wed　t・　m。v・aユ。ng　the

edge　e盈anating　fr・皿父in　the　directi・n・f・i　up　t・zi・λand　y　t。　v㎝y　in

Yo・i・…

　　　　　　　　　　　　gi（λ）・一max｛ψ（z・y）’1・≦zμzj…∀」≠i；y∈YQ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝ユ，　’。D，　m．　　　（3．6）

TheOr・m　2・gi　is　c。n▽ex・n［0…）f。r　alユi・

PrOQf：　　The　maximum　Of　the　right　hand　side　Of　（3．6）　is　attained　either

at　Zi＝。　Or　at　Zi＝λ・inCeψi・lin・ar　in　X・HenCe

　　　　　　　　　　　　gi（λ）・inax［φ（2・　Y）・hi（λ）］　　　　　　（3．7）

where

　　　　　　　　　　　　hi（λ）・max｛，婁、（δj＋Yijλ＞yj　l　y∈y。｝＋Yiλ＋¢（2，　Y）（3・8）

「t　i・　・t’
窒≠奄№?狽?Erward　．t・see　that　hi　i・c・nvex，　whence　gi　is　c・nvex　via

（3・7）．II

Given　g．，　let
　　　　　　　ユ

　　　　　　　　　　　　Xi・max｛λ19i（λ）≦φ（x央・y・’c）＋・｝　　　　　（3．9）

　　　　　　　　　　　バ：Lemma　3．　　λ．　＞　O　　　fo：n　all　i．

～　　　　　ユ



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　7　－

P「．．f：Fo”ows　f「OT’戟@gi（O）＝φ（2・y）≦φ（x’：c・y’；c）and　f「Om　the　c・ntinu’ty

。fgi・目

Theo：r・em　耳．

　　　　　　　　　　　　　m　　　　　＾

　　　　　　　　　　　　i⊇IZi／λi≧1　　　　　　　　　　　　　（3・1。）

is　a　valid　cut．

Proof：　　　Let

　　　　　　　　　　　　△（X）・｛z∈Rm　1　il・i、ziバi≦・，　zi≧。，　i・・，…，m｝（3．・ユ）

It　is　sufficient　tO　show

　　　　　　　　　　　　max｛ψ（・・y）ly∈Y。｝三φ（x’；c，　y・k’）＋・，∀・∈△ω

T・’
唐?Ew　thi・，・et　u。　fix．　z∈△（X）．　Then　。　can　be　expressed　aS

　　　　　m

zニ 於ﾛQθiAi　where　Ai・i・0・1・…・mare　vertices・f△（X）and
　m
i峯。θiニ1・θi≧O・i・0・1・・…m…　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　　　　　　　　　　　m
　　　　　　　　　　　　ψ（・・y）ニψ（i塁。θiAi・y）・i塁。θiψ（Ai，　Y）

The］？efOre，

　　　　　　　　　　　　max｛ψ（z・y）iYξY。｝≦i翌。θimax｛ψ（Ai，　y＞ly－Y。｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦i峯○θi｛φ（　　“一　“一X“’）　y一‘i）÷1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・φ（X☆，y☆）＋1・　　　　　ll

　　　　　The　next　theO：rem　shows　that　the　cut　（3．IO）　is　deepe：r，　than　the　cut

（3・i・F）in　th・derectirn・f　zi　f・r　i∈エ㈲・

四一i幽r・f・ra・・i・uchthat　i2　（X。．
P「o。f：エt　is　sufficient　t・・h・w　that　giω≦φ（　　・？」　　　　　●，のX“）　y；，）＋ユ・ince　gi　i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りconvex　and　gi（0）・φ（2・9）・エfエ2∈X，　then

　　　　　　　　　　　　gi（ユ）・max｛φ（i2・y）ly∈Y。｝≦φ（2・y）≦φ（x索・凶

by　the　definiti・n・fエ・ca・・tar　maxima・ity・A…if　ix∈X。一X・then



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一8　－

　　　　　　　　　　　　gi（・）　・　max｛φ（i2　・Y）ly∈Y。｝≦φ（x禽♂）＋’

・ince’2　ha・been　cut・ff　by　a▽a・id　．cut　adゴ・’ned　ear”er・　11

　　　　　The　next　theorem　gives　an　easy　sufficient　condition　for　global

　　　　　　　　　　　　　　　　　

opt：Lmalユ，ty・

The・rern　6．エf　i塁、・／Xi　£・・th・n（　　らs∂　　　　∴Xib　s　Ydb）i・・ptima・t・（2・・）・

Pr。。f，　Every　O－l　vect・r　z　is　c・ntained　in△（バλ）．　ll

・fXi…（Which　i・typica・・y　the　case　whenδi≦・and　Yi」　：・・∀j）・

・ne　can　generape　an・ven　deeper　cut　by　u・ing　n・gative　edge　exten・i・ns

［ユ．2，　13］。　　Let

　　　　　　　　　　　　エ・｛i　1．　Xi…‘｝　　　　　　　　（3・・2）

　　　　　　　　　　　　J・｛ilXi…｝　　　　　　　　　（3ユ3）

and　fOr　　i　∈　J，　　let

　　　　　　　　　　　　Giω・min｛ψ（z・y）1　一v　Ezi　£・・zゴ…∀ゴ≠i；y∈Y。｝　（3・ユ4）

　　　　　　　　　　　　fi　i、ニ・max｛口Giω≦φ（x’：c，　Y）’9）　＋　1｝　　　　　（3・15）

Le㎜a7．　fi．＞O　fOPall　i∈J・
　　　　　　　　　　　　　工

Pr。。f・F。…w・fr・m　the　c・ntinuity。f　Gi　and　fr・m　Gi（。）＝φ（父・9）≦

φ（x・k，y’7t）．＋エ．目

TheOrem　8。

　　　　　　　　　　　　　i2エzA－iをJ・A≧・　　　　　　　（3・’6）

is　a　valid　cut。

ProOf：　　工、et

　　　　　　　　　　　　　Z・｛zくRm　l　iΣエzA－i…Jzi／fi　i　L〈・・zi≧・・i・ユ・…・m｝（3・17）

One　needs’to　show

　　　　　　　　　　　　max｛ψ（z，y）ly∈y。｝Sφ（x索・y・’c）＋・・Vz　EZ　（3・・8）



）

〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　9　－

It　is　easy　to　see　that　the　extreme　points　Of　Z　a：re　gi▽en　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　　　　Z’・犬．6’，　　i∈エ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

and　the　ext：r’eme　di：rections　of　Z　are　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　（i）e］，　」∈J．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　（ii）fije］＋XieZ・’j∈J・i∈エ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

where　e㌔nd　eコare　the　i－th　and」一th　unit　vect・r，　respective・y・．　Hence

z　（…　Z　　can　be　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　　　　　z・iEエθiz工＋ゴΣJα」eコ＋iΣエゴ塁Jαi」（fije」＋Xie’）

where　iEエθi＝’・θi≧・・∀i∈・；αj≧・・　Vj∈J；αi」≧・・∀i∈エ・∀」（J

so　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　　　　　　　　ψ（・；y）・ilエθiψ（・㍉y）＋」遷」αゴψ（・コ・y）＋i遷工」遷Jαi」ψ（ilj・j＋獄y）

Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　　　　　max｛ψ（・・y）iyd・｝≦iとθimax｛ψ（・㍉y）ly∈Y。｝＋」蓬Jαゴmax｛ψ（・コ・y）ly∈Y。｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　iiエ」乙Jαi」max｛ψ（解＋犬ie㍉y）ly∈Y。｝

The　fir・t　term・f　the　right　hand・ide　i・エess　th・nφ（x瓶y・’c）＋1・ince

　　　　　　　　　　
max｛ψ（z㍉y）ly　（　y’。｝≦φ（x去，　y・’c）＋・，　Vi　E］・Th・Sec・nd　t・m　i・エ・ss

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
than　O・ince…｛ψ（・⊃・　y）ly　E　y。｝S・・Vj．∈」・（N・te　Xi…）・一al・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　　　　　　　　max｛ψ（犬ieユ＋Qj　e］・y）ly∈Yl｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　＝max｛ψ（Xie’・y）一ψ（一fi」・j・　y）iy∈Y。｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　　　　　　　≦　max　｛　il（犬ieユ・y）iy∈y。｝一min｛ψ（一fiゴ・⊃・y）ly∈Y。｝

　　　　　　　　　　　　　　　　≦｛φ（X札y・k’）＋1｝一｛φ（X札y・’c）＋1｝・O

This　establi・hes（3．18）．　H

　　　　　NQw　we　are　ready　t・present　the　cutting　Plane　alg・rithm　f。r・。lving

O”lbilinear　knap・ack　pr。bユ。m。、



TheOrem　9．

knapsack　＿

PrOOf：　　At

adjOined．

cut　S　i丑e

　　　　　Severaユ

（i．e．，犬。7S
　　　　　　　　ユ

頁ence　it

ta｝くinσ
　　　　　o

CBK（XO・Y。）・

knapsack

Second，　we

an　exact

efficient

discussed　in

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

can　コ．n

O－l

aspeciaユ

much

bilinear

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　IO　一

Cutting　Pユane　Alg・rithm　CBK（X。・YQ）

step　O．　Let　×＝Xo・

Step　1．　E＞secute　SGO（×，　Yo）・

Step　2・C・r・pute　Xi’・and　fi」’s　f・「i∈エandゴEJ・

　　　　　　　　　　X・・xn｛zii2エZiバi一ゴ2」zi／直i≧’｝

Step　3．　1f　×　＃　¢　tlnen　go　to　Step　1．　Otherwise　stop　（（x）k，　y；’e）

　　　　　　　　　　is　an　optimal　soiution　ore　（2．：／））

　　　　　　　　CBK（X。・Y。）9・諭ates　an　rpti認…uti・n・f　O－1　tiユin・A・・r’

　　　　proL］eTp，s　in　fini，　tcn：／y　Tp．any　steps．

　　　　　　　Lea．q．t　one　point　of・　X　is　elim．i：，iated　ev・er・y　tin，i一：　a　net：・　n．．ut　is

　　　　　　TherefOre，　the　set　X　wiエユ　becO：rne　e驚pty　after　fi：Ωitely　rna：ny

　　　　added　to　Xo・　H

　　　　　　　　comments　ar・ein一　order．　：t　irst，　we　TNould　get　a　deepei　cut

　　　　　　　and　“．’s　ar’e　］，．a”一．nger）　if　we　have　a　bette）p　incuinben’t　（x｝’c，　y｝’“）

　　　　　　　　　　　　　）

．N－vsw
　　　　　l・・

　　　　　；

　　　　　ぎ

　　　　　曇

　　　　　　　　月「n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　w・uユdbe　advi・ab・・t・・xecut・Py・ced一蜘X。，　Y。；yO）by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　．　．　　o　　　．
　　　se▽e：raユ　ra：ndOmユy　chOsen　sta：rtユ：ng　POエnts　y　，　P：r＝LOr　tO　sta：rt

　　　　　　　　　　Niany　effieient　algorithms　have　been　proposed　for　O－l

　　　　　prOblems　and　this　p：re－compUtatiOn　wOuユd　ce：rtainly　be　paid　off．

　　　　　　　need　to　solve　parametric　knapsack　probiems　（3．8）　to　obtain

　　　　　value　Of　父．，　which　is　nOt　at　aユl　ah　easy　task。　HOwever，　seve：pal
　　　　　　　　　　　　　　　ユ

　　　　　　approximation　procedu］pes　can　be　constructed，　which　wiU　be

　　　　　　　　　the　appendix．　Thi］pd，　the　a：go］？ithrn　developed　in　this　pape］p

　　　principle　be　adapted　to　general　bilinear　programning　problems　with

variables．　It　is，　howe▽e：r，　desi：rabユe　that　the　constraints　on　y　have

　　　　　　structu：ne　so　that　One　can　generate　a　vaユid　cut　without　tOo

　computation．　The　most　important　problems　in　this　category　would　be

　　　　　assignment　probユems，　which　will　be　discussed　in　a　subsequent　pape：r。

ii．

気．

li・

套

1’

ぎ



鉢．

　　　　　　Knapsack　Problerns

　　　　　　Let　us　consider　here　a　O－1　biiinear　knapsack　p・　？oblem　in　which　m　＝　n

and　cij一一’Ofor　aU　i　S　j；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　　　　　　　　　　　maximize　Φ（x・y）＝j§エ（cjx」＋djyj＋・jxゴyゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　sub」ect　tOゴ塁ユajxj　£a・・　xj＝0・r’・　　　（4　．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jZ．lbjyj£bo，　yj＝oor　x．

whe「e・as　bef。「e・aゴ’s　and　b」’s　are　p・Sitive　integer・and　cゴdゴ・ゴs

a：re　aエユ　intege：rs．

　　　　　　F・r…，ユ，…，a。6ndt・6，エ，…，b。，・・t

　　　　　　　　　　　　　fk（・・t）・max｛，1・（cjxj　＋　djyゴ＋ej　xj　y」）i」1エa」x」≦・・xゴ…rl・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」ニ1・…・k；」峯・bゴy」　£t・yj＝0・rl・」ニ1・…・k｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　＝　1，　…　　，　n．　（4．2）

Obv’。us’y D　fn（a・・b・）9’ves　t蜘ax’一・f¢（x・y）’n（与ユ）・

：！lt｝s｝glLgg｝LIL9．eo］？vm　iO　fk（s，t）　satistri－es　the　fo±±ow一’ing　recum・sion

　　　　　　　　　　　　　fk（s・t）＝max｛fk一工（s－ak・t－bk）ナCk＋dk　rek・fk一工（s『ak・t）＋Ck，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fk－2（S，　t一’i　k）＋d’k，　fk一：i　（s，　t）　］　（4，．3）

with　boundarY　conditions

　　　　　　　　　　　　　fk（S，　t）＝O　for　s　E　O　or　t：O，　Vk，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．4）

　　　　　　　　　　　　　fo（S，　t）＝O　for　ali　s，　t．

’Proof：　straightforward　and　wiu　be　omitted・　I　I

エf・in’ ≠рр奄狽沿黶C　c」・dj　’ E　・　f・r　1・・ゴin（耳．・），　a　m・re　efficient　recu・・si－

can　be　constructed．　Ldt　us　consider　now

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　li　一

Dynamic　Progi？amming　Algorithms　for，　a Specia　L　Class　of　O－1　BUinear



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　12　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　maXimiZe　ψ（X・y）ニゴ⊇・e」Xゴyゴ

　　　　　　　　　　　・ubゴect　t・ゴ量、aゴxゴ≦a。・x」…r・・j……・n・（4・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，2ユbゴyゴ三b。・y」…r・・ゴ……・n・

Associated　with　this　pToblem　is　a　standard　2－dimensional　O－1　knapsack

problem：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　maxirnize　e（u）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．z　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e．u．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コニ1コ　コ

　　　　　　　　　　　　・u］・ject　t・」量エa」Uゴ≦a。・　　　　　（耳・6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」⊇ユb」Uゴ三b・・uゴニ00「ユ・」ニエ・…・n・

TheO：pem　＝Ll　　　If　u’；c　is　optimaユ　tO　（与．6），　theD　（x，　y＞　ニ　（u’ic，　u’2t）　is

optimaユ　tO　（拝．5）．

Pi？oore：　Obviously，　both　prob2ems　（4．5）　and　（4．6）　have　optimaZ．soiutions．

：Let　（x敦，　y；’c）　be　Optilnal　to　（4．5）　and　assume　withOut　ユoss　of　generality

that　xj；’Cyj；’｛　＝i　for　j＝i　to　k　and　xj｝’Cyj｝’C　’一’　O，　othev’w’ise，　so　that

　　　　　　n　　　　　　　　　k
ψ禽・ v塁、e」X」尭yゴ’2cニ」塁・e」・θ（U；”c）≧ψ歯SinCe　U」ニ’・j＝’ヂ●○・　k・

uゴ…，ゴ・k＋・・…・ni・fea・ib・et・（耳・6）・Aエ…ψ索≧，2・e」u」攣

＝　j21ejuj｝’c　’一’　e（u；’c）　since　（x，　y）　＝　（uVc，　u｝’｛）　is　feasibLe　to　（4．s），　This

establishes　e（u｝’C）　＝　th；‘：．　Hence　tp（u｝’C，　u｝’C）　＝’ ?iu；’c）　＝　oft，　nameiy，

（u衷，uめi・・ptimaユt。（4．5）．　l　l

By　virtue　of　this　theorem，　the・recur）sion　in　（4．3）　simplifies　as　follows：

＿∴∵＝｛gk一’（S’t）’gk一’（Slak’t’bk）＋ek｝（4’3り

　　　　　　　　　　　　gk（s，t）＝O，　sEO，　tSOsVk

　　　　　　　　　　　　go（s，　t）＝O　for　all　s．and　t．

As　befoTe，　gn（ao，　bo）　gives　the　opt Cimai　value　pt’t　of　the　objective　function

i

1．



垂調襯へ罰岬一｝』

tp　in　（4e5）e　（4・3’）

fk一、（s－ak・t）＋Ck

when　ck＝dk＝O．

一　13　一一

can　also　be　derived　from　（4．3）　by　considering　that

and　fk－1（・・t－bk）＋dk　are　n・better　than　fk．、（・・t）
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A－1．

　　　　　　One　has　to　cOmpute　h．（λ）　to　obtain　an　exact　value　of　cut　cOefficients
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　工

X．in（3．9），　which　arn’
Bunt。　t。。。・ving　a　param。tric　knap・ack　pr・b・em・

　　ユ

　　　　　　　　　ximi多・｛，2、（δゴ＋λYi」）y」　l」2、b」y」三b。・yゴ…rユ・j……・m｝（A・ユ）

Unf・rtunately・h・w・v・r・the「e　exists　no　efficient　p「。cedu「e　to　s。1▽e　g

　pa：r・ametriC　integeエ・　PrOgra1n．，　SO　that　One　needS　a　prOCedUreS　tO　Obtain　an

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

apPr・ximati。nλi・fλi・N・te　thatλi・h。uエd　beユ・望eate「thanλiエn

　Order　that　the　resultiD⊆　out　is　a　valid　One．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）

　　　　　　P：rOcedumeユ．　　（LP　Re工axatiO：n）

　　　　　　Let

　　　　　　　　　　　　　　天i・max｛λi貢i（・X）≦φ（x禽・y来）＋エ｝　　　　　　（A・2）

　　　　　　　　　　　．
　　　　　　wh　　　　　　　　ere

　　　　　　　　　　　　　　fii（λ）一ax｛」量、（δゴ＋λYiゴ）y」㌧量、㌔yゴ≦b。・・三yゴ≦・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j・ユ・…・n｝＋Yiλ＋φ（A　Ax，　y）　　　　（A・3）

　　　　　　天iis　expected　t・giv・ag・・d　apPr・ximati・n・f　Xi・M・・…ver・　Xi　£　Xi

since　h．（λ）＞h．（λ）fOr　a且λ＞0。
　　　　　　　　　　■　　　　一　　工　　　　　　　　　　　　　　　　　一

What　has　to　be　solved　here　is　a　parametric　linear　progra㎜ing　probユem

　instead　of　a　paramet：ric　knapsack　problem．

　　　　　　The　second　one　is　a　simple　search　p：rOcedure　which　uses　the　convexity

　ofh．。
　　　　　ユ

　　　　　　PrOcedure　2．　　　（Disc：pete　Sea：nch）

　　　　　　Step　O．　　Let　　（x　＞　0，　　β　＞　1，　　λ　＝　ユ　＋　α

　　　　　　　Step・・C。mpute　gi（λ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　14　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Appendix

Approximate．一P－r．lgLc．gstly12gE－IEg－912Sglp－9ggEgaE2gl｝EgiEptg，．一］Lg，］，ig一．9yg－ures　to　Obtam　Coefficients　of　a　Vaiid　Cut・
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　15　一

　　　　　　Step　・2r　If　gi（λ）〉φ（x表・y｝’c）＋1，　thenl・tα・α／2，λ・1＋

　　　　　　　　　　　　　　　　and　go　to　Step　1．　Otherwise　let　A＝　BX　and　go　to　Step

　　　　　　Step　3．　Compute　g，（A）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　Step　4・If　gi（λ）≦φ（践y”“）＋1，　thenλ・βλand　g。　t・St・p

　　　　　　　　　　　　　　　　Otherwise　let　Ai　＝　VB　and　stop．

　　　　　　Ai　computed　by　this　procedu］pe　gives　an　underestimate　of　X，　for
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　工

i∈エ（父）・Simi・ar　pr・cedure　can　be　c。n・tructed　f。r　i¢エ㈹、　a。　w。・ユ，

　but　wiU　be　omitted　here．

A－2e　Alt：Sg1ggsiyg－Eg！！wE！E！12gp－glELIternative　Formulation　of　Bi．！．　inear　Knapsack　Problems　as　Standard

ct

3．

3．

　　　　　g：itL2L1x1ggg22］2gEl　nteg－r　P　rog12pmm．　ing　Pr　obiems

　　　　　The　pumpose　of　this　appendix　is　to　show　一Lhat　it　is　possibie　to

f。「mulate　BK　q・an　integer・in・ar　pr。鉾m　by　intr・ducing　new・一i　variabユes：

　　　　　　　　　　　　　　　　．　．　pa　n　m　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i塁ユcixi＋」§・d」y」＋i㍉⊇・ciゴui」　・　　　　　　　　　　　　max■m工ze

　　　　　　　　　　　　subject　to　x　EXo，　y　EY6，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．i．・11　i，llli．11一），，　Llif，…，．，　i（A・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］＝：，，　・．．，　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Uij　＝O　or　i，

NOte@that　uiゴエ’f　and・nユy　if　xi・y」・・by　virtue・f　the

c。nstraints　on　Uiゴ？s・Thi・pr・b・em　ha・mn＋m＋nvariab・es　and

2mn＋m＋n　c・n・traint・，　which　are　much　big9。r’thaD　th。se。f　BK．

　　　　　If・howev・r・ci」≧・f・r　aユ・i　and　j・・ne－can－e・iminate　aエm・・t・ne

half　of　the　constraints　in　（A．4）　as　foUows：

　　　　　　　　　　　　　　　，　．　II）　n　．　m　　n
　　　　　　　　　　　　maxlmzze　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iΣ・cixi＋j⊇ユdゴyj＋iiij　；一・ciゴuij

　　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　Xo，　y　E　Yo，　Y（A．s）



一　16　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Uiゴ≦きXi＋yゴ）　i……・m・　（A・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u．．＝Oorl　　　jニ1，・・o，n・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユコ

エtis　ea・yt・see　that　ui」canbe　equa’t・”n（A・5）。n’y’f　xi＝yゴニ’．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aユ…if　xi・yゴ・・at　the・pt’一・　then　uiゴshOu’d　be　equa’　to　1　s’nce

ci」　i・・Thi・　est・bli・he・the　equ’va’ence　Of（A・5）and（A・4）when　ciゴ≧。

fOr　all　i　a：nd　ゴ。
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ABSTRACT

　　　　　This　pape］p　int］ooduces　O－1　bilinear　knapsack　probZems　（BK）　and　pr）oposes

a　finitely　convergent　cutting　plane　a二Lgo：rithm　which　paraエユels　the　one

p：rOpOsed　fop　l）ilinear　ユinear　p：rOg：r・amming　prOblem　by　the　p：resent　autho：p．

　　　　　This　aigorithm　consists　of　two　big　procedures．　One　is　to　obtain　a

ユOcal　maximum，　which　amOunts　to　sOlving　a　sequence　Of　O一］．　knapsack　prOblems

and　O一ユ　i：nteger　＝Linear　prOgrams．　The　other　is　to　adjoin　a　cutting　Plane

which　eliminates　a　local　maximum　and　yet　does　not　eliminate　any　soiution

P。t・ntiaUy　better　than　the　curr・nt　incumb・nt．1 Gt　WiU　be　sh・wn　that。ne　ha・

to　sOユve　paramet：nie　knapsack　probユems　tO　obtain　coefficients　of　a　cut。　Also，

finite　conve：pgence　of　the　aユgOrithm　is　estabユished　by　virtue　Of　the　disc：nete

natu］pe　of　the　p：poblem．　工t　will　be　shown，　ih　addition，　that　a　dynamic　p：rOgram

ming　algorithm　can　be　eonstructed　for　a　BK　with　a　special　structure．
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