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Some　Applications　of　Bilinear　Programming

Hiroshi　Konno

1．　INTRODUCTION

　　　　　　This　paper　is　addressed　to　some　of．　the　more　important　applications　of　bilinear　programming　which　is　a

　　　　technique　for　solving　a　special　class　of　nonconvex　quadratic　programming　problems　with　the　following　struc－

　　　　ture：

　　　　　　　　kTlli，n．，｛CtXi±CgX2＋Xg’QX21Ai　xi＝bi，一x，〉．　O，A，　x，＝b？，x，；i）．O｝．　’　．．．．　（1．1）

whete　ci　e　Rni，　bieRlni，’Al．　e　RMi’×ni，　i＝1，　2，　Q　e　Rni　X’n2　are　constants　and　xi　e　Rni，i’＝

variables．　We　will　refer．　to　this　as　a　bi．linear　program　in　standard　minimization　form．・

Corresponding　to　the　above，

　　　　．M，ie．｛，．Cf・Xi＋Cg　X2　＋．X；　QX21Ai　Xi　｝il・bi，Xi　1｝IO，　A，　x，　1｝irb2，x，　；｝rO｝

1，2　are

（1　．2）

will　be　referred　tp・．as　．a　bilinear　program　in　canonical　minimization　form．　Bilinear　programs　in　standard　and

canonical　maximization　form　will　be　defined　analogously．　As　in・the　case　of　linear・programming，　bilinear　pro－

gram　with　general　mixed　equality　and　inequality　constraints　can　be　reduced　to　a　standard　form・and　to　a

canp．　nic．　al　fo’rm　as　IQng　4s　the　linear　constraints　．wit，h　respect　to　xi　and　x2　are　separable　w．ith　each　other．

　　Sever，al　papers　haye　aPpeared　s’ince　1971　dealring　with　the．algorithms　to　solve　this　cla＄s　of　problem　or　its

equivalent，　among　which　Konno　［7］，　［10］，　Gallo－UlkUcU　［41，　Falk　［3］　are　notable，　Recently，　the　author

implemented　his　algorithm　on　CYBER　74　to　get　encouraging　numerical　results　［8］．　At　the　same　time，　he

establis．he．　d　the　finite　conyergence　of　his　cutting　plane　algorithm　［10］　with　the　incorporation　of　facial　cut

introduced　by　Maj　thay　and　Whinston　［12］．　Now　that　there　is　a　workable　algorithm，　we．will　pursue　further

t・・h・wth・apPli・i・bility・f　b且ipea・p・・gr御mi・g　t・・eal　wQ・ld　p・・bl・m・・1・飴・t，　th・　・xiSt・nce・f　m・ny

practical　problems　Which　are　naturally　put　into　the　structure　of　bilinear　program　motivated　the　author’s

work　in　algorithm．．

Before，　going　into　ty．　pigal　applig4tions，　we　will　brieqy　summarize　the　relationship　of’bilinear　program

（BLP）　to　other　groups　of　mathematical　programming　problems．

　　First　of　all，　BLP　is　a　v’t’．ry　str．aightforward　extension　oflinear　programs（LP）　（see　e．g．　［1］）．

　　　　tjn．｛ctx　i　Ax＝b，x；）O｝’．　．．　，　．　．・．（1，3）

whr・e　c・x・Rn・b・Rm・A・Rmxn・nd．・iS・fiX・d…t　yect…lfw・w・nt　t・．va・y　c　a・W・ll・・xiゆ・lyh・d・al

convex　set，　say，

　　　　C　＝｛c6RnlA’c　＝　b’c　2｝）　O｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1一



thgn　the　probleln　becomes　a　BLP　where　ci　＝　c2　＝　O　and　Q　is　an　n×n　identity　matrix　in（1．1）．We　will

refer　to　this　problem

　　　　　min｛ctxlAx＝b，　x｝irO，　A’c＝b’，c．｝I　O｝　．　（1，4）

a．s　an　extended　linear　program　（ELP）　in　standard　minimization　form．　We　will　discuss　several　e’xamples　pfELP

in　this　paper．

　　Secondly，　there　is　a　similar　but　entirely　different　class　of　problems　called　generalized　linear　programs

（GLP），iptro．duced　by　Dantzig　and　Wolfe　［11：

（，j，rlijfi，n．j）｛j．2” P　cjxj　ij；1’ajxj　＝　b，xj　2　O，　（，Cj）　ecjcRM“i，j　t　1，．，．．．，，n｝’　（1．s）

where　aj　E　RM　and　Cj　is　a　closed　c6nvex　set，　j　＝　1，．，．．．，　n．

Here　the　column　vect．ors　，（aCj）　as　W．ellas　xj’s　arevariables．andeachcolumn　（：i．）　is　allowed　to　move　in　a　closed

convex　set　Cj　independendly　ofeach　other，　This　independence　prgperty　distingUishes　itself　from　BLP　and　it

is　quite　essential　for　GLP　algorithm　（decomposition　algorithm）　to　work　（see　［1］）．　We　will　look　into　the　re－

lationship　between　GLP　and　BLP　in　section　4　and　show　that　the　special　case　of　a　non－standard　generalized

linear　program，　i．　e．，　a　GLP　some　of　whose　variables　xj　are　not　restricted　in　sign，　is　essentially　a　BLP．

　　Thirdly，　it　is　not　difficult　to　show　that　the　so－called　linear　max－min　problem　（LMMP）：

　　　　　min　max　｛　pgx＋　pSyl　Bix　＋　Biy　1｝r　b　｝

where　X　and　Y　are　polyhedral　convex　sets，　can　be　converted　into　a　BLP　by　taking　the　partial　dual　of（1．　6）

with　respect　to　Y　under　some　regularity，　condition．　This　problem　was　treated　by　Falk　［3］　as　well　aS　by　Dantzig

［2］　and　Konng　［11］．　lt　will　be　shoWn　in　［11］　that　LMMP　has　several　applications　with　game　theoretic

flavour．

Fourthly，　it　is　possible，　at　least　theoretically　to’　transform　the　problem　with　complementarity　condition

　　　　．min｛，cl　xi＋ct2　x21Ai　xi　＝　bi，　×i　｝ir　O，　A2　x2　＝　b2，　x2　；｝r　O，　xg　x2　＝o｝　．（1．7）

int・・BLP　by　putting　xl　x、　f・・血i・t・th・・切ecti・・餌・・ti・n・・f・ll・w・・

　　　　min｛cl　xi＋cS　×2　i　Mxl’　x21Ai　xi　＝　bi，　xi　；）　O，　A2　x2　＝　b2，　x2’1｝r　O｝

where　M　is　a　large　positive　constant．　（1．　7）　was　analyzed　by　lbaraki　［6］　and　by　Konno　［11］，

Fin・lly・it　h・・been　P・・vさd　i・．［9】th・t　th・mi・imizati・n・f　a　c・ncav・qu・d・atie釦・・ti・n』subject　t・linea・

constraints　（CQP）：

　　　　mih（2ctx＋xt　Qx　l　Ax＝’b，　x｝）O｝　．　（1．8）
where　Q　is　a　symmetric　negative　semi－definite　matrix，　can　be　converted　into　a　BLP：

　　　　min｛ctu＋ctv＋ut　Qv　l　Au　＝　b，　u　2｝r　O，　Av　＝　b，　v　1｝tr　O｝　，　（1・　9）

．The　relationship　between　（1．　8）　and　（1．　9）　has　been　fully　discussed　elsewhere　［9］，where　jt　is　shown　that

（i）・　if　x“　is　optimal　for　（1．　8），　theh　（u，　v）　＝　（x“，　x＊）　is　optimal　for　（1．　9）　and　（ii）　if（U“，v“）　is　optimal　for

2



（1．　9），　then　both　u＊　and　v＊　are　optimal　for　（1．　8）．　Also　it　has　been　shown　how　to　exploit　the　symmetric

structure　of　（1．　9）　to　improve　the　cutting　plane　algorithm　develop．　ed　in　［8］．　It．is　well　known　that　CQP　is

closely　related　to　O－1　integer　program　and　therefore　BLP　is　indirectly　rel　ated　to　O－1　integer　program．

　　The　following　figure　briefly　summari　zes　the　rel　ationship　among　vari　ous　probl　ems　ci　ted　above．

QUADRATIC
OBJECTIVE

　　　　LP　　さ8器儲E

　　INTEGER
cONSTR．　AINT・VARIABLE

ILP

C　QP

騰翻

SPECIAft

STRUerURE

G　LP

ELP

GENERALI一

QP

ZATION　．

FREE　VARIABLES

GLP’

　　SPECIAL
STRUCTURE

SPECIAL　STRUCTURE
BLP

DUALI－

ZATION

L　Mi　M　P

FIGURE　1．1

　　In　the　following　sections，　we　will　choose　some　of　the　typical　examples　of　bilinear　programs　and　discuss　them

in　some　detaiL　We　tried　to．pi　ck　up，　amQng　others，　problems　Which　are　of　pr’≠モ狽奄モ≠戟C　and　thepreti‘cal　interests，

2．　LOCATION－ALLOCATION　PROBLEMS

　　　　　　　There　is　a　large　amount　of　literature　under　the　title　of　locatiQn－allocatio．n　theory　（See，　for　example，　re一

　　　　免rence岡・）

　　　　Suppose　we　are　given

　　　　　　a）　aset　ofm　points　distributed　in　the　plane

　　　　　　b）　a　vector　value　to　be　attached　to　each　point

　　　　　　c）　a　set　of　indivisible　centroids　wi　thout　predetermi　ned　locations

　　　　then　the　l　ocation－allocation　proble’m　in　its　most　general　form　is　to　find　locations　for　m　centroids　and　an

　　　　all　ocation　of　vector’　value　associated’with　n　poi　nts　to　sbme　centroi　d　so　as　to　minimiZe　the　total　cost．　Here，

　　　　we　will　present　one　original　example　of　this　type　of　problems　which　is　put　into　the　structure　of　BLP　in　a

　　　　very　natural　way．
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．（a） Single　F3ctory．Case

　　L・tth・te，．b・m・itiq・Pi，　i〒1，．一，甲・n・pl・n・・pi　i・1・cat・d・t（pi・qi）・el・ti・・t…me・…dip・t・

・y・脚・W・a・eg・ing　tρ・・n・t・U・t・fact・・y　S・m・wh・・e・n‡hi・pl・n・・Thi吻・t・・y・need・bj　unit・・f　n　dif－

ferent、rnaterials　Mj・　j’＝1・……　n・

L・tu・assum・th・t　Pi　can・upPly・ij　unit・・f　Mj・t　th・unit　p・ice　・ij・nd　th・unit　t・an・p・・t・ti・n…t（P・・

unit・m・unt　p・・．unit　di・t・nce）・f　Mj　i・gi・・n　by　fj・Ou・c・ncem　n・w　i・t・minimi・・th・t・t・l　exp・n・e

which　is　represented　by　the　sum　of　total　purchasing　cost　and　the　total　transportation　cost．

　　Let　Q（xo，』yo）b『the　location』of　the　factory　to　be’constructed　and　let　uij　be　the　amou．nt　of　I唾j　to　be

pu・ch・・ed・t　Pi・Then　uij　h・・t・・ati・fy・

　　　　　
　　　　ii1　”ij．≧b」・・j＝1・…：・．・n・

　　　　0≦Uij≦aij’噛　i＝1，．＿．，m，　j＝1，．＿．，n　　　　　　　　…　　　　　　　　　　（2・1）

T・t・1・P・．・ch・・ing』c・・tむp　i・・b・i・u・ly　gi・・n　by・

　　　　Cp＝謬1」至1・lj　uij、』．　…　　．、』　（2・2）

・nd　！・tal．．t・an・p・・t・ti・P・g・t　CT・i・gi・・n　by

　　　　CT＝’器fj「・Uij　d（Pi，Q）　　　　　　（2・3）

．where　d（pi，　Q）is　the　distance　between　Pi　and　Q．

i）Manhattan　Distance

　　If　the　distance　d（pi，　Q）is　given　by　l　norm　i．　e．，

　　　　d（pi，　Q）＝d1（pi，　Q）…≡・lpi－xo　l＋・iqi－yo　l　　　　　　・　　　　　　1　　　　　　　　　　　』　（2・4）

　　then　the　total　cost　C　is　given　by

　　　　C＝罪1脳＋fj　uij　（lpi－xgi・lqi－y・1）1一一’・・．　・（2・5）

　　By　introducing　auxil　iary　variables，　xil　and．yilsatisfying

　　　　xi1一　xi2＝Pi－xo　xil　≧0，　xi2≧0，’xil　xi2．＝0・i21……・m・．

　　　　　yi1－yi、＝qi＝y。、yi1≧0・yi、≧0，　yil　yi、＝0，　i＝1，・・…，m・、’　・・，（2．6）

　　the　absolute　value　terms　can　be　written　as：

　　　　　1’Pi－Xo　l．＝　Xi1　＋Xi2

　　　　　1qi－yo　I＝　yi1　＋yi2　　　・「　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　・　（2．7）
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（b）

So　the　problem　now　is　to

　　　　　　　　　　　　　　m　　　n
minimizeC　＝　iZ．1　j．Zl　”lj

　　　　　　　　　　　　　　m
s．　t．

［Cij　＋　fj　（Xii　＋　Xi2　＋　Yii　＋　Yi2）］

iil　Uij　；ll　bj，j．

O　〈一　uij　tfl；　aij　i＝

Xi　l　一Xi2　＋XO　＝　Pi

yi　1－yi2＋yo　＝　qi

xi2　一〉．　O，　yi2　’ P；lir　O，

Xil　’　Xi2

　　　　　n）　一一一一一　．）

，””．，　m，　j　＝　1，．”．．，n，

　　i　＝　1，．”．．，m，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　＝　1，”．”　m，　2＝　1，　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　O，　Yii　．　Yi，　＝　O，　i＝　1，”，．．m．

It　is　straightforward　to　show　that　the　optimal　solution　of　the　associated　bilinear

（2．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　program　一without　the

orthogonality　condition　in　（2．　8）　automaticallY　satisfy　the　orthognality　property　if　fj　；！rO，　j　＝　1，　．．．．．　，　n

and　hence　the　problem　ban　be　solved　by　applying　the　algorithm　developed　in　［8］．

li）　Euclidean　Distance

　　If，　on　the　other　hand，　the　distance　d　（Pi，　Q）　is　given　by　2　norm，　i．　e．，

　　　　　d（Pi，　Q）　＝　d2　（Pi，　Q）　1　」（pi－xo）2　＋（qi　一y．）2

　　then　the　problem　becomes：

　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　n

　　　　m’nimizeC＝昌」｝1［cij’fj　．（prx・）2＋（qi一y・）2］uij

　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　S・t・　iil　ulj　ll）bj　　j＝1，．．．．．，n，

　　　　　　　　　　　　　　　　Oguij　galj　i＝1，．．”．，m，　j＝1，””．，n．

　　to　which　we　can　apply　a　modified　version　of　the　BLP　algorithm．

（2．9）

（2．10）

Multi－Factory　Case

Let　us　consider　here　the　multi　factory　version　of　the　problem　tredted　in　the　previous　sectio．n．　The

basic　setting　of　the　problem　is　the　same　as　before　except　’　．

　　（i）　K（1｝ir　1）　factories　Fk，　k　＝　1，．．．．．，Khave　to　be　constructed

　　（ii）　each　factory　is　producing　L　different　types　of　commodities　C2，　2　＝　1，　．．．．．　，　L

（iii）　each　product　ha，o　to　be　shipped　to　the　demand　points　i．　e．，　to　m　cities．

Let

uts・」　：the　amou．nt　ofMj　tobe　purchased　atPi　and　shipped　to　Fk

xts・le　：　amount　ofC2　to　be　shipped　to　Pi　from　Fk

bS　：amount　ofMj　required　at　Fk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－5一



　　aij　：maximum　supply　of　Mj　at　Pi

　　cij　：unit　price　ofMj　at　Pi

dkQ　：amount　ofC2　produced　at　Fk

　　ei2　：demand　for　C2　at　Pi

（pi，　qi）　：　location　of　pi

（xk，　yk）：　location　of　Fk

d（Pi，　Fk）　：　distance　between　Pi　and　Fk

　　fj　：unit　transportation　cost　of　Mj

　　g2　：unit　transportation　cost　of　C2

The　total　cost　is　now　given　by　・

C＝
ﾟ1k蚤1・ij・～・謡（毒19£x鵬lul）d（pi・　Fk）

Also　ulj　and　xik・2　have　to　satisfy：

m　Z
i＝1

　K
　Z
k＝1

m　Z
i＝1

K
　Z
k＝1

uk＞b其
　IJ　L　VJ　’

ulj　f｛｛　aij，

x畏≦d登，

X畿≧・i2，

j　＝　1，．．”．，n，　k　＝　1，．””，K

i　＝　1，．””，m，　j　＝　1，．””，n

2　＝　1，．””，L，　k　＝　1，””．，K

　　　　i＝

x義≧・，

1 　””．．m　　　　）　．．．　）’

v　　i，j，k，2

2　＝　1，””．，L

（2．　11）

　　　　u5．j；？）o，　x121iil　o，　V　i，j，k，2　（2．12）

Hence　now　the　problerui　is　to　minimize　（2．　11）　subj　ect　to　（2．　12）　which　is　a　BLP　if　d　（．，　．）　is　defined　by

1　norM．

　　We　assumed　here　that　there　are　no叫aterial　flows　between　the　factories　to　be　constructed．　Should

there　be　such　a　flow，　then　the　Problem　can　no　longer　be　formulated　in　the　framework　of　bilinear　pro－

gramming．

3　APPLICATIONS　TO　DECISION　ANALYSIS
　　　　　　’

　　　　　　　Suppose　a　decision　maker　is　facing　a　problem　of　choosing　the　‘best’　among　m　possible　alternatives　Ai，

　　　　i　＝　1，．．．．．，m　in　the　stochastic　environment　where　n　pdssible　events　Elj，　j　＝　1，．．．．．，n　takes　place　with

　　　　probability　pij　when　Ai　is　chQsen．
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　　　L・tus　supP・・e　al・・th・t　th・・e　a・e　K　ind・p・nd・nt・tt・ibut・・（・切ecti…）Tk，k＝1，∴・．，K，each・f

whi・h　h・・w・ight（d・g・ee・f　imp・・t・nce）wk・Al・・1・t　u・assum・th・t　th・utility　ass・・i・t・d　with　th・t・ipl・

（Ai・馬・Tk）・i・gi・・n　by・㌔．　and　th・t　th・・v・・allutility・fth・deci・i・nm・k・・i・additi・・，i．・．，　the　expect・d

utility　ui　obtained　by　choosing　Ai　is　given　by

　　　　　　　ui＝kSl　j￥1　wkpij・毛　　　　　　　（3・1）

Gi・・n　the　c・n・t・nt・wk・P動・・㌔・we　can・h…eth・・ptim・1・alt・・n・ti・・by・imply・・mp・・i・g・i，　i＝1，，．．．．m．

It・・m・tim・・h・pP・n・・h・w・v…du・t・th・lack・f・in・f・・m・ti・n　th・t　th・qu・ntiti6・’
翌求C　k・1，＿K

and　p導・i＝1・・…・・m；j＝1・・…・・nare　not　known　precisely・Typically，　the　analyst　has　to　interview　the

deci・i・n　m・k・・t…tim・t・th・w・ight・f・e1・tiv・imp・・t・nce　wk・f　Tk・nd　it・・m・tim・・h・pP・n・th・t　w・

only　have　interval　estimates

　　　　　　　理k≦Wk≦Wk・　　k＝1，一・，K・

where辺k　and　wk　are　given　constants（see［13D・

Simi1…itu・ti・n・pPli・・a・w・11　t・th・p・・b・bility　mea・u・e　p勾・L・t　us　supP・・e　h・・e　th・t

　　　　　　　翌蓼≦P触≦P哲・　i＝1・・…・・m・　j宰1・…・・n・’

　　　　　　　　

　　　　　　　j｝1Pザ1・　’＝1・…・・m・

wh・・e　gij・nd馬・・e　gi・・n・・n・t・nt・・

　　In　this　cases　the　optimal　alternative　will　not　be　uniquely　determined．　However，　some　of　the　alternatives

may　be　eliminated　as　inefficient　ones　as　follows：

　　Let

　　　　　　　W＝｛（w1，・…・，wk）1　Wk≦wk≦Wk，　k＝1，．．…，K｝　　　　　　（3・2）

　　　　　　　pi＝｛（pi・……・pl・）12緬≦P済馬・j＝1……n…」茎1　P巧＝1｝・i＝1・…・・m・．、（3・3）

which　we　assume　to　be　nonempty．

　　’Let

　　　　　　　旦i＝min｛k蚤j妻1　wkp顛・桔lw・W・pi・pi｝

　　　　　　　百i＝一｛k呈j妻1wkp顛・旨lw・WI　pi・pi｝

It　is　obvious　that　if旦r＞　us，　then　Ar　is　preferred　to　As　and　As

optimal　alternatives．

（3．　4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．　5）

can　be　eliminated　from　the　candidates　of
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　　S㎞丑arly，if

　　　　　　　　　urs≡min｛ktll　ji”1　Wk（P，j・毛一P司・旨）lw・w，　p・εpt・P・sp・｝〉・　’（3・6）

　　then　Ar　is　preferred　to　As　and　As　can　be　eliminated．

　　Problems（3．4）（3．5）and（3．．6）are　allわiinear　progranis　with　a　very　special　structure．　Let　us　take　for　example

　　（3．4）suppressing　index　i：

　　　　　　　　　mink曇l　j鞠Wk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　　　　　　s・t・jii、Pj＝1・11j≦P」≦Pj・j＝1・’”・・n；

　　　　　　　　　　　　　　辺k≦Wk≦Wk・k＝1……・K　　　　　　　　　　　（3．7）

　　The　following　theorem　characterizes　the　fbrm　of　an　optimal　solution　of（3．7）which　is　guaranteed　to　exist

　　since　W　and　P　are　non・em’pty　compact　convex　sets。

Theorem　3．1

　　　　　　　L・tWk・k＝1・一K；う1・j＝1・……nb・an・ptim・1・・luti・n・f（3・7）・Th・n　Wk　i・equal

　　　　t・Wk、・・弱k　f・・all　k・A1…Pj　i・equ・1　to　9j　o「鳶ex㏄pt隅ibly飴・・n・血d・x　j。・

　　　　Proof

　　　　　　　Wand　P　are　bounded　polyhedral　convex　sets．　Hence　by　the　fundamental　theorem　of　bilinear　programm・

　　　　ing［8】，there　exists　an　optimal　solution（A　Aw，p）where　W　and　P　are　extreme　points　of　W　and．P，、respectively．

　　　　It　is　easy　to　see　that　any　extreme　point　of　W　and　P　has　the　property　stated　in　the　theorem．　ll

　　　　　　　Using　this　theorem・we　can　construct　a　simple　enumeration　technique　by　fbxing　wk　equal　to　yyk　or　Wk・

　　　　Also　it　may　be　more　apPropriate　in　some　cases　to　normalize　wk・k＝1，・…・・Kto　satisfy　the　condition

　　　　　K

　　　　kii　wk＝1・as　well　as　Pj・in　which　case　we　still　have　a　bilinea「p「og「am　with　somewhat　mo「e　compli’

　　　　cated§t±ucture．　For　the　background　material　of　decision　analysis　the　readers　are　referred　to　Keeney・Raiffa

　　　　　【7】and　to　Sarin［13】．
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4．NON－STANDARD　GENERAHZED　L，INEAR　PROGRAM

　　　　　　　qene「al’zed　l’nea「p「09「am！GLP）’nt「oluced　by　Dantzil　and　W。lfe［’］has・the　follow’ng　P「．oblem．st「uc－

　　　　ture二

　　　　　　　　　　　m’n｛j妻1哨l」曇1嫡＝い≧・・（li｝・Cj・」＝1；一・・｝．ゴ、』「、（4・1）

　　　　wh・・e　・j・Rm，　cj・R・and　Cj⊂Rm＋1　i・ac・mpact・・nv・x　S・t　j＝1，．．…，n・nd舳mizati・ぬi、　With，es－

　　　　pectt・㈲・・a・w・11・・xj・Th6GLP・19・・ithmbyD・nt・ig・a’・dw・lf・　’P…e・d・士・ughly・・f・11・w～・

Let
i・rf　2C　L・　J”r　2a　L・　J）’e　Cj・　1・一・∵1・一・噸

　　　　Then　We　will　solve　the　linear　program：’

　　　　　　　　　　　min｛jlll．壽1・執至r．肇1鞠・ぐ≧・・幽2＝1……9j；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j＝1・一P1｝．．　．．．（4・2）

　　　　。nd　l・1穿，RM　b，　、n。函、1血ultipli，，　v6、t。，　f。，　thi、　lineaφ，。9，am、

　　　　If

　　　　　　　　　　　橘≧・V（1）・Cj；1』j＝1…∵・・n・

　　　　th・n　the　cu・£・nt・・luti・n　i・QPt’m・’・lf・・nth・・th・・h・nd．・　th・・e　i・an　ind・x　j・pd・vect・・：（薯）・Cj　f・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　then　the　objective　function　wi11　be　improved　by　introducting　this　vector　into　the　basis．　　　　which　（づ一πaj　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞0，

　　　　T・find・utth・vect・rs（薯）f・・whi・h　・j一’｝7　aj＞…w…1・・th・f・ll・wing・・ubμ・9・am・・

　　　　　　　　　　　min｛噛1㈲・Cj｝・j＝1・・…・n・．．．’、　（4・3）

L・
s薯）．b・it・lptimli・・luti・h・　if・・1－71ai＜・・th・nw・w皿int・・duce　it　int・！4・2）・ndp・？岬・

　　　　If　Cj・・e　all　p・lyh・d・al・・nv・x・et・，　th・n　thi・alg・・ithm　Will・・nv・・g・t・th・・ptim・1・・luli6h・f＜41　D　i・

　　　　finitely　many　s．teps　if　we　avoid　cycling　caused　by　degeneracy　appropriately．

　　　　　　Now　let　us　consider　the　non・standard　GLP　with　some　free　variables，　i．　e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　m’njΣ1咽

　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　s・t・・‘j曇1鯛＝b

　　　　　　　　　　　　　　　）～j≧0‘，　　 j＝1，一…一，S～；

　　　　　　　　　　　　　　　Xjミ0・」＝£＋1；……n；　　・’　、「▽・』r』．（4・4）

　　　　　　　　　　　　　　㈲・Cj・j＝1・一・n・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L9一



The　usual　technique　of　replacing　a　ftee　varia61e　by　two　non－negative’　variables　destroys　the　structure　of　the

problem，　i．　e：，’　let

　　　　　　　Xj　”　Xj　l　一・　Xj2　5’　Xj　l．

then　the　problem　is

　　　　　　　　　　　　2’　・　n
　　　　　　．，mi．n　jil．　CjXj　＋．　ji2＋1

　　　　　　　　　　　　2　ri
　　　　　　　s・t・　jii　ajxj　＋　jlli2＋i

　　　　　　　　　　　xj　1｝ir　O，’　j＝

　　　　　　　　　　　xj　i，　xj2　｝irr　O，

　　　　　　　　　　（鋤』εCj一＝

；｝r－O・，　xj2　｝lir　Q， j　＝　2＋1，””．，n　．．

　　　　　　　　　　
91）Cj　i、一　Σ　　　　　　　　　　　　　　Cj　2）Cj’2

　　　　　　　　j＝2＋1

　　　　　　　　　　

ajXj・　一　j…2，1　aj・Xj・＝b

1，∴．．，2

　j＝2＋1，　　，n

l・・・・・…2・ i鋤一（翁・Cj・ j　＝　2＋・1，，．；．．，n． （4．　5）

He垂モ?@tPe　columns　of　this　problem　gft．　p．　9　long．e｛　ind．gpendent　qRd　GLP．　algori“m　in　its　originql　fgrm　would

not　work．

Now　let　us　consider　the　simplest　case　of　the　above　i，n　which　aj　’s　4re　cons．tant　and　only　cj　’s　are　allowed

to　move　in　conipact　convex　sets，　i．　e．，　closed　interval　in　this　case：

　　　　1／’1・i’／　・．一2　・，，　・n，・

　　　　沖｝唱、簡：招婦肺’1

　　　　　　・謡蟻翻＝’嵩1「肖蜘

　　　　　　　　　　　xj　；？r　O，　j＝　1，．．．．．，2；

　　　　．，，．，．　，gjg．cj　Sij，．．」，一r　i，r・・，．n・，　，，．　．，．．．　，．　．．　．．・　（4・6）

Since　xj　〉一　O，j　＝　1，．．．．．，2，　it　is　obvious　that　optimal　g　’s　are　trj　’s　for　j　＝　1，．．．．．，2．　Hence　the　problem

sゆli章rl興ew騨。、

　　　　　　　　　　　　2　　　　　　n

mm

s．　t．

j；i・7’jXj＋j羅＋1埆

2　　　　　　n
jl？i　aj・xj　＋　j；2＋i　ajxj

Xjl｝lO，　j＝

gj　〈一　yj　g　ij　，．

＝b

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，．．”．，2；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j　＝．2＋1，．．．．．，n．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．7）

We　will　use　the　standard　eliinination　technique　to　．obtain　an　expression　ofxk，　k　＝　2＋1　，．．．．．　n　with　respect

to　xj　，　j　＝　1，．．m　，2．
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　　　Let

　　　　　　　　Xj＝djo＋k；1　djkxk，，j＝2＋i，・・…，n・　’　’．　’（4．s）

　Substituting　these　into　（4．　7），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　n　’　　　　n
　　　　　　　　m’n　jil［ij＋ki2＋1　d幻yk隔＋j曇£＋1‘嚇

　　　　　　　　　　　　　2　　，

、，　1∴’」…1騨やl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xj；1tr　O，　j＝1，．””，2

　　　　　　　　　　　　stj　f｛；yj　ff｛I　Uj　j＝2＋1，・・…，n・　．　．，．，，，．．（．1・・；9）

，w，　hich　is．a．　BLP　with　a　．special／structure．　The　following　theorem　chara’cterizes　the　form　of　the　pptip　al　solution．

Theorem　4．1

嚇櫛rl・∵・∵n・beanort虚血ut’onl∵s　eXists　at　qll）o解・『4）・The呼匂とj〒．1…∵£・・呵

　　　is　either」9j　orすj　fbr　j＝　£＋1，…・・，n．・

　　　：ptio’　of・・』　　・・”　．・　、ほ　：’ン　「・・　・　　・…　　　　　　　　’1　　　・　　　　　．　・’　　　　．・　　　・　　　　　　　二’ぺ

　　　　　By　th・顛d・m・nt・1　th…em・f肌P圖・th・・e．i・、an・ptim・1・・1・ti・n　y・＝（y蔓・1，’∴…，y蓋）噛・y・

　　　i・an・xt・em・p・int・fthe　c・n・t・aint・et｛（y£＋1・・一・y。）1皇j動≦ij・j＝2＋・1・・…・・｝・ll

　　　　　We　have　showri　．that　bilinear　programming　technique　gives　a　way　to　solve　（4’．　4）．　This　need　not，　of

　　　course，　be　the　best　way　to　solve　this　class　of　problems．　Typically，　the　modified　verSiori　of　generalized

　　　linear．　programming　algorithM　’might　be　able　to　solve　them　more　efficiently．’　We　will　not’，　howeVer，　go

　　　into　this　subject　in　more　detail　here．

5．　COMPLEMENTARY．．PLArYNIN，　G．　PRQBLEMS

　　　　　　　Let　us　consider　the　following　class　of　problems

　　　　　　　　　　　minimize　cit　xi　＋　d｝　yi　＋　c2t　x2　＋　d2t　y2

　　　　　　　　　　　s．t．　・Alxl＋Biyl；1），　bl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A2x2　＋　B2y2　2？．　b2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x，　〉．　O，　y，　〉．　O，　x，　〉一　O，　y，　20

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X，tX，＝O　’．　’　（5．1）

　　　　where　ci，　c2　eR2，　di　eRni，　Ai　eRMiX2，　Bi　eRMiXni，　bi　eRMi，　i＝　1，2　and　xi，　yi．are　variable

　　　　vectors　ofappropriate　dimensions．　The　last　constraint　xit　x2　＝　O　will　be　called　coMplementary　constraintS

　　　　in　the　seqUel．
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Mor．e　general　problems　with　complementary　constraints．

　　　　　　　minimize　ci　xi　＋　c2t　x2　＋　dty，

　　　　　　　stt．　Aixi＋A2x2＋Byl？rb

　　　　　　　　　　　　　　　x，　20，　x，．20，　y＞．O

　　　　　　　　　　　　　　　x，tx，＝o．　．　’　．（s．2）

has　been　discussed　by　lbaraki　［6］，　who　proved　the　following　theorem　and　porposed　an　enumeratip．　n　type

of　algoTithm．．　’
Theorem　5・1

　　　　　1f　the　constraint　set　of　（5．　2）　is　bounded，　then　（5．　2）　has　an　optimal　solUtion　among’basic　feasible

　　solutions．

　　　　　There　’are　many　real　wor！d　appiications　一〇f　（5．　1）　and　（5．　2）　suc．h　as　complementary　fiow　problems，

　　orthqgonal　scheduling　problems　to　name　only　a　few．

　　　　　The　best　known　technique　to　solve　（5．　1）　is　to　introduce　an　2－difnensional　vector　u　of　O－1　cornpongnts

ahd　replace　the　constraints・xit　x2　f　O，　xi　1｝）．　6，　x，　｝）　O　by：

　　　　　　　xl　〈一　Mou

　　　　　　　x，〈H－Mo（e2－U）　．　，・　，．，，　一．．　（5．3）
　　　　　　　Xi　〉一　O，　Xi　〉一〇．

Here　e2　i’s　the　2　dimensional　vector　all　ofwhose　components　are　1’s　and　Mo．is　a　constant　satisfying，

　　　　　　　Mo　；｝）　max｛ehxi　l　Aixi　＋　Biyi　〉一一．　bi，　xi　ll｝i　O，　yi　〉一一　O｝，i＝　1，2

H・nce（5・1）i・eqyi・・1・ntt・th・f・ll・wing・miX・d・二1　iht・g・・p・r9・animing　b・・bl・血：1’

　　　　　　　minimize　c｝　xi　＋　d｝　yi　＋　c2t　x．2　＋d2t　y2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

　　　　　　　s．t．　Aixi＋Biyi；｝r　bi

　　　　　　　　　　　　　　　A2x2　＋　B，y2　〉一　b2

　　　　　　　　　　　　　　　xl’一　Mou　〈一一　O

　　　　　　　　　　　　　　　x2　＋　Mou　S　Moen

　　　　　　　　　　　　　　　X’i　〉一一　O，　Yi　〉一　O，　X2　〉一　O，　Y2　〉一〇

　　　　　　　　　　　　　　　u　＝　（ur，　U2　，・・…，U2）

　　　　　　　　　　　　　　　uj　＝O　or　1，　j　＝　1，”．”，2．　・　・　・，　．　（5．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　12　一



This　can　be　solved　by　a　usual　branch　and　bound　technique　if　2　is　hot　too　large．　lnstead，　we　will　propose

another　classical　approach，　i．　e．，　penalty　function　approach　by　putting　xit　x2　＝　O　term　into　the　・06jective

function：．

　　　　　m・ximize　・｝　xl＋d｝y1＋・l　x、＋dl　y、一　Mxi　x21

　　　　　s：t・．　・Al　xl＋Blyl・2bt

　　　　　　　　　　　　　A，　x，　＋　B2y2　；1｝1　62

　　　　　　　　　　　　　’x，2，．一y，20，x，20，　y，20．　・’　’（s．’s）

，w．@hic4．is　q．P，　LP　in，　caponical　maximization　folm．

TheQrem　5．．2

1f　the　constraint　set　of　（5．　1）　is．　bounded，　then　there　exists　a　constant　Mo　sueh　that　（5．　1）　is　equivalent

tg（5．．5）for　M＞M．．　一一

Proof

This　can　be’垂窒Uved　by　a　standard　technique　and　will　be　omitted　h6re．
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［1］

［2］

［3］

［4］

［5］

［6］

［7］

x　［8］

［9］

［10］

［1　1］
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［13］

［14］
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ming，　whieh　is　a　technique　for　solving．a　special　elass　of　nonconvex
quadrat　ic　programs，　a　re　di　s　eus　sed．　Topics　ine　luded　are　locat　ion－

alloeat　ion　problerns，　decision　analyt　ic　problems，　nonstandard
generalized　linea］？　programs　and　c　omp　lement　ary　．　p　lanning　．　prob　lerns．

［［he　relat　ionship　of　bilinear　prograrns　to　other　clas　ses　of　classical
mathemat　ical　programming　prob　lems　are　also　diseus　sed　in　some　detail．
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